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SUR  L*£N$EIGI4£M£NT  DE  LA  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

Discours  d' intrucdiction  au  C  ours  de  Géumétrie  supérieure  fondé 
à  la  faculté  des  Sciences  de  i  yicadémie  de  Paris. 

Séuioe  d'mivcTtim,  k  as  décembre  i846< 

Pab  m.  ghasles. 


Depuis  plus  d'un  siècle,  renspijïiiement  de  la  Gt'onu'frie  s(  rt'diiil 
aux  ])rfuuf'rs  principes  qu'on  appt-llc  U's  Flrments.  Ce  nom  '\'Eie- 
menls  !>eiiil>le  iiidicjiier  les  preiiiiert»  inalériHiix  de  rédifice,  les  premiers 
pas  ou  l'introduction  dam  la  science;  et  lî  l'on  considère  que  la  Géo- 
métrie  a  pour  objet  la  mesure  et  les  propriétés  de  Vétmibie,  on  sent 
aussitôt  comlnen  elle  est  vaste  et  que  même  le  champ  qu'elle  em- 
brasse n'a  pas  de  limites:  car  Vétenduc  Ji^urû-  M\r\*-  de  formes  à  l'in- 
fini ,  et  les  prupru  lés  de  cliacune  des  figures  que  présente  la  nature  ou 
que  l'esprit  peut  imaginer,  sont  ellefr-uiénies extrêmement  nombreuses, 
on  potirrait  même  dire  inépuisables.  11  semblerait  donc  que  l'étude  de 
la  Géométrie  dût  occuper  une  grande  place  dans  l'enseignement  public; 
et  cette  opinion  se  fortin^,  (jiiand  on  considrrr  (juc  cvWc  science,  in- 
dépendamment de  son  appliratioii  à  tous  les  arts  de  construction,  rsf 
réputée  le  fondement  des  sciences  mathématiques,  et  que  les  meilleurs 
penseurs,  dans  tous  les  temps,  l'ont  regardée  comme  un  excellent 
ToAi*  XII.    lumn.  ' 
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exercice  de  logique,  émiuemineait  pruprc  a  former  de  bons  esprits. 
Il  en  a  été  ainsi,  en  effet»  chez  les  AucieuS}  et  chez  les  Modernes 
jusque  vers  le  commencement  du  siècle  dernier.  Mais,  depuis,  par 
l'eflFet  de  ces  vicissitudes  auxquelles  les  sciences  elles-mêmes  sont  su- 
jettes, cette  partie  si  importante  <lc  nos  connaissances  positives  a  été 
négligée,  et  r(kluite  à  ses 

Cependant ,  quoique  prives  des  secours  et  des  encouragemeuts  que 
procure  renseignoneni ,  plusieurs  géomètres,  depuis  les  premières 
années  de  ce  siècle,  ont  cultivé  avec  prédilecticm  cette  Oéom^rie 
abandonnée,  «i  lui  ont  fait  faire  des  progrès  notables.  On  a  même 
commencé,  dans  plusieurs  Universités  d'Allemagne  et  d' \iii,'Ioterrp . 
à  la  réintroduire  dans  les  cours  publics  et  dans  les  thèses  ayant  pour 
but  l'obtention  des  grades  universitaires. 

M.  le  Ministre  de  rinstniction  publique,  dans  sa  tcdlieitade  pour 
toutes  les  parties  de  l'enseignement  soumis  à  sa  haute  direction ,  a  jugé 
que  le  temps  était  venu  de  combler  en  France  aussi  une  lacune  pré- 
judiciable aux  progrès  des  sciences  mathématiques.  T.r\  Faonltr  il.^s 
Sciences  consultée  a  partagé  c  es  vues  judicieuses  et  libérales ,  i  t  cmis  1«- 
vœu  que  l'enseignement  des  Mathématiques  supérieures  rerùi,  ilaiis 
la  Faculté,  le  complément  qui  lui  manquait,  et  qu'une  chaire  de 
haute  Géométrie  y  fût  immédiatement  instituée.  Ce  projet  a  reçu  la 
sanction  des  {xiuvoirs  législatifs. 

M.  le  Ministre  m'a  fait  l'Iionneur  de  me  confier  cet  enseignement. 
Qu'il  me  soit  permis  d'exprimer  ici  combien  je  suis  flatté  et  reconnais- 
sant de  cette  haute  marque  de  confiance ,  surtout  quand  je  considère  le 
mérite  éininent  des  coUègties  et  de  rilltistre  doyen  qui  m*ont  accueilli 
avec  tant  de  bonté,  et  dont  il  m'est  si  honorable  d'avoir  à  partager  les 
travaux.  Ce  sentiment  profond  me  guidera  dans  tons  mes  efforts  pour 
«pte  renseignement  que  j'ai  mission  de  fonder  réponde  aux  intentions 
de  la  Faculté. 

Iilais  cette  lâche  si  flatteuse,  qu'on  me  permette  de  le  dire  dès  ce 
moment,  en  sollicitant  Tindulgeuce  des  personnes  qui  me  font  l'hon- 
neur de  ui'écouter,  cette  tâche  n'est  pas  sans  diflicuités.  Car  ce  ne  sont 
plus  le^  throf  ii  s,  ce  n'est  plus,  pour  aiii>,i  ilire,  la  srirnre  qu'ensei- 
gnaient Uronci-  l'inée,  Ramns,  Roberval.  (jii  il  >  a^'it  do  n  piodiiirc; 
il  ne  peut  suffire  d'expliquer  et  de  commenter  Its  tiavaiix  d'Arclii- 
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mède  et  d*ApoUoiini«,  de  F«nn»t,  de  Gavftieri,  de  Paical,  d*Huy- 
gens,  de  Newton,  de  Madaurin.  Ces  ouvrag»  renferment  d'admi- 
rables exemples  des  ressources  que  procure  la  Géométrie  dam  toutes 

les  spi'îculalions  de  ]n  pliilosopliif  nattrrrlle  ;  on  v  tronv<>  le  germe  de 
plusieurs  théories:  mais  ils  ne  iorment  pas  un  ensemble  île  uiethodes 
qu'où  puisse  réuuir  dans  un  corps  de  doctrine,  et  qui  sutiisent  pour 
initier  les  jeunes  mathématiciens  à  la  connussanœ  et  &  la  culture  de 
la  haute  Géométrie.  S'ils  ofirent  de  magnifiques  applicaKons  de  cette 
science,  ils  ne  constituent  pas  un  cours  de  Géométrie  supcrieu/ie.  Et 
d'aillt  iirs  la  science  a  marché;  elle  s'est  enrichie  de  dortiines  no»j- 
velles,  en  harmonie  parfois  avec  colles  de  1" Analyse;  et  e  c-st  sur  des 
bases  nouvelles,  dont  ou  n'aurait  pas  eu  l'idée  il  y  a  un  siècle,  qu'il 
faut  aujourd'hui  fonder  ce  cours  de  Gémtétiie  supérieure.  C'est  dans 
quelques  ouvrages  modernes ,  dans  des  Mémoires  épars  dans  les  re- 
cueils scientifiques ,  qu'il  faut  chercher  le  germe  et  les  éléments  des 
théories  et  des  méthodes  propres  former  le  corps  de  doctrine  que 
nous  avons  en  vue.  Ces  ihéones  et  ces  méthodes  une  foi»  détermiitées, 
il  faudra  les  coordonner  entre  elles ,  et  les  soum^tre  i  l'otichainement 
logique  qui  est  le  caractère  propre  des  sdenoes  matiiématiques,  et  plus 
particulièrement  de  la  Géamétrie.  C'est  donc  une  oeuvre  toute  nou- 
v«>lle  à  accomplir. 

Uu  trouverons-nous  les  éléments  flispei'sVf»  de  cet  enseignement  nou- 
veau? Daoït  l'étude  attentive  de»  travaux  de  uns  devanciers.  Nous  de- 
vrons consulter  les  otivrages  des  Grecs,  qiu  présentent  les  premier» 
dans  la  carrière,  qu'ils  ont  parcourtieavec  un  grand  succès  ;  puis  suivre 
les  développements  de  la  scîcnoe  ches  les  Modernes;  puis  enfin  aborder 
les  doeli'iiies  du  \!X^  siècle. 

fU  tle  étnde  rétrospective  est  indispensable  pf)iir  atteindre  !e  but  qui 
nous  est  proposé.  Dès  aujourd'hui  nous  jetterous  uu  rapide  coup  d'oeil 
sur  !«•  travaux  des  {^mètres  anciens  et  modernes.  Ce  sera  l'objet  de 
cette  première  Leçon. 

I. 

D«  ta  GéomM9  eha  tes  GntM, 


1.a  Géométrie  a  été  la  science  de  prédilection  des  Grecs;  ils  la  divi- 
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saient  en  trois  parties  distinctes  :  la  Géométrie  élémentaire ,  qu'ils  ap- 
pelaient simplement  leiÉlAnentSilsi  Géométrie  pratique  ou  Géodésie,- 
«t  la  Géométrie  supérieure,  qu'ils  appelaient  le  Heu  résolu,  et  qui  était 
un  ensemble  de  questions  résolues  d'nvnncc  et  de  tlirories  où  !o  géo- 
mètre Ironvnit  Ifs  rocsources  nécessaires  pour  procéder  à  la  dcnaonstra- 
tion  des  vérités ,  et  à  la  solution  des  problèmes. 

Cest  cette  partie  i  le  Umt  résolu,  que  les  Modernes  ont  appelée 
XAwdytt  géfmétnque  des  Anciens. 

r>e  peu  de  détails  qui  nous  sont  parvenus  sur  ce  point  ertrênieinent 
intéressant  de  l'histoire  de  la  science  se  trottvent  dans  les  Collections 
mathématùjues  de  Papims,  géomètre  vivait  au  iv''  su'cle  de  notre 
ère.  Ces  Collections  luathéiiiatiques  éUmi\  un  ouvrage  en  huit  livres, 
dont  six  setilemcfit  nous  ont  été  conservés.  Ou  y  trouve}  avec  des  dé- 
tails qui  nous  font  oonnatire,  sur  plusieurs  pbints ,  l*^t  des  mathéma- 
tiques anciennes,  une  foule  de  pw^positions  et  de  lemmes  destinés  à 
ser>'ir  d<'  commentaires  à  divers  ouvrasses,  dont  la  pl  ipnrr  ne  sont  pas 
arrivés  jusqu'à  nous.  L'auteur  était  un  géomètre  émineut,  que  Des- 
cartes  avait  en  grande  estime;  c'est  dans  Pappus  et  Diophantc  que  le 
grand  philosophe  remarquait  des  traces  de  cette  Iwiiieretifemwo/i  qui , 
dans  l'antiquité,  était  le  caractère  i]es  inatliématiques  vmtables[*]u 

Nous  trouvons  dans  les  Collections  de  Pappus  la  nomenclature 
des  Traités  qui,  faisant  suite  aux  Eléments,  formaient  le  lieu  résolu, 
c'est-à-dire  la  Géométrie  supérieure.  C'étaient:  un  livre  des  Données 
d'Euclide;  deux  livres  de  la  Sectkm  de  raison,  d'Apollonius;  deux 
livres  de  la  Section  de  Fespace,  et  deux  des  jfttouch&nents  (contactt 
de^  cercles)^  du  même;  trois  livres  des  Porismes,  d'Euclide;  encore 
d'Apollonius,  deux  livres  tles  Inclinaisons,  deux  des  Lieux  plans,  et 
huil  (les  Srrflnn.s  coitiijitcs ;  d'Aristée  l'ancien  ,  deux  livres  des  Liettx 
«oZ/V/e^/ tl'huclide  encoi'e,  deux  livres  ûes  Lieux  à  la  surjace;  d'Éra- 
tosthènes ,  deux  livres  des  Mùytmmu  rmstmsg  enfin ,  d'Apollonius , 
deux  livres  de  la  Section  déterminée. 

Ces  divers  ouvrages  formaient  donc  un  corps  de  science,  une  Géo- 
métrie si^t^ieure,  que  les  Anciens  distinguaient  essentiellement  des 


I*]  U^pmir  ta  dineliom  tb  fe^trtti  4*  rè^e  ;  t.  XI  4e  r«lilioii  d«  H.  Ooutin 
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Éléments.  Pappus  ajoute  que  les  ^omètreSf  en  appliquant  les  res- 
aouroes  que  leur  offiraient  cm  ouvrages  pour  la  démonstnition  de»  vé^ 

rites  géométriques  et  U  solution  des  problèmes,  suivaient  deux  mé» 
thodes,  ou  plutôt  deux  manières  de  jn-oKilcr  par  le  raisonnement; 
savoir  :  la  synthèse  on  rnmpnxition,  et  V analyse  ou  décomposition.  Ces 
deux  mots  :  synthèse  analyse,  avaient  alors,  en  mathématiques,  leur 
sens  naturel.  Mais,  comme  aujourd'hui  nous  leur  attribuons  un  sens 
très-difiihvnt,  il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  rappeler  iei  la  d^ition 
même  que  donne  Pappus,  laquelle  s'accorde  avec  celle  qu'on  trouve 
aussi  dans  Tùiclide. 

Par  la  synthèse,  on  part  de  \(  ritfs  connues  pour  arriver,  de  con- 
séquence en  conséquence,  à  la  vérité  que  l'on  cherche  ou  que  l'on 
veut  démontrer. 

Far  VamUjse,  on  regarde  la  chose  cherchée,  comme  ai  elle  était 
d<mnée,  et  Ton  marche  de  conséquence  en  consé(|uence,  jusqu'à  ce 
qu'on  arrive  à  quelque  vérité  conniir,  et  (pie  Ton  puisse  en  Conclure 
que  la  chose  adnnse  comme  vraie  l'est  réellement. 

Ces  deux  manières  de  procéder  en  mathématiques  ne  répondent 
nollement  k  la  signification  actudle  des  deux  termes  attafyse  et  ^n- 
thkse,  dont  le  premier  caractérise  Temploi  du  calcul  iU^rique,  et  le 
second,  la  considération  seule  des  propriétés  dea  figures,  mi  moyen  du 
raisonnement  naturel. 

Les  deux  niélliodes  anciennes  ne  différaient,  au  lond,  que  dans  le 
point  àt  départ,  les  diverses  opérations  de  raisonnement  étant  les 
mêmes  dans  Tune  et  dans  l'autre ,  noais  dans  un  ordre  inverse.  On 
caractérisera  avec  brièveté  et  précision  ces  deux  méthodes ,  en  appe- 
lant a\ec  Kant,  la  fjfUhèie,  méthode  fmfgresswc,  ^  Vanalyst,  mé- 
thode régressive  f']. 

Celi<M;i  est,  en  quelque  sorte,  une  méthode  expérimentale,  pui&- 
qu'elle  consiste  à  prendre  une  idée  à  priori  f  et  à  vérifier,  par  une  suite 
de  déductions  logiques,  si  cette  idée  est  vraie  ou  finisse. 


(*J  Nous  n'entendons  pas  faire  fillusion  i(  i  ^  la  «iMtincliun  fondaincrfale  posée,  {mw 
rillostre  philosophe ,  entre  les  jugements  synthétiques  et  anatffi<fite*.  Ce  n'est  pas  iei 

le  lieu  de  auras  en  «ocuper. 
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Dans  la  sjmthàse,  au  contraire,  on  ne  raisonne  que  fur  de»  vérité» 
connues,  pour  arriver,  en  les  oomposaot  entre  elles ,  à  la  propontion 
qu'on  veut  démontrer,  ou  à  la  chose  qu'on  veut  connaître  et  déter- 
miner. 

Dans  lessciences ,  en  général ,  c'et.1  |>ar  la  nielliode  sjrnthétiqttr  qti'on 
en  expose  les  principes  ou  les  éléments  :  c'est  ainsi  que  sont  écrits  le^ 
ÉlénûaU  d*Eudide.  Toutefois,  on  trouve  aussi  dans  cet  ouvrage  des 
exemples  de  la  mélliode  analytique,  tdle  que  la  méthode  appelée  ré- 
duction  à  Vahsurde,  quoique  dans  ce  mode  de  démonstration  ce  n*r 
soit  qu'indirectement,  ou  par  exclusion ,  qu'on  introduit  dans  le  rti- 
sonnement  la  proposition  que  l'on  veut  démontrer.  On  part,  couuiit 
on  sait ,  de  propositions  contraire^  à  celle-là ,  et ,  en  les  combinant  lo- 
giquement avec  des  propositions  connues,  on  arrive,  de  conséquence 
en  conséquence ,  à  un  résultat  faux  ou  abmrd9,à*aii  l'on  conclut  que 
la  première  est  bien  !a  proposition  vraie. 

Archimède  surtout  nous  offre  des  exemples  de  l'analyse.  Ainsi, 
quand  il  se  propose,  dans  son  Traité  de  la  Sphère  et  du  CjUndiv 
(prop.  8),  de  couper  une  sphère  par  un  plan,  de  façon  que  les  deux 
segments  soient  entre  eux  dans  un  rapport  donné,  il  raisonne  sur  la 
grandeur  inconnue  comme  sur  celles  qui  sont  dcMloées,  et  il  parvient  \ 
une  proposition  qui  renferme  l'expression  de  la  grandeur  cherchée. 

Diophante,  dans  son  ouvrage  d'Algel)re,  qui  |x)rte  le  nom  Arith- 
métique, fifiit  usage  continuellement  de  la  méthode  analytique;  car  il 
représente  les  inconnues  de  la  question  et  ses  puissances  par  des  signes 
ou  des  mois,  et  il  'les  introduit  dans  le  raisonnement  pour  former,  entre 
ces  inconnues  et  les  quantités  connues,  des  édités  d'où  il  tire  la  valeur 
des  incoimiies. 

On  conroif  (jue  Vanaljsc  et  la  sjnthése  ont  dù  être  eniplovres  con- 
curremment, dans  tous  les  temps,  depuis  l'origine  des  sciences  ma- 
thématiques :  aussi,  quand  Proclus  et  Diogène  Laërce  font  honneur  si 
Platon,  de  l'invention  de  la  méthode  miafytique,  il  Jant  croire  que 
cela  signifie  seulement  que  c'est  Platon  qui ,  le  premier,  a  distingué 
ces  deiix  manières  rlilTérentes  de  procéder,  suivant  que  l'on  connaîl 
(léjà .  on  qu'il  faut  découvrir  les  liens  qui  existent  entre  la  vérité  que 
I  on  veut  démontrer  et  les  principes  de  la  science. 

Nous  venons  de  préciser  ce  qu'il  lant  entendre  par  la  sjrnthèse  et 
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Vanal/se,  dans  la  Géométrie  des  Anciens  :  nous  n  i  ii  uius  que  peu  de 
moti  à  ajouter  pour  dire  comment  ces  termes  ont  pn.s,  chez  les  Mo- 
dernes ,  des  acoepti<ms  trèsdifEfirentes;  mais  n'anticipons  pas  sur  la 

inarche  de  la  science  :  Torigine  du  nouveau  sens  des  deux  mots  se  rat- 
taclie  h  la  grande  conception  de  Viéte,  dont  nous  aurons  bientôt  k  faire 

mention. 

De  ces  ouvrages  qui,  d'après  Pappus,  furmaient  comme  les  élc 
ments  d'une  Géométrie  supérieure ,  et  oflBraient  les  ressouroes  néces- 
saires pour  se  livrer  aux  redierches  géométriques,  trois  seulement 

nous  sont  parvenus  :  ce  sont  les  Données  d'Euclide,  les  sept  premiers 
livres  des  Coniques  d'Apollonius,  t  i  le  Trnité  de  la  Section  dp  rnison, 
qui  s'est  retrouvé  en  langue  arabe,  La  plupart  des  antres  ont  été  ré- 
tablis par  divers  géomètres,  dans  le  style  de  ta  Géométrie  ancienne , 
d'après  le  peu  de  détails  que  nous  en  a  laissés  Pappns. 

Cependant  on  n'est  pas  fixé  sur  le  sujet  du  livre  des  lAeux  à  la  sut* 
face,  d'Euclide.  L'auteur  y  considérait  des  courbes  tracées  sur  des  sur- 
faces courbes;  mais  quelle  étnit  la  nature  df  r«'s  <;nifacc«s?  les  courbes 
qu'on  y  traçait  étaient-elles  nécessairement  planes?  Va  brièveté  de 
Pappus  nous  laisse  dans  TinoMiitude.  le  dirai  toutefiris  que  quelques 
indices  peuvent  porter  à  croire  que,  dans  le  livre  des  lAmx  à  la  sar- 
foce,  Euclidc  traitait  des  conoïdes,  appelés  aujourd'hui  surfaces  du 
second  degré  de  révolution  ,  et  des  sections  faites  par  des  plans  dans 
ces  surfaces,  comme  dans  le  cône. 

Mais  il  est  un  autre  ouvrage  d'Euclide  bien  plus  digne  de  fixer  notre 
attenti(»n,  et  qui  a  présenté  pendant  longtemps  une  énigme  indéchif- 
frable à  laquelle  se  sont  attachés,  dans  les  deux  dmiei^  siècles,  plu* 
sieurs  des  géomètres  les  plus  célèbres;  je  veux  parler  du  Traité  des 
ri<!mps.  Au  dire  rU'  l'  tppus,  cet  ouvrage,  où  brillnit  le  g(''nie  pénétrant 
li'Eiif  liile,  était  éminemment  utile  pour  la  résolution  des  problèmes  les 
plu!>  compliqués  :  c'était,  en  quelque  sorte,  l'instrument  indispensable 
des  géomètres  dans  leurs  spéculations  et  leurs  recherclws. 

Jusque  vers  le  milieu  du  siècle  dernier,  cette  question  des  porismes 
n'a  présenté  qu'une  obscurité  profonde  dans  toutes  ses  parties.  Alors 
seulement  R.  Simson  fil  les  premiers  pas  vers  la  découverte  du  sens 
eaclif  des  idées  de  l'auteur,  tant  en  rétablissant  la  détinition  du  terme 
pori.sine  et  surtout  la  lornie  particulière  des  énoncés  des  propositions 
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ainsi  appei<M,  qu^en  donnant  l'explication  de  six  ou  sept,  sur  une 
trentaine,  cUs  énoncés  de  porismes  qm*  Pappiis  nous  a  transmis  en 

t»*rines  lacuiii  pics  et  obscnrs.  Cr!fe  diviiialiori  a  fait  beaucoup  d'hon- 
iit-ui-a  11.  SiiDsoit.  D('|uiis,  plusieurs  géomètres  ont  continué  de  traiter 
ce  sujet  si  digne  d'intérêt. 

Cependant  un  voile  épais  couvre  encore  cette  doctrine  des  porismes; 
car,  indépendamment  des  vingt-quatre  énoncés  de  Pappns,  dont  on 
»*B  pas  donné  le  sens»  il  faudrait  connaître  en  outre  la  cause  de  la 
forme  inusitée  de  ces  propositions;  leur  usapc  particulier;  la  raison  de 
leur  éminente  utilité  dans  l'art  ilu  géomètre;  la  transforination  que 
cette  doctrine  a  probablement  sui>ie  j)our  pénétrer,  à  notre  insu,  dans 
nos  méthodes  modernes.  Ces  questions  mériteront  de  trouver  place 
dans  un  enseignement  de  haute  Géométrie ,  d'autant  plus  que  les  théo- 
ries sur  lesquelles  semblent  rouler  ces  propositions  obscures  se  rat- 
tachent  à  celles  de  la  Géonjétrie  moderne.  PtMit-«^fre  alors  pourrons» 
nous  répandre  quelque  lumière  sur  cette  grande  énigme  que  nous  a 
léguée  l'antiquité. 

A  défaut  des  ouvrages  originaux  des  Grecs,  qui  sont  presqtie  tous 
perdus,  c'est  d*ns  les  Cotlections  matbéiaatiquei  de  Pappus .  dans 
cette  foule  de  propositions  éparses  et  sans  ordre,  parce  qu'elles  se 
rattachent  à  des  ouvrages  difft  rents  auxquels  elles  doivent  servir  de 
commentaires,  que  nous  trouverons  les  premiers  éléments  d'une 
Géométrie  supérieure. 

On  y  distingtie  notamment  quelques-nnes  de  ces  propositions  siu'- 
pies  qui  sont  bien  réellement  le  f  oiKleiuent  de  la  science,  car  ou  les 
retrouve  dans  It  s  l'raités  célèbres  de  Pascal  et  de  Dcsnrgiirs  sur  les  Cu- 
niqiiP'! .  et  plus  tard,  dans  I  ingénieuse  et  féconde  llu'-avic  des  Tram- 
versaies  de  Camot;  ouvrages  qui  se  rapportent  essentiellement  à  une 
partie  des  médiodes  qui  Seront  la  base  de  notre  emeignement. 

Kotts  ne  faisons  pas  ici  l'analyse  de  toutes  les  ressources  que  peu- 
vent  offrir  les  Collections  mall^uUUjues  de  Paj^nis;  disons  cepen- 
«lani  que  nous  aurons  à  y  emprunter  quelques  beaux  exemples  de  cette 
manière  de  démontrer  île  simplt  s  propositions  de  Géométrie  piaiie  par 
la  contemplation  des  bgures  à  trois  dimensions,  qui  rentre  dans  cer- 
tains procédés  de  la  Géométrie  moderne.  Par  exemple,  c'est  en  consi- 
dérant une  sur&ce  héliçoîde,  que  Pappus  décrit  la  ^irale  d'Archimède 
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et  la  quaciratrice  de  Dmostratp ,  comme  projection  de  certaines  courbes 
k  double  courbure  tracées  stir  la  surface. 

Ce  n'est  pM  san*  surprise  et  admiration  qu'on  rencontre  dans  le 
livre  de  Pappus  oes  spéculations  qu'on  croirait  sorties  de  l'école  de 
Monge;  nous  y  trouverons  iiM-mc  certaines  questions  qui  prouvent 
(jiK'  les  Crées  avaient  des  procédés  de  déométrie  descriptive  an.ilo'^Ties 
et  parfois  identiques  à  nos  niétliudes  actuelles.  Telle  est  cette  ques- 
tion :  «  Connaissant  les  projections  horizontales  et  les  hauteurs  ver- 
»  ticales  de  trois  points,  déterminer  la  trace  et  rinclinaîson  du  plan 
»  qui  passe  par  ces  points.  > 

1fouan*avons  point  eu  à  citer  jusqu'ici  les  Traités  d'Archimède,  où 
se  trouvent  cependant  des  découvertes  capitales  qui  toutes  ont  été 
utiles  à  la  seieiice.  l".u  voici  la  raison.  Les  ouvrages  d  Archimède  se 
peuvent  distinguer  en  trois  ciasse>  : 

I*.  Les  Tniités  gémét ruines,  qui  sont:  la  mesure  du  cercle,  les 
livres  delà  sphère  et  du  cylindre,  des  conoîdes  et  des  ^héroides,  de 
la  quadrature  de  la  parabole,  des  hélices  et  deslemmês; 

ît".  Les  livres  de  l'Ajuilil-rf  tli's  pirni-  ,  et  dp.<!  corps  portés  sur  un 
fluide,  qui  contiennent  les  pi  iiu  q)es  de  la  Statique  et  de  l'Hydrosta- 
tique, mais  où  domine  encore  le  génie  géométrique; 

3^.  Le  livre  De  numéro  arem»,  où  se  trouvent  des  connaisaances  très* 
diverses,  d'astronomie  et  d'arithmétique  notamment»  et  qui  sulfirait 
«eul  pour  attacher  au  nom  d'Archimède  le  sceau  de  l'immortalité. 

Les  Traités  géométriques  contiennent  des  résultats  admirables,  qui 
ont  créé  ou  établi  sur  leuii»  bases  véritables  plusieurs  parties  des 
adencea;  mais  en  résultats ,  par  leur  nature ,  ne  sont  pas  d'inie  ap- 
plication anssi  fréquente,  dans  les  spéculations  géométriques,  que 
diverses  autres  théories  dcHit  l'usage  est  pour  ainsi  dire  journalier. 
C'est  pourquoi  Pappus  ne  les  a  pas  compris  dans  sa  nomenclature 
des  Traités  propres  à  guider  dans  les  reclierches  géométriques. 

Si  dans  la  marche  suivie  par  Archimcdc  pour  arriver  à  ses  belles 
découvertes,  on  peut  voir  le  germe  mi  des  applications  d'tme  mé* 
tbode  qiédale  susceptible  d'cxtensi<m,  c'est  surtout  dans  la  métbode 
d'exhittistion  (c'est-à-dire  d*^^jiemen<).  Par  cette  méthode  on  con- 
sidère une  grandeur,  une  cotirbe  par  exemple  comme  une  limite  de 
laquelle  s  approchent  de  plus  en  plus  des  polygones  inscrits  et  circon- 
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scrits ,  dont  on  multiplie  ]e  nombre  des  o6tée,  de  manière  que  la  difle- 
i-ence,  qu*on  ^wrWc  en  quelque  sorte,  devienne  plus  petite  qu'une 

quantité  donnée.  Les  propriétés  des  polygones,  par  exemple  l'expres- 
sion (le  leur  périmètre  ou  de  leur  surface ,  iiidiqtient ,  par  la  loi  de 
continuité,  les  propriété»?  de  la  courbe;  et  l'on  dcinontrc  ensuite 
celles-ci  en  toute  rigueur,  par  le  raisouneuicut  a  Labsurde, 

On  peut  voir  ici  le  germe  des  méthodes  infinitésimales,  ou  du  moins, 
un  procédé  ingénieux  qui  ne  leur  est  pas  étranger.  Mais  ces  méthodes, 
qui  reposent  aujourd'hui  sur  des  principes  rigoureux,  et  qui  sont, 
dans  ces  questions  il' Areliinièdc,  d'une  application  immédiate  et  élé- 
mentaire, ont  remplace  celles  du  géomètre  de  Syracuse.  On  conçoit 
d<Nic  que  dans  les  principes  de  la  Géométrie  supérieure  que  nous 
avons  ici  en  vue,  de  même  que  dans  un  aperçu  de  Torigine  et  du  dé- 
veloppement àes  méthodes  qui  se  rattachent  à  ces  principes*  les  beaux 
théorèmes  d'Archimède  n'occupent  pas  la  place  que  leur  grande  re- 
nommée seml)lrrait ,  au  |iremier  abord,  leur  assiijner. 

Quelques  développ^nicutÂ  vont  faire  comprendre  plus  complète» 
ment  notre  pensée  sur  cette  partie  de  la  Géométrie  qui  doit  représenter 
VJnafyse  géotnAri^ue  des  Anciens  et  constituer  les  éléments  de  le 
Géométrie  stqtériewv. 

La  Géométrie  se  défmit  la  science  (|ui  a  pour  objet  la  mesure  et  les 
propriétés  f/e  l'étendue Jigurée.  Cette  définition  niilitpie  deux  divisions 
principales  de  la  science.  Aussi  les  divers  travaux  des  géomètres  diiTe> 
rent  par  leur  nature,  et  donnent  lien  d'eux-mêmes  à  cette  distinction. 
I^s  uns  se  rapportent  à  le  mesure,  c'esl-à-4ire  à  l'expression  de  la  lon- 
gueur des  lignes,  de  Tétendue  des  sur&ces ,  du  volume  des  corps. 
détermination  des  centres  de  gravité,  et  beaucoup  d'autres  questions 
(lui  se  présentent  dans  les  sciences  phvsico-math(''niatiqnes.  sont  du 
uieuje  genre.  C'est  a  de  telles  questions  que  se  rapporte  spécialement 
la  Géométrie  d'Arehimède.  Ce  sont  ces  questions,  4Jomme  nous  venons 
de  le  dire,  qu*on  traite  aujourd'hui  par  les  méthodes  infinitésimales. 

Les  autres  recherches  maihématiques  ont  pour  objet  les  propriétés 
résultant*»  des  formes  et  des  positions  relatives  des  figures,  propriétés 
(|ni  comprennent  aussi  des  relations  de  grandeur,  mais  «pu  sont,  en 
général,  des  relations  de  segments  rectilignes,  et  qui  n'exigent  pas 
l'emploi  du  calcul  infinitésimal.  C'est  à  cette  partie  de  la  Géométrie  que 
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i^e  rap|)ortent  les  ouvrages  d'Apollonius,  tels  que  son  grand  Traité 
fies  Coniqttcs ,  et ,  en  «^énrral .  les  Traités  sur  le  lieu  résolu  ou  anaJrse 
géoinetriquK  des  Anciens.  Celle  partie  esl  vaste;  c'est  celle  qui  doit 
aujourd'hui  constituer  spédalement  la  Géométrie  conndérée  dans 
Tetnemble  des  méthodes  qui  lui  sont  propres. 

Quant  à  la  première  partie,  qui  a  |)our  objet  le  calcul  ôe»  grandeurs 
curvili^nf*;,  Cf^  sont  les  inrtli(i(lt  h  infinitésim.itt  ^<  (iiii  lui  tonvifnnenl  : 
ce  >erail  rétrograder  que  de  revenir  à  celles  d  Ai  chimede  ,  ou  auv  mé- 
thodes intermédiaires  et  de  transition  de  Cavaleri,  de  Pascal ,  de  Gré- 
goire deSaint>Viiicent,  de  Wallîa»  quelque  puissantes  qu*eUes  aient  été 
entre  les  mains  de  ces  grands  géomètres.  Et,  d*ailleiirs,  l'emploi  des 
métliodes  infinitésimales  n'implique  pas  l'abandon  des  méthodes  ^o- 
métriques  pour  le  calcul  atgébritiue  des  !Modernes;  loin  de  \k  :  ce  so!U 
pr<*risénient  les  questions  île  Géométr  ie  qui  ont  donné  naissance  à  ces 
métliodes,  dans  les  travaux  de  l'ermat,  comme  dans  ceux  de  Leibnitz 
et  de  Newton. 

Mais  il  ne  dut  pas  croire  que,  par  la  distinction  que  nous  venons 

d'établir,  nous  scindions  la  Géométrie  en  deux  parties  pour  n'en  at* 
tribuer  qu'une  à  la  r.é'v?n(  ?r  ie  moderne,  et  diminuer  ainsi  le  domaine 
de  la  science  que  les  Grec:»  nous  ont  transmise.  Au  contraire,  celle 
Géométrie  des  propriétés  des  iigures  est  d'une  application  nécessaire  et 
constante  dans  la  Géométrie  des  mesures.  Celle-ci  ne  saurait  procéder 
seule;  il  est  aisé  de  le  concevoir.  On  y  décompose  les  figures  (lignes, 
surfaces,  ou  volumes)  dans  leurs  parties  élémentaires  qu'on  appelle 
infîniment  |>eiites,  et  ce  sont  ces  éléments  dont  ou  considère  les  pro- 
priétés, suit  pour  ic^  comparer  entre  eux,  soit  pour  eu  faire  la  soui- 
mation.  Or,  de  même  qu'en  analyse  le  succès,  dan»  les  questions  de 
cette  nature ,  dépend  du  choix  des  variables,  il  dépend  ici  de  la  forme 
et  des  propriétés  des  éléments,  c'est-à-dire  de  la  manière  dont  on  a  dé- 
composé la  fii^Mire  :  c'est  ce  mode  de  décomposition  qui  constitue  la 
question  géométrique,  et  d  exige  essentiellement  la  connaissance  des 
propriétés  de  la  figure,  et  souvent  des  propriétés  les  plus  uitmies  et 
les  plus  cachées  [*].  On  retombe  donc  sur  cette  partie  de  la  Géométrie 


[*J  C'est  et  quia  fait  dire  ù  Wailis  :  Cycloiilis  mc  în  partes  suns  r«M>lutioneiD,  se- 

a.. 
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forme  V/innljse  geomctrique  de«  Anciens,  et  qui  doit  être  la  base 
de  noire  Géométrie  supérieure. 

Ainsi,  par  exemple ,  dans  le  célèbre  problème  de  l'attraction  des 
ellipscndes  sur  des  points  extérieurs,  qui  a  ofEert  pendant  longtemps 
des  dilRcultés  aux  méthodes  fondées  sur  le  calcul  «  la  difficulté  gio- 
iiiéln(|ue  consistait  seulement  dans  la  découverte  de  quelques  proprié- 
tés (jiii  fissent  connaître  le  mode  convenable  de  décomposition  df  l'el- 
lipsoïde eu  ses  éléments  ;  ce  sont  ces  propriét«'*s  que  Maclaurin  cnt  le 
boiilieur  de  découvrir,  d«i  moins  pour  certains  cas  de  la  question. 

On  conçoit  donc  bien  comment  cette  partie  de  la  Géométrie,  qui  se 
rq»porte  pins  spécialement  aux  propriétés  des  figures,  est  aussi  celle 
qui  doit  î  ontltiire  au  calcul  de  leurs  mesures,  et  qtt*il  n*j  a,  au  fond, 
t[U*une  Géomi  ti  ir  générale. 

Nénnmoiiis  il  y  avait  lieu  de  distinguer  les  deux  genres  de  questions 
(pli  forment  le  domaine  de  celle  Géométrie  générale. 

Ces  considéraHom  montrent  combien  est  incomplète  et  dénuée  de 
joslesie,  cette  définition  qu'on  trouve  dans  qudques  ouvrages,  savoir, 
que  la  Géométrie,  est  la  science  qui  a  pour  objet  la  mBOSKn  de  Féten^ 
rhic.  On  serait  tenté  de  croire  que  cette  définition  nous  vient  de  quel- 
(]ues  arpenteurs  romains,  si  elle  ne  remonte  pas  aux  Ëlgyptieiis,  qui, 
selon  la  tradition  historique  ou  fabuleuse,  auraient  créé  cette  science, 
pour  retrouva  l'étendue  primitive  de  leurs  terre»  après  les  inonda- 
tions du  Nil.  Toutefois,  l'origine  de  la  distinction  que  nous  venons 
d'établir  .se  peut  apercevoir  dans  .\ristote ,  qui  regarde  les  mathéma- 
tiques comme  ayant  pour  objet  adéquat  Vordre  rt  fa  proportion.  C'est 
aussi  l'idée  de  Descartes,  et  l'on  n'est  pas  surpri.s  d'avoir  à  citer,  à  la 
suite  de  ces  deux  grands  philosophes  de  Tantiquilé  et  des  temps  mo- 
dernes,  le  c^èbre  auteur  de  la  doctrine  des  Couples,  que  ses  re- 
cherches sur  la  théorie  des  nombres  ont  conduit  à  cette  définition  d'un 
sens  philosophique  si  profond. 

Un  des  beaux  monuments  de  !r?  Géométrie  dos  Anciens,  l'une  de  ses 
plus  magnitiques  applications,  est  le  grand  Traité  d'Astronomie  de 


ciitulum  ipsiiis  Inoluniiuin  vrrnm,  ostrnd!....  SIc CgO diltribuo  WOlî-Cjcloidcin,  MM  Ht 
JLaitiut,  sed ut Anatomistaf  in semi-circulutn.... 
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PtoltMTiér,  nppelf  par  l'auteur  Srnfnjre  maihcmnti(ino .  expression 
fort  juste,  que  les  Arabes,  dans  leur  admiration,  oui  remplacée  par 
celle  à' Almageste\\c  très-grand;.  On  a  souvent  cité  dans  cet  ouvrage 
les  principes  et  les  applications  de  la  Tr^iiométrie  plaue  et  spitériqne; 
la  construction  des  cordes  des  arcs  de  cercle;  quelques  tUforènies  (pii , 
chez  les  Modernes,  ont  fait  la  base  de  la  théorie  des  transversales;  la 
détermination  du  lieu  des  stations  des  planètes,  l'une  des  plus  bf^lles 
questions  de  la  Géométrie  ancienne,  que  Ptoléuiée  attribue  à  ApoIJo- 
nitis:  mats,  considéré  sous  un  point  de  vue  plus  général r^'Aldiageste 
constitue,  dans  son  ensemble,  la  solution  d*un  grand  problème  de 
Géométrie ,  à  savoir,  de  représenter,  par  une  combinaison  de  mouve- 
ments tirculaires  et  de  mouvements  uniformes,  tous  les  phénomènes 
du  mouvement  des  corps  célestes.  C-e  fut  Platon  qui  posa  ce  principe 
des  mou venients célestes,  adopté  par  Aristote  et  par  tous  les  pbilosopiies 
grecs,  dont  il  flattait  l'esprit  de  système  et  de  généralisation. 

L'Astronomie  orientale,  mère  de  l'Astronomie  grecque,  semble 
prouver,  par  les  différences  essentielles  qu'elle  présente  avec  celle-ci, 
que  c'est  ce  grand  problème  qui  marque  le  véritable  but  cles  efforts 
d'l{ippat(pie  et  Ptoléniée,  et  qui  Êiit  le  caractère  propre  de  leur 
astronomie. 

Les  Tables  du  monvenmtt  des  astres,  que  les  Grecs  ont  dû  recevoir 
des  Chaldéens  avec  leurs  observations  de  dix-neu£  siècles  consécutifs , 
étaient  fondées,  si  je  m-  m'abuse,  sur  des  expressions  empiricpies  ana- 
lognes  airx  fnrmult-s  qui  ont  éir  loiiirteraps  en  usage  chez  les  Modernes; 
et  quand  Ptolemée  dit  {pi  Hipparque  a  représentt'  par  lui  épicycle  le 
mouvement  du  soleil  et  la  première  inégalité  de  la  lune,  mais  que  ses 
efibrts  ont  échoué  à  l'égard  de  la  seconde  inégalité  et  à  l'égard  des  pla- 
nètes, cela  ne  doit  pas  signifier  qu'il  n^existait  point  de  Tables  dn  soleil 
avant  Hipparque ,  et  que  ce  grand  astronome  n'aotHinu  ni  la  loi  nu- 
mériqiK'  !'év«'ction  limaire,  ni  celle  du  mouvement  des  planètes. 
Non  ,  ce  ne  peut  èlre  là  ce  qu  a  voulu  dire  Ptolémée;  cette  interprétation 
fait  naître  trop  de  (liOicultés  dans  l'histoire  de  TAstroHoutie.  Mais  il  a 
voulu  dire  qu'Hipparque  n'avait  lait  que  les  premiers  pas  dans  le  grand 
problème  posé  par  Platon,  et  que  lui,  Ptolémée*  a  surmonté  les  difli-> 
cultés  géontétriqaes  qui  avaient  arrêté  ses  devanciers. 

Si  le  principe,  on  plutôt  le  préjugé  des  Grecs,  sur  les  mouvemeiiln 
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cdeste.s,  après  avoir  répiiô^  vingt  siècles  et  imposé  une  loi  inflexihlp  a 
Copernic  iiii-inème,  a  été  mis  au  néant  par  les  immortels  travaux  de 
Kepler,  le  grand  ouvrage  de  Ptolémée  ii*«q  conierve  pas  moins  son  in- 
térêt au  point  de  vue  géométrique.  Mais  c'est  un  de  ces  ouvrage»  d*tuie 
lecture  longue  et  pénible,  dont  ii  serait  bien  utile  qu'on  eût  des  ana- 
lyses prrcises  cl  philosophiques,  «pii  petif-ètrf  sont  trop  rares  aujoiir- 
(i'huî.  Les  jeunes  géomètres  préfi  ri  nt  naturt  llcnit  iit  les  retlierclies  <!♦■ 
découvertes  aux  recherclie»  i-élroî>pectives>;  celles-là  seules  assurent 
les  progrès  et  le  dévdoppement  de  la  science.  Cependant,  que  mes 
jeunes  auditeurs  de  l'École  normale  me  permettent  de  leur  dire»  dès  ce 
moment,  que,  paniii  les  ouvrages  du  passé,  il  peut  en  être  dont  l'ap- 
préctation  intelligente  les  conduirait  à  des  travaux  dignes  de  prendre 
rang  dans  les  fastes  de  la  science. 

J'ose  espérer  qu'on  ne  regardera  pas  comme  une  digression  étran- 
gère 4  mon  sujet,  ces  considérations  sur  TAlmag^te  de  Ptolémée,  si 
elles  montrent  lous  quel  rapport  cette  belle  ooniposition  nous  présente 
tnieiT'Uvrc  dépure  riéométrie ,  et  surtout  quand  nous  atirons  vu  l)ien- 
tôt  l'analogie  qu'elle  nous  offre,  a  cet  égard,  avec  le  grand  ouvrage  de 
Newton ,  qui  est  aussi  luie  œuvre  de  pure  Géométrie. 

n. 

De  la  GéomArie  au  Moyen  dgr  et  eàez  les  Modernes. 

Dans  l'état  artnel  nos  connaissances  historiques,  nous  pourriuns 
passer  rapidement  'de  la  Géumelrie  ties  Grecs  aux  temps  modernes. 
Toutefois,  nous  devons  paver  un  juste  tribut  de  reconnaissance  aux 
Arabes,  qui,  après  le  déclin  de  l'école  d'Alexandrie,  et  quand  l'Oc- 
cîdent  était  plongé  pour  longtemps  encore  dans  la  barbarie  et  l'igno- 
rance, ont  recueilli  avec  ardeur  et  intelligence  les  débris  des  sciences 
grecc:{ues  et  les  cotuiai!i&ance.s  orientales,  qu'ils  nous  ont  transmises 
vers  le  xii'  siècle.  Leurs  ouvrages  ont  été  le  modèle  de  tous  les  ou- 
vrages européens,  depuis  cette  époque  et  longtemps  encore  après  le 
XV*  siècle,  qui  marque  la  renaissance  des  lettres  et  de  la  civilisation  en 
Europe.  Mais  ce  n'est  pas  toujours  dans  leur  état  de  pureté  et  d'abs- 
traction ,  que  les  Mathématiques  grecques  nous  ont  été  transniise>  pai 
les  Arabes.  Ceux*ci  n'avaient  point  recuedli  les  seuls  ouvrages  grecs; 
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ils  avaiPMl  puisé  à  un  autre  foyer  de  kuniftes,  k  la  source  orientale  : 
leurs  connaissance&  ont  été  uu  uiélaDge  aes  connaissances  grecques  et 
des  connaÎKanoes  hindoues,  qui  avaient  leur  caractère  particaKer. 
Les  Grecs  étaient  surtout  géomètres;  ce  n*«st  quetrès^tard  que  Ion 
trouve  du»  eux  le  Traité  d'Algèbre  de  Diophante:  leur  Géométrie 
était  pure,  sans  mélange  de  calcul,  et  leur  goût  pour  cpttp  parti*-  fV»ti. 
damentale  des  sciences  mathématiques  se  manilcsfc  non-seuicnifiit 
dans  les  ouvrages  d'Euclidc,  d'Arcliimède ,  d  Apollonuis,  mais  encore, 
comuie  je  Tai  dit.ci*dessas,  dans  leurs  ouvrages  d^astronomîe  ;  car  tout 
y  est  géométrique,  et  les  Tables  des  mouvements  célestes  ne  sont 
elles-mémrs  ((iie  Texpression  numérique  de  constructions  géomé- 
friqtifs.  Chez  les  Hindous,  au  contraire,  et  chez  les  Persans,  l'Al- 
gèbre parait  être  la  science  la  plus  cultivée  :  les  théories  algébriques 
s'y  trouvent  dans  une  perfection  surprenante  et  qui  les  distingue  des 
méthodes  deDiophante;  enfin  le  génie  du  calcul  se  trouve  même  dans 
leur  Oéoroétrre,  et  je  crois  pouvoir  dire  aussi  dans  leur  Astronomie. 
Les  Arabes  ont  recueilli  avec  le  même  soin  et  la  iiiénu-  avidité  toutes 
CCS  counaissauces  d'origine  différente,  et  leurs  oiivragCi>  ont  porté 
l  euipreinte  de  ces  éléments  divers,  qui,  eu  réagissant  les  uns  sur  les 
antres  y  enlevaient  aux  difiérentes  parties  de  la  science  leur  pureté 
naturelle.  (Test  dans  cet  état  que  1m  Arabes  nous  ont  transmis  leurs 
connaissances  :  aussi  ne  trouve*t-on  pas,  dans  nos  ouvrages  du 
xvr*  siècle,  la  distinctinn  que  les  Grecs  avaient  établie  entre  les  diffé- 
rentes parties  des  Matbctnatiqiies;  au  contraire,  toutes  sont  rt'unies  et 
cuufoiulues,  péle-iuéle  pour  ainsi  due,  daiih  le  même  livre:  TAlgcbre 
en  est  la  partie  principale  et  y  fait  une  sorte  d'introduction  à  la  Géo- 
métrie. Bans  ceile*ci,  la  partie  pratique,  que  les  Grecs  appelaient  la 
Géodésie,  se  trouve  mêlée  aux.  Eléments ,  et  y  tient  la  plus  grande 
place.  Enfin  les  pt  rjpositinns  de  Géométrie  n'ont  plus  1p  caractère 
abstrait  de  la  Géométrie  grecque;  c'est  presque  toujours  sur  des  don- 
nées numériques  qu'elles  sont  démontrées. 

Que  Ton  ne  croie  pas  que  mes  observations  impliquent  ici  la 
moindre  critique  :  les  Arabes  ont  &itceque,  dans  leur  lyillantey  mais 
trop  courte  carrière  scientifique,  on  pouvait  légitimement  attendre 
d'eux:  et  nous  n'avons  qu'un  regret  a  expruncr,  c'est  (jue  leurs  ou- 
vrages ne  nous  !>oient  encore  connus  cjue  tres-iuipartaifement.  Au 
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XII*  siècle,  ce  sont  les  onvrag«s  élémentaires  dans  chaque  partie,  que 
les  traducteurs  nous  ont  transmis;  pliineurs  raisons  expliquent  ce 

choix  naturel.  Depuis,  cet  amour  clésinléressé  dessciencesj  qui  avait 
conduit  chez  les  Musulmans  Adclard  de  Bath  ,  Rodolphe  de  Bruges, 
(«érard  de  Crémone,  Léonard  de  Pise,  s'est  éleiut,  et  les  Modernes, 
confiants  sans  doute  dans  leurs  propres  forceset  leurs  grandes  décou- 
vertes, ont  négligé  d'explorer  les  sources  arabes»  bien  qu'on  pût 
espérer  d*y  trouver  tout  k  la  fois  d'utiles  docinoenls  sur  des  ouvrages 
f^recs  qui  ne  nous  SDut  point  parvctius ,  rl  sur  les  anciennes  connnis- 
.sances  orientales,  telles  que  1  astronomie  imiiemu'  et  etialdéenne  ,  dont 
l'histoire  est  encore  si  obscure.  11  faut  espérer  que  ces  sources  arabes, 
si  riches  et  au]oard*hai  ftcites  k  explorer,  même  sans  aller  au  loisi  ne 
tarderont  pas  k  piquer  vivement  la  curiosité,  et  A  exciter  le  zèle  des 
érudits  cl  des  orientalistes.  Déjà,  nous  le  savons,  ce  sujet  de  recher- 
ches a  fixé  l'attention  de  M.  le  Ministre  de  l'Instruction  publique; 
riiurope  savante  lui  saura  gré  de  cette  sollicitude  éclairée. 

A  l'élat  de  conFus:on  qui  caractérise  les  ouvrages  du  xvi*  siècle,  a 
bientôt  succédé  une  rénovation  générale  des  sciences  mathématiques, 
qui  leur  a  donné,  avec  le  caractère  d'abstraction  et  de  généralité  qui 
leur  convient,  des  ressources  puissantes  dont  les  Grecs  n'avaient  point 
eu  l'idée.  Viète,  Descartes  et  Fermât  sont  les  premiers  et  les  princi* 
paiix  ailleurs  de  cette  grande  révolution. 

L'Algèbre,  avons-nous  dit,  était  fortcultivéeà  l'imitation  des  Arabes: 
plusieurs  géomètres  italiens,  Scipion  Ferro,  Cardan,  Tartalea,  Fer- 
rari y  firent  même  des  pn^es  notihles,  eu  i<ésolvant  les  équations 
du  troisième  et  du  quatrième  degré;  mais  la  constitution  de  cet  art  le 
rendait  peu  susceptible  de  plus  grands  développements  et  d'applica- 
tiruiH  bien  importantes.  £u  effet,  tes  opérations  alors  ne  s'y  faisaient 
que  sur  des  nombres;  Tinoonnue  seule  tu  ses  puissances  étaient  repré> 
«entées  par  des  signes  (des  mots  ou  des  lettres) ,  comme  dansDiopbante 
et  chez  les  Arabes;  on  ne  figurait  point  d'o|>éraiions  sur  ct  s  si^^nes 
eux-mêmes:  le  prnflnit  de  deux  quantités  exprimées  par  des  lettres 
était  représenté  par  une  trol^-icme  lettre. 

On  con<;oit  que  cet  état  rt^  sU  t mt  et  il'imperfeclion  ne  constituait  pas 
la  science  algébrique  de  nos  jours,  dont  la  puissance  réside  dans  ces 
combinaisons  des  signes  eux-mêmes ,  qui  suppléent  an  raisonnement 
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dHnloition ,  et  eonduiaent,  par  nue  voie  mystérieuse,  aux  réwltatR 

désirés. 

Ce  fut  Vièleqiii  créa  celte  science  des  symboles  et  apprit  à  les  snii- 
iiK'ttre  à  toutes  1rs  npfrntions  que  Ton  éfnit  accoutumé  flVxéc\iler  sur 
des  uotiibres.  C'est  cette  idée  iéconde  qui  a  fait  de  l'Algèbre  un  instru- 
ment univend  do»  malhématiques.  "Viète  avait  appelé  cette  science, 
qu'il  créait  I  italique  spécieuse,  adad  des  méô/ef  (species) ,  et  il 
la  regardait  comme  l'introduction  à  Varf  analytique  des  Anciens,  c'est- 
à-dire  à  l'art  «le  résoudre  luus  les  problèmes,  nullwn  non  pmhlema 
solveit.  En  effet,  elle  facilitait  merveilleusement  la  mise  eu  pratique  de 
la  méthode  ofialjrdque de  Platon,  puisqu'elle  permettait  de  iàire  indis- 
tinctement sur  les  quantitét  connues  et  inconnues,  les  mêmes  opéra- 
tions arithmétiques,  et  d'introduire  toutes  ces  quantités,  au  même 
titre,  dans  les  é([ualions  et  dans  le  raisonnement. 

Mais,  par  la  raison  que  cette  alf^èbre  on  logistique  spc'cieme  deve- 
nait l'instrunient  propre  à  la  marche  anaij'tiquej  les  géomelrts  uut 
fini  par  l'appeler  elle-même  analyse.  Voilà  comment  ce  terme  amiljse 
a  changé  de  sens ,  et  signifie  aujourd'hui  l'emploi  du  ceUcid  algébrique. 

Par  une  conséquence  natureile*  on  a  appelé  synthàse  la  Géométrie 
cultivée  à  la  manière  des  Anciens,  parce  qii'on  y  raisonne  directement 
sur  les  f)ropriéiés  des  figures ,  sans  faire  usage  des  notations  et  des 
trauslormatious  algébriques. 

Cqioidant  on  a  donné  encore  une  troisième  acception  aux  mots 
analjrse  et  sptthèsB,  qui  est  venue  accroître  la  confusion  que  pouvait 
catiser  déjà  la  double  sens  dont  il  vient  d'être  question. 

Danî5  les  ouvrages  des  Anciens  ,  en  général ,  les  théorèmes  sont  par- 
faitement distincts,  et  rénoucé  de  chactin  précède  sa  démonstration, 
de  sorte  qu  d  reste  peu  de  traces  de  la  marche  d'iiiveutioii  que  l'auteur 
a  suivie  dans  la  recherche  et  la  découverte  de  ses  propositions  ;  les 
fils  qui  primitivement  ont  uni  ces  différentes  propositHms  dans  leur 
ordre  naturel  de  déduction,  sont  rompus.  C'est  ain»  que  sont  com- 
posés les  ouvrages d'Knclide ,  d'Arohimede  .  d'Apollonius,  et,  chez  les 
Modernes,  le  grand  ouvrage  des  Principes  de  Newton.  Par  cette  raison 
on  a  pensé,  parfois,  que  ce  mode  d'exposition  était  plus  conforme  à 
l'esprit  de  la  méthode  synthétique ,  qu'il  la  constituait  même;  et  l'on  . 
en  a  conclu,  réciproquement,  qu'un  ouvrage  où  les  propositions  sont 
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expoiées  niivaui  Tordre  des  déductions  rationnelles  qui  j  ont  conduit 

l'autenr,  n'est  pas  synthétique,  niais  bien  analytique  [*]. 

D'm'i  résulte,  <lans  l'esprit  de  quelques  personnes,  que  In  synthèse 
peut  être  une  méthode  d'exposition ,  et  que  V analyse  est  la  méthode 
de  recherche  ou  d'invention.  Erreur  grave  ;  car,  au  contraire,  un  ou» 
vrage  écrit  suivant  la  méthode  de  recherche  ou  d*inventiofi,  est 
presque  toujours  exclnslvement  synthétique,  puisque  tontes  les  fois 
qu'on  part  de  jirinripps  connus,  et  (juVti  les  («jinbinant entre eux  on 
arrive  à  une  nouvelle  proposition  ,  il  y  a  sytiifièse. 

L'équivoque  qui  j>eut  résulter  de  ces  acceptions  diverses  des  termes 
synthèse  et  analyse,  en  math&natiques,  cause  parfois  quelque  em- 
barras et  de  l'obscurité  dans  le  langage.  Il  est  k  regretter  que  Texpree- 
sk»  de  logistique,  employée  si  convenablement  par  Yiète  et  longtemps 
après  lui,  nait  pas  élë  conservée. 

Il  n'est  nullement  besoin  de  dire  qu'il  ne  faut  pas  confondre  VAna- 
lyse  géométrique  des  Anciens  avec  la  Gdométrie  Muiljrtique  des  Mo- 
dernes; la  première  est  pn'>ciaément  ce  que  l'on  appelle  aujourd'hui 
.synthèse ,  par  opposition  à  la  Géométrie  anafytîqtte. 

Cette  Géométrie  analytique,  dont  il  n'existe  point  de  traces  chez  les 
Anciens,  esl  la  grande  conception  de  Desrarfes;  elle  a  bientôt  changé 
la  tace  des  sciences  mathématiques,  et  peut  être  regardée  encore 
aujourd'hui  comme  l'invention  qui  a  le  plus  contribué  à  leurs  progrès. 
C'est  l'art  de  représenter  les  lignes  et  les  surfoces  courbes  par  des 
éiiuations  algébriques;  application  magnifique  de  l'instrument  analy- 
tique qne  Viète  venait  de  créer,  et  qui  ne  doit  pas  être  confondue  avec 
le  simple  usage  de  l'Algèbre  dans  quelques  questions  de  Géométrie. 

Descartes  appela  simplement  la  Géométrie  le  livre  où  il  expt^  cette 
grande  idée,  dont  il  montra  succinctement  et  avec  clarté  les  consé- 
quences sans  bornes. 

Dans  le  développement  de  cette  méthode  se  trouvent  plusieurs  in  veii* 
tions  algébriques ,  telle  que  la  méthode  si  féconde  des  coefficients  iodé- 


[*]  Cmovus  :  ■  On  â  donné  ie  nom  de  méthode  anafyiif  m  odie  qai  soit,  «n  cnMi'» 
«  gnant ,  l'ordre  même  de  Tinvention }  ck  h  méthode  opposée  «  ncn  cdoi  de  tyitdié- 
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terminés,  et  cette  célèbre  règle  des  signes  {{e  Descaries,  ainsi  qu'on 
l'appelle.  Dans  les  inventions  «^éométriqnes  ,  on  distingiu^  le  problème 
de  mener  les  tangentes  à  toutes  l<-s  t  out  hes  géométriques-  Les  Anciens 
n'avaient  mené  Icstangaitesqu  à  quelques  courbes,  en  petit  nombre» 
et  pour  diacime,  par  des  considérations  particulières  qui  ne  pouvaient 
faire  naître  l'idée  d'une  solution  (générale  applicable  à  toutes  les 
conrlie^.  D(>s'-,TTtr<;  donna,  de  deux  iiianièros,  rofh»  solution  générale, 
du  moins  pour  U\s  (-(111  rhos  qu'il  considérait  ilaiis  sa  (léoiuétrie,  celles 
qu'on  appelle  indistinctement  courbes  géométriques  ou  algébriques» 

Les  tangentes  forment  l'élément  dont  la  connaissance  est  le  pins 
indispensable  dans  la  théorie  des  courbes»  et  celui  qui  devait  con- 
duire au  calcul  inânitésimal.  Aussi  Descartes,  inspiré  par  ^on  sens 
profoiulrmpnt  malhénintique ,  dit-il,  dans  un  passage  de  ses  Lettres, 
que  c'est  le  problème  »  qu'il  a  le  plus  désiré  de  connaître,  n 

On  sait  que  la  Géométrie,  le  IVaitc  des  météores  et  la  Dioptriquê 
parurent  ensemble ,  en  i637i  à  la  suite  du  Discourt  de  la  Méthode, 
et  comme  simples  essais  des  règles  que  le  grand  philosophe  venait  de 
donner  pour  la  recherche  de  Ja  vérité. 

Dans  le  même  tnnps,  FiTmal.  l'un  des  plus  puissants  génies  (|ue 
nous  présente  l'histoire  des  prt)ductions  de  l'esprit  humain,  résolut 
aussi  le  problème  général  des  tangentes.  Su  solution,  dont  le  prin- 
cipe s'étend  aux  courbes  mécaniques  ou  transcendantes,  comme  aux 
courbes  géométriques  de  Descartes,  reposait  sur  des  considérations 
originales  qui  impliquaient  le  calcul  de  rinfi/ii,  et  que  les  j^enruétres 
les  plus  illustres,  d'Âlcnibert ,  Lagrange,  Lapi  trr  I-ouner,  ont  re- 
gardées comme  la  véritable  origine  des  méthodes  uUinitésimales,  qui , 
un  denM-stècle  plus  tard ,  dans  les  mains  de  Leibnitz  et  de  H ewton ,  ont 
complété  la  grande  oeuvre  de  Descartes  [*]. 

Fermât  cultiva  aussi  YatuUjrsê  géométiique,  et  laissa,  entre  antres, 


[*]  Oa  peni  diie qw  LdliiHlB  hû-inéiae n'cAt  pnint  éontrgilit  e«  jugement} fisr  4Mi  Ht , 

dans  imc  de  ses  tires  à  WallU,  ce  pa&sage  où  respire  la  sinwrite  qui  cunvi-nait  à 
son  grand  esprit,  à  &a  ooUe  inlelligieiice  :  Quod  caUttlum  d{ffereniialrm  attiru  t;  fu- 
it» muiUt  et  ett€  eemmmma  eum  tii  qmm  et  Tiii  et  Puhatio  aliUqme,  imo  mm  ipu 
jtnUmeiË  tnmt  exphnta;  Jbrùme  Mmen  nt  muUû  ioagiiu  mme  pnvetta  tft,  »t 
iam  ^gM  pastint  ^uœMtea  etiam  wmmt*  Gtometrit  ciMta  vfdehanlHr,  Htigenio  ipta 
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un  livre  des  Lieux  plans  «  à  Tinstar  d'Apollonius;  un  Traité  du  Gontad 
des  chères  ;  une  courte  notice  sur  les  Porismes ,  dont  il  prometiaît  de 

rétablir  la  doctrine.  Malheiireiisenient ,  Fennat  se  bornait  à  commu- 
niquer à  ses  amis  ses  tlécoitvertes,  «ans  vouloir  les  publier,  et  elles  ne 
nous  sont  point  touteit  parvenues.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  parier  de 
ses  admirables  recherches  sur  la  thémie  des  nombres,  qui  ont  occupé 
d^uis  les  plus  grands  géomètres. 

Roberval,  le  rival  de  Descartes  et  l'émule  de  Fermât  en  u  s 

points,  donna  «iissi  tine  niéthode  générale  des  tangentes,  fondée  sur  la 
composition  des  mouvenients;  principe  excellent,  mais  dont  l'applica- 
tion n'était  point  aussi  commune  que  celle  des  méthodes  de  Descartes 
et  de  Fermât,  paroe  que  la  manière  dont  on  considère,  en  général ,  la 
génération  des  courbé  ne  s*y  prétait  pas.  Roberval  donna,  sous  le  titre 
de  TVm'Ie  des  Indivisibles,  une  méthode  générale  pour  le  calcul  des 
e;r;indeiirs  curvilignes,  la  détermination  des  centres  de  gravité,  etc.; 
metliocie  qu'il  avait  puisée ,  dit-il ,  dans  une  lecture  attentive  des  œuvres 
d'Ârclùmède,  et  qui  était  un  acheminement  naturel  vers  les  nouveaux 
calculs.  Car,  il  fiiut  le  remarquer,  la  métaphysique  de  ces  méthodes 
de  transition  était  la  même  que  dans  les  méthodes  intinitéstm^les 
.proprement  dites;  le  grand  avantage  de  celles^i  fut  dans  Talgo- 
rithme  imaginé  par  Leibnil?..  Roberval  ayant  tardé  à  publier  sa  mé- 
thode, dont  il  faisait  usage  en  secret,  dans  les  luttes  difficiles  et  pas- 
sionnées où  il  se  trouvait  engagé ,  se  laissa  devancer  par  Cavaleri ,  dont 
la  Méthode  des  ImUviiiblee  etit  une  grande  célébrité  et  d'illustres  secta> 
teurs,  Pascal,  Torricelli,  Scbooten ,  etc.  On  a  de  Cavaleri  divers  autres 
ouvrages,  notamment  ses  Exercitatknea  geometricat,  en  six  livres. 


i(f  ni:;nr>srcnir  [*].  —  Walli*  lui  n'pond  :  Ouorl  fuu.^  Citlculiis  diffcrrittiaUs  mitfUt  finh-r 
cum  aliorum  semis  communia,  etiam  iptiiu  Archimedis ;  tu  {ftro  candore  tiio)  libcrc 
pnfiteri*  :  mm  MmeM  ett  imée  minas  «oHmamdiu.  Nam  maUa  nuit,  quorum  prima 
fundamenta  Juerint  Feteribus  non  ignota  ;  ita  tamen  intricata  et  dfffieitlU^  1^^*» 
utsintea  {nottra  mtate)  nddita  multo  dilucidiora  et  aiiitu aptioni. 

(«I  On  Mil,  ptf  CM  piMlM,  4|iM  L^bnltt  rwMna«i«MU,  ««M  MM  Mfate  •iocétllc,  m  i|u*il  pm- 
mit  d**clr  à  H»  dmaein*  M  k  m  MnMmportiaf,     mAiM  qtitl  rah  ra  gré  à  Rujiaiit  et  k 

Nowton  d'avoir  eit^  («•  propre»  dittturertm,  aitui  qn'il  le  rappollo  Ini-m'mp  dana  un  atilr*  p««- 
Mg«  Je  »M  Œuvre»,  «o  igoulaat  eeU«  réflexion  :  Ita  foMto  gui^ite  eu  doclrina  «xcrllentior,  tmmo 
ftuittnttrUMlê,  mifuu  hummiUaiis  mUaUt. 
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dont  le  dernier  oontîeiit  de  nombreuses  questions  &ur  cette  autre  partie 
delà  Géométrie,  que  nou»  avmM  appelée  ÏAtuUjrse  géométrique  des 

Aucietis. 

Pascal ,  dont  le  ^éiiie  géométrique  est  proverbial ,  enrichit ,  dans  sa 
trop  courte  carrière ,  toute»  les  partie*  des  ma&ématiques.  La  pén^ 
tration  avec  laquelle  il  appliqua  la  méthode  de«  indivisibles  aux  que»- 
fions  les  plus  difficiles  ^  le  fit  toucher  âe  près  au  calcul  intégral.  Il  sut 
découvrir  de  nombreuses  propriété  s  de  la  cycloïdey  cette  courbe  oier- 
veilleuse  qui  occupait  alors  tous  les  esprits. 

Sa  supériorité  ne  fut  pas  moindre  dans  cette  autre  partie  qu'on 
pourrait  appeler  la  GéomArie  tPApi^ionius.  La  généraUté  de  vues 
qu'il  y  apportait  ne  se  trouvait  encore  que  dans  les  conceptions 
analytiques  de  Yiète  et  de  Descartes,  dont  il  n'eut  pas  besoin  de  se 
servir. 

Malheureusement  il  ne  nous  reste  que  quelques  indications  bien  res- 
treintes sur  cette  partie  de  ses  ti'avaux. 

Le  plus  important,  odul  qui  du  moins  a  eu  le  plus  de  retentisse^ 
ment,  fut  son  Traité  des  Coniques  j  dans  lequel  il  avait  stiiviune  mé> 
thode  nouvelle,  d'une  facilité  et  d'une  fécondité  alors  inconnues,  et 
telles ,  comme  nous  ra;>;>rén(l  le  P.  Mersenne,  qu'un  seul  théorème  se 
prètaiit  à  quatre  cents  corollaires. 

Cet  ouvrage  et  ceux  de  Desargues ,  qui  l'ont  précédé  de  très-peu 
de  temps,  donnaient  à  l'Analyse  ^métrique  des  Anciens  une  marche 
plus  rapide  et  plus  hardie;  ils  marquent  l'origine  d'une  partie  de 
nos  méthodes  du  xix*  siècle:  je  vais  donc  m'y  arrêter  quelques 
instaats. 

Les  Anciens  avaient  considéré  les  sections  coniques  dans  le  cône,  ou 
dans  le  wUde,  suivant  leur  expressi<Hi}  c'estAnlire  qu'Us  avaient 
connu  ces  courbes  en  coupant  par  un  plan  un  eône  k  base  circulaire. 

Des  propriétés  du  cercle  qui  forme  la  base ,  ils  avaient  conclu  ime  pro- 
priété des  sectioTis  coniques;  c'était  une  relation  entre  l'ordonnée  ft 
les  segments  que  celle-ci  fait  sur  l'axe  de  la  courbe.  De  cette  relation , 
que  nous  appelons,  eu  Géométrie  analytique,  i  équation  de  la  courbe , 
ils  déduisaient,  par  la  seule  force  du  raisonnement,  les  propriétés  des 
sections  coniques,  sans  se  servir  davantage  du  c6ne  dans  lequel  Us 
avaient  d'abord  considéré  ces  courbes. 
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Deeargues,  gfomètm  aetif  et  pénétrant ,  qui  ctittÎTait  tontes  les  par- 
ties des  science*  et  y  apportait  un  esprit  de  généralisation  rare ,  connit 
l'idée  d'appliquer  aux  coniques  les  propriétés  mêmes  du  cerrlc  f|ut 
servait  de  base  au  cùne ,  et  de  simplifier  par  là  la  recherche  et  la 
démonslratioii  de  ces  propriétés,  souvent  pénibk  dens  Ponvrage  d'A- 
pollonius. Il  reconnut  aussi  que,  par  ce  moyen,  les  démonstrations 
relatives  k  l'une  des  trois  courbes  s'applicinent  d'elles-mêmes  aux 
deux  autres,  malgré  leurs  (lifïéi eiices  de  figures:  idée  profonde  et 
heureuse;  car  les  Anciens  distinguaient  essentiellement  les  tiois  cour- 
bes, et  employaient  des  démonstnitions  différentes.  Enfin  il  découvrit, 
entre  «utres»  une  belle  et  féconde  propriété  de  ces  courbes  «  celle 
qu'il  appela  Ifwabttùm  de  six  poitus,  proprUké  qui  a  pris  un  grand 
développement  dans  certaines  théories  de  la  Géométrie  moderne. 

C'est  In  méthode  de  Desarguos  que  Pascal  a  suivie  dans  plusieurs 
de  ses  reclicrches .  notamment  dans  son  Trnitr  des  Coniques,  f  I  ne 
nous  est  parvenu,  de  ce  célèbre  Traité ,  qu'une  notice  très-succincte  de 
Leibnitz,  qui  aons  Éiit  connaître  les  titres  des  six  parties  qui  le  com- 
posaient. Mais  cet  ouvrage  avait  été  précédé  d'un  premier  jet,  sons 
le  titre  à' Essai  pour  les  coniques,  qui  feiit  partie  des  detix  volumes 
consaerés  fhns  l'édition  de  Rossut ,  aux  reclierches  mathématiques  de 
Pascal,  (.  est  dans  cet  Essai  que  se  trouve  le  fameux  théorème  sur 
l'hexagone  inscrit,  que  Pascal  appelait  hejcagramme  mystique.  Ce 
théorème  exprime  une  propriété  simple  et  Ibrt  belle  de  six  points 
quelconques  pris  sur  une  conique.  Ohiq  points  suffisent  pour  déter- 
miner la  courbe:  on  conçoit  dès  lors  que  cette  propriété,  relative  k 
\m  siTcième  point,  servait  à  décrire  la  courbe  et  la  définissait  complé- 
temeul;  qu'elle  devait  donc  avoir  des  conséquences  innombrables 
comme  Yéquation  dans  le  système  de  Descartes. 

Dans  cet  opuscule,  Pascd  reconnaît  ce  qu'il  doit  à  Desargues; 
il  dit,  au  snjêt  du  théorème  de  l'involution  de  six  points  :  ■  Nous 
»  démontrerons  la  propriété  Miivanfe,  dont  le  premier  inventeur  est 
»  M.  Desargues,  ÎA'onnnis  un  des  grands  esprits  de  ce  temps,  et 
«  des  plus  versés  aux  mntheaialiques .  et,  entre  autres,  aux  coni- 
»  ques;  dont  les  Écrits  snr  cette  matière,  quoique  en  petit  nombre, 
»  en  ont  donné  un  ample  témoignage  à  ceux  qni  auront  voulu  en 
»  recevoir  rintelligence.  le  veux  bien  avouer  que  je  dois  le  peu  que 


s 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ui 

»  j'ai  trouvé  sur  cette  matière,  à  ses  Écrits,  et  que  j'rii  rAché  d'imiter, 
j»  autant  qu'il  m'a  été  possible,  sa  méthcMle  sur  ce  sujet....  La  pi-o- 

•  priété  merveilleuse  dont  est  question  est  telle....  v 

Desargnes  ne  «  borna  pas  aux  spéculations  des  mathématiqueft 
|Mn«s;  il  traita  de  leum  applications  aux  arts.  Il  écrivit  sur  la  per- 
spective, la  gnomonique  et  la  coupe  des  pierres;  et,  en  apportaut 
dans  toutes  ces  parties  la  même  supériorité  de  vues  et  les  nicmes 
principes  de  généralisation,  il  les  traita  par  des  méthodes  rigoureuses 
et  mathématiques.  C'était  une  innovation  véritable  ;  car  une  partie  des 
r^les  on  des  pratiques  que  l'on  soivait  dans  ces  arts,  étaient  sans 
base  réelle  el' souvent  fautives:  aussi  Desnrgnos  eut  de  nombreux  dé- 
tracteurs; la  routine  et  l'ignorance  disputèrent  le  terrain  pied  à  pied, 
et  il  fut  <'i)|oi!it  ;m  célèbre  graveur  Tinsse  de  opssrr  d'enseigner  les 
pratiques  de  la  perspective  du  sieur  iJesargues,  dans  ses  leçons  à  l'A< 
cftdémie  de  peinture.  Pour  la  coupe  des  pierres,  Desargues  offiit  de 
défendra  la  bonté  de  ses  méthodes  contre  les  attaques  de  racdiitede 
Curabelle,  par  un  pari  de  cent  mille  livres:  le  défi  fut  accepté  pour 
cent  pistoles;  mais  il  n'eut  pas  de  suite,  parce  qu'on  ne  put  s'entendre 
sur  le  choix  des  juges  du  débat,  a  Desargues,  nous  apprend  Curabelle, 
»  voulait  s'en  rapporter  au  dire  d'excellents  géomètres  et  autres  per- 

•  sonnes  savantes  et  désintéressées ,  et,  en  tant  qu'il  serait  de  besoin, 
»  aussi  à»  jarés4naçons  de  Paris.  >  «  Ce  qui  feit  voir  évidemment , 
»  ajoute  Curabelle ,  que  ledit  Desargues  n'a  aucune  vérité  à  déduire 
»  qui  soit  souten.ThIp .  puisqu'il  ne  veut  pas  de  vrais  experts  pour  les 
»  matières  en  contesfp;  il  ne  demande  que  des  gens  de  sa  cabale, 
»  comme  de  purs  géomètres,  lesquels  n'ont  jamais  eu  aucuue  expé- 
»  rience  des  r^les  des  pratiques  en  question,  et  notamment  de  la 
»  coupe  des  pierres  et  l'architecture  qui  est  la  plus  grande  partie  des 
»  œuvres  de  question ,  et  partant  ils  ne  peuvent  parier  des  siibjections 
»  que  les  divers  cas  enseignent. ...  » 

J'ai  cité  ces  détails  que  j'extrais  d'une  brochure  rare  et  peu  connue 
de  Curabelle ,  parce  que  rien  ne  pourrait  mieux  faire  apprécier  «piel 
était  l'état  des  arts  de  construction  il  y  a  deux  siècles;  et  qu'ils  prou- 
vent bien  que  ce  Ait  Desarguea  qui  eut  le  mérite  d'introduire,  notam- 
ment dans  la  coupe  des  pierres ,  les  principes  rigoureux  de  la  Géomé- 
trie, à  la  place  des  pratiques  empiriques  qu'on  y  suivait  alors. 
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DenrgueS}  malgré  divers  passages  des  Lettres  de  Descartes  et  de 
Fernuiti  qui  sVicoordent  k  le  montrer  comme  nn  géomètre  d^un  mé- 
rite rarei  a  été  fort  négligé  par  les  biographes  et  les  historiens  des 
Mathématiques.  M.  Poncelet,  en  signalant,  le  premier,  l'esprit  géné- 
ralisateur  qui  domine  dans  loiites  ses  recherches  ,  et  les  services  dont 
les  méthodes  de  la  Géométrie  moderne  et  les  arts  de  cuustruction  lui 
«ont  redevables.  Ta  appelé  le  Monge  de  son  siècle.  Nous  partageons 
pleinement  Topinion  cle  ce  juge  si  compétent. 

Je  suis  obligé  de  passer  ici  sous  silence  nne  foule  de  géomètres  qui 
lienneii»  nne  place  distinguée  dans  l'histoire  de  la  scienre;  car  ce 
xYii*"  siècle  a  été  peut-f tre  1«  plus  fécond  en  mathématiciens,  et,  hien 
que  l'Analyse  de  Viète  et  la  Géométrie  de  Dercarte»  aient  enlevé  de 
nombreux  disciples  aux  anciennes  méthodes,  ce  siècle  marque  nne 
^oquedes  plus  glorieuses  pour  cette  partie  même  dies  Mathématiques. 

n  me  suffira  de  citer  Kepler,  Huygens  et  Newton ,  dont  les  travaux 
admirables  ont  éievé  le  pins  bel  édifice  dont  s'honore  l'esprit  humain. 

Kepler  donna  une  extension  considérable  aux  belles  spéculations  d'Âr- 
chiméde,  en  calculant  les  volumes  d'un  grand  nombre  de  solides  dont 
les  sphéroïdes  et  les  oonoides  du  géomètre  grec  n'étaient  que  des  cas 
particuliers.  Sa  méthode,  fondée  sur  l'idée  de  l'infini ,  ouvrait  un  nou- 
veau champ  de  recherches,  et  conduisit  bientôt  îi  celle  des  indivisibles. 

Avec  les  seules  ressource?  mathémntiques  dont  se  servnif  Ptolémée, 
ei  à  force  de  méditations  et  de  calculs  longtemps  infructueux,  Kepler 
parvînt  è  la  connmssoice  des  véritables  lois  du  mouvement  des  corps 
célestes;  découvertes  sublimes  qui  inspirent  pour  le  génie  de  Fauteur 
une  admiration  égale  à  l'étendue  de  leurs  conséquoices. 

Hnvpens  ,  qnoicpi'il  sût  à  fond  la  niélliode  de  Descartes  .  resta  fidèle 
à  celle  des  Anciens,  où  son  génie  sut  triomplier  des  pins  tçrandes  diffi- 
cultés, de  celles  même,  parfois,  que  Leibnitz  et  Jacques  bernoulli 
avaient  pu  croire  être  réservées  aux  méthodes  infinitésimales. 

Aussi  Newton,  qui  lui  donnait  le  surnom  de  grand,  le  proclamait  < 
«  le  plus  excellent  imitateur  des  Anciens,  admirables,  suivant  lui, 
»  par  leur  poiit  et  In  forme  de  leurs  dénionrmrions.  »  y.e  sentiment 
de  I>eibnitz,  exprimé  darts  plusieurs  passages  tie  ses  œuvres,  n'est  jias 
moins  explicite.  Qu'il  nous  suffise  de  citer  ces  simples  paroles;  «  iiu^e^ 
a  nius  nuUi  Matbematicornm  nostri  sieculi  secundus. ...» 
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Nous  lie  I appellerons  pas  ici  tous  les  ivsiiltafs  importants  (iii'oii 
doit  à  la  sagacité  d'Huy^ens,  une  séaiice  ue  pourrait  suilîre;  ils 
tendent  sur  toutes  les  parties  des  Mathématiques  et  nir  Itt  sciences  na- 
turelles qui  e»  dépendent  :  la  Physique ,  l'Astronomie,  la  Mécanique. 
Boruons-nous  à  rappeler  que,  tians  le  seul  Traité  de  Ilomlogio  oscil- 
Ifitorio,  composé  par  H<ivp<>n5»  quand  ii  résidait  f>n  Franrr,  se  trouvent 
cette  théorie  des  développées,  l'une  des  plus  belles  découveries  de 
la  Géométrie  moderne*  et  les  lois  de  la  force  centrifuge ,  deux  choses 
dont  la  connaissance  était  nécessaire  à  Newton  pour  entreprendre  son 
grand  ouvrage  des  Principes  mathétnaUques  delaphilosophie  naturelle. 

C'est  dans  ce  livre  impérissablp  qtip  Npwton  a  pn?;*'  le  |)rincij)t'  de  la 
gravitation  universelle,  qui  couipreud  ,  dans  ses  conséquences  »  les  lois 
de  Kepler  et  toute  la  pliorononiie  des  corps  célestes. 

Toutefois,  quelque  éclat  que  cette  grande  découverte  ait  répandu, 
dans  le  monde,  sur  le  nom  de  Newton  »  ce  n'est  pas  cette  découverte 
elle-même  que  les  géomètres  ont  le  plus  admirée,  et  qui  atteste  le  plus 
le  génie  miitliémntiqiic  de  l'auteur.  L'idée  d'une  attraction  mutuelle 
des  corps  était  alors  dans  tous  les  esprits  ;  Kepler,  Bacon,  Fermât,  Ro- 
berval,  Ilevelius,  Hook  ,  lavaient  émise  et  en  avaient  entrevu  les  con- 
séquences. La  loi  relative  aux  distances  était  inconnue,  il  est  vrai, 
et  fut  la  première  découverte  de  Newton;  mais  elle  ne  pouvait  rester 
longtemps  cachée.  Aussi,  ce  qu'il  y  a  de  plus  digne  d'admiration  dans 
Newton  ,  et  ce  (|ni  eût  pu  rester  longtemps  à  faire  dans  d'autres  mains, 
ce  sont  les  développements  matliématiques  qu'il  a  su  doimer  à  ce  prin- 
cipe ,  pour  en  tirer  la  connaissance  des  lois  dynamiques  et  géométriques 
du  mouvement  des  corps  célestes;  c*est  d'avoir  composé  ce  beau  mo- 
nument de  son  génie ,  par  les  méthodes  et  a»ec  les  mules  ressoiaces  de 
la  Géométrie  des  Anciens. 

Ptolémée,  avons-noii<î  dit,  avait  fondé  une  cinématique  des  corps 
célestes  sur  le  principe  uni<|ue  de  mouvements  circulaires  et  uiiitormes, 
ma»  sans  faire  aoception  des  causes  de  ces  mouvements  ou  des  forces 
*  qui  les  produisent. 

L'ouvrage  de  Newton  était  fondé  aussi  sur  un  principe  unique»  mais 
ce  principe  était  vrai  et  fécond;  il  co»npreiiait  tout.  I^es  conséquences 
qu'il  ^'agissait  d'en  tirer  embrassaient  et  les  mouvements  des  COrps  cé- 
lestes, et  les  forces  qui  les  animent, 
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Toutefois  le  livre  cie  Newton  et  TAlmageste  ont  quelqiie  chose  de 
commun  :  c'est  la  méthode  »  qui  est  la  même  dans  les  deux  ouvrage». 
Car  Newton,  malgré  se»  brillantes  découvertes  dans  les  nouveaux 
calculs,  avait  conservé  une  telle  estime  pour  la  Géométrie  des  An- 
riens,  qu'il  la  suivit  dans  tout  le  cours  de  son  grand  ouvrage,  oppo- 
sant ainsi  aux  futurs  incrédules  des  preuves  ineontcstaliles  des  res- 
sources que  cette  Géométrie  pouvait  ohrir  <inns  les  spéculations  les 
plus  relevées.  On  peut  croire  que  Newton  eût  craint  de  rester  au-des* 
sous  d'Huygens ,  dont  il  admirait  tant  le  génie  géométrique,  s'il  n'eût 
pas  montré  qu'il  savait ,  comme  lui*  se  servir  de  cette  méthode  natu- 
relle et  lumineuse  des  Mathématiques  anciennei?  f*]. 

Non-seuleiiienI  le  livre  des  J^i incites  atteste  toute  l'estime  de  Newton 
pour  cette  MédioUc,  mais  l  iilusire  auteur  ne  négligeait  aucune  occa> 
sion  de  manifester  A  ce  sujet  sesientimeDts.  Pemberton ,  qui  vécut  dans 
son  intimité  *  nous  rapporte  qu'il  se  reprochait  de  n'avoir  point  encore 
asses  cultivé  cette  Géométrie  de  l'école  grecque;  qu'il  approuvait 
l'entreprise  de  Hugue  de  Omérique  de  r/tablir  l'ancienne  analyse,  et 
qu'on  l'entendait  souvent  faire  de  grands  éloges  du  Traité  De  sectione 
nUionis,  qui,  suivant  lui,  développait  mieux  la  nature  de  cette  AJUi* 
Ijse  qu'aucun  autre  ouvnge  de  l'antiquité. 

On  se  peut  parler  du  goût  de  Newton  pour  la  Géométrie  des  An- 
ciens, sans  nommer  aussitôt  Halley  et  Maclaurin,  promoteurs  émi- 
nents  de  ces  belles  méthodes.  Halley,  qui  joignait  à  la  science  et  à 
i'iiabileté  du  grand  astronome  une  érudition  profonde  et  la  connats* 
sanoe  des  mathématiques  anciennes,  contribua  puiammment  il  en  ré- 
pendre  le  goût  et  à  en  montrer  l'usage,  par  la  reproduction ,  dans  de 
magnifiques  éditions  grecques  et  latines,  des  ouvrages  anciens,  et  par 
ses  propres  travaux.  . 

Il  sutUt,  pour  apprécier  l'enthousiasme  que  lui  inspirait  la  beauté 
de  ces  métliodes et  la  foi  qu'il  avait  dans  leur  puissance  et  leur  utilité, 
de  se  souvenir  que  son  dénr  ardent  de  cumaitiv  le  Traité  de  la  Secthm. 
de  nûuM,  qu'il  venait  de  découvrir  dans  les  manuscrits  de  la  biblio- 


[*]  lieUe  n-flcjùon  a  été  iùVe  par  M.  ie  baron  Maurice ,  dan»  une  «xodloiie  Notke 
sur  la  vie  et  les  travaux  d'Huygeos. 
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Ihèque  Bodléienne,  le  porta  aussitôt,  malgré  ses  grandes  occupations 

astronomiques,  à  étudier  Taral^e  [>our  IracUiire  et  commenter  bientôt 
le  fivre  précieux  qui  lui  a  dû  le  jour  chez  les  Modernes.  Cest  aussi 
après  une  révision  sur  un  texte  hébreu,  qu'il  donna  une  nouvelle 
^ition  des  sphériques  de  Ménélaus. 

Les  redimihes  originales  du  grand  astronome;  sa  méthode  pour 
calculer  les  éléments  paraboliques  des  comètes,  médunle  dont  Theu- 
reux  usage  lui  permit  de  prédire,  pour  h  première  fois,  le  retour 
d'un  de  ces  astres  errants  ot  de  les  raf taeher,  cnmrne  les  j)lanètes,  à 
notre  système  solaire;  le  prorcdé  qu'il  indiqua  pour  faire  servir  les 
passages  de  Vénus  a  une  détermination  delà  parallaxe  du  soleil ,  plus 
eiacte  et  plus  sûre  que  cdles  qu*on  avait  obtenues  jusqu'alors;  ces 
recherches,  dis>je,  offrent,  ainsi  que  lefptind  ouvrage  de  Newton,  la 
preuve  manifeste  des  ressources  que  renferment  les  métliodes  de  ia 
pure  Géomélrie.  Elles  (iémontrent  l'erreur  où  Ton  est  tombé  quand, 
l'imagination  remplie  des  merveilleux  réstillnlf?  de  l'Aiialvse  dans  ses 
premiers  développements ,  on  a  pensé  que  ces  méthodes  avaient  peu  de 
portée ,  et  qu'elles  n'avaient  plus  de  valeur  que  comme  aliment  oflEert 
à  la  curiosité  et  à  Tesprit  inquiet  de  l'antiqnaire  et  de  l'énidit.  Nos 
iipéculations  actuelles  seraient-elles  d'un  ordre  plus  relevé  que  celles 
de  Kepler,  de  Huygeos,  de  Newiou,  de  Halley?  Personne  ne  le  dira. 
Il  fiaut  donc  croire  que  la  Géométrie,  considérée  dans  ses  développe- 
m^ts  et  ses  applications ,  sera ,  dans  tous  les  temps,  un  noble  et  utile 
enercice  de  l'esprit. 

Ahl  combien  est  juste  cette  réflexion  d'un  grand  homme,  dont  les 
talents  éminents  ont  su  faire  servir  tout  à  la  fois  les  armes  et  les  sciences 
à  la  gloire  et  à  la  défense  de  la  patrie  :  «  Lorsqu'on  pense  que  cest 
»  cette  Géométrie  qui  fut  si  féconde  entre  les  maius  des  Archimède. 
>  des  Hipparque,  des  Apollonius;  que  c'est  la  seule  qui  lut  connue 
»  des  Neper,  desYièle,  des  Fermât,  des  Descartes,  des  Galilée,  des 
»  Pascal,  des  Huyi;ei]s,de«  Boberval;  que  lesNevrton,  les  Halley,  las 
»  Maclaurin  la  enllivérent  avec  une  sorte  de  prédilection,  on  peut 
m  croire  que  cette  Géométrie  a  ses  avantages  !  [*J  » 


[*]  Chumni  Gcométrk  de  poison,  DÎMrUtion  prèliaiinure. 
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Maclaiirin  fur  un  digne  continuateur  de  Newton ,  et  par  la  nature 
des  question<;  de  philoHophie  naturelle  qu'il  traita,  et  en  restant  lidéle 
à  la  Géométrie  des  Ancienii. 

Omt  la  célèbre  queation  de  Tatlraction  de»  ellipsoïdes,  qui  avait  pris 
naissanoe  dans  le  livre  des  Principes,  mais  dont  Newton  n'avait  trai^ 
qne  le  cas  le  plus  simple,  Maclaurin  parvint,  par  les  seuU-s  ressonroes 
de  cette  métlio<lc,  à  des  n  siiltals  que  l'Analyse  ellr-nu" me  ;i  longtemps 
admirés.  Cest  prnii-  les  besoins  de  cette  question,  que  Mnclaiiriii 
considéra,  le  premier,  ces  ellipsoïdes  homoiocaux  qui  ont  donné  lieu  à 
Tune  des  plus  importantes  théories  de  la  Géométrie  moderne,  qui  em- 
brasse les  lignes  de  courbure,  comme  les  lignes  géodesiques  de  ces  sui^ 
(aces ,  et  ont  offert  â  l'Analyse  un  puissant  principe  de  transformations. 

Maclaurin  cultiva  aussi  la  théorie  des  courbes,  pnr  la  méthode  de 
Descartes,  dans  sa  Géométrie  organique,  et  par  ia  Géométrie  pure 
dans  son  Traité  des  Courbes  du  troisième  ordre,  où  il  6t  connaître 
pour  la  première  fois  de  fort  belles  propriétés  de  ces  courbes.  Ce 
second  ouvrage  «  otù  la  facilité  et  la  brièveté  des  démonstrations 
s'unissent  à  la  beauté  des  résultats  ,  so  rattache  essentiellement  aux  mé- 
thodes de  la  Géométrie  moderne,  et  y  forme  la  hase  d'une  théorie  qui 
a  déjà  fixé  l'attention  de  quelques  géomètres  et  qui  doit  prendre  une 
grande  extOAsion. 

Après  Madanrin,  on  trouve  encore  Mathieu  Stewart ,  qui  essaya  de 
traiter  par  la  seule  Géométrie  quelques-unes  des  grandes  questions  du 
système  du  monde,  telles  que  la  distance  du  soleil  à  ia  ferre,  le  pro- 
hlème  des  trois  corps,  etc.  ;  mais  les  succès  rapides  de  l'Analyse  dr^T>s 
lett  mains  des  fiernouiU ,  de  Clairaut,  d'ËuIer,  de  d'Alemhert,  olaient 
toute  opportunité  k  ces  recherches  qui  ne  parurent  plus  offrir  de 
chances  de  succès.  Mathieu  Stewart  s'adonna  aussi  à  X Analyse  géo- 
métrique des  Anciens,  d.ins  le  but  spéeial  d'en  accroître  les  ressources. 
Dans  le  siècle  précédent,  les  géomètres  s'étaient  occupés  plus  particu- 
lièrement de  rétablir  les  Traités  sur  lesquels  Pappus  nous  avait  laisse 
quelques  données,  Maiinieu  Stewart  entra  dans  une  voie  nouvelle,  et  fit 
un  pas  de  plus  ;  il  composa  deux  ouvrages  qui  n'étaient  pmnt  l'imi- 
tation d'onvn^es  grecs.  L'un,  intitulé  :  Çue^ues  théorèmes  génénuuc 
dun  grand  usage  dans  les  hautes  ^Ukematiqucs,  renferme  de  beaux 
âiéorèmes,  dont  une  partie  n'a  pas  encore  été  démontrée. 
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Dans  le  même  temps,  Robert  Siinson  composait  son  célèbre  Traité 
des  Porismejt,  et  restituait  les  JUnue  pians  et  les  deux  livm  de  le  See^ 
lion  détenmnéè,  d^Apollonhu.  Ce  géomètre  avait  préparé  Une  édition 
des  CoUecthms  mathéma^uei  del^ppua;  il  est  à  regretter  qu*il  ne  rail 

pas  mise  au  jonr[*l 

Depuis,  c'est  surtout  eu  s  occupant  de  la  doctrine  des  PoHsme.%,  que 
les  géomctr<s  anglais  ont  suivi  la  forte  Impulsion  que  Newton  et  Ma» 
claiirln  avaient  donnée  à  la  colture  des  mélhodes  ancieniiies. 

L'un  des  derniers  ouvrages  de  ce  genre  est  un  Mémoire  de  kmOe 
Géométrie,  qu'on  trouve  dans  les  Transactions  philosophiques  de  la 
Société  roy.'lf'  Londres  ,  de  1708.  Le  nom  de  l  antenr  tie  se  lit  peut- 
être  pas  sans  quelque  élounement  :  c'est  celui  d'un  illustre  eontempo- 
rain(lord  Brougham),  que  des  travaux  fort  différents  ont  porté  aux 
plus  hautes  dignités  de  TÉlat  et  é  la  |Nremière  magîstratttre  du  Parie- 

BMOt. 

Mais  pendant  ce  temps,  en  France  et  en  AileMagne ,  on  cultivait 
l'analyse  de  Descartes  et  le  calcid  de  Leibnitz,  et  l'on  appliquait  les 
ressources  merveilleuses  de  ces  puissantes  inétbodes  à  une  tuule  de 
problèttkM  nouveaux ,  et  principalement  au  dévdoppenentdes  grandes 
questions  qu'avait  posées  ou  fiiit  ludtre  l'ouvrage  de  Newton.  . 

Cependant  la  Géométne»  cultivée  à  la  Dianiére  de  Descartes,  suivit 
le  cours  de  ses  progrès  naturels.  Après  (pie  Clairaut,  à  l'âge  de  seize 
ans,  avait  appliqué  l'analyse  iniinitésunale  aux  lignes  à  double  cour- 
bure, Euler  créa  la  belle  et  importante  théorie  de  la  courbure  des  sur» 
ftoes ,  qui  prit  bientôt  une  grande  estemion  daae  les  ouvrages  de 
Monge  et  de  l'un  de  ses  plus  illustres  disciples. 

Euler,  dont  l'esprit  éminemment  fécond  s'appliqua  à  toutes  par- 
ties des  Matliéniatiques ,  enrirhir  !fs  Eléments  de  la  Géométrie  du 
théorème  qui  établit  une  relation  entre  les  nombres  des  faces ^  des 
sommets  et  des  arêtes  d'un  polyèdre. 

Ce  tlitoème  d*Sute>  et  k  bdle  théorie  des  polyèdres  d*an  ordre 


[*J  On  sait  que  M.  Peyrard,  u  qui  nous  devons  la  belle  edilion  da  Étcmentt  dXu> 
dide  «I  des  OBuvres  d*Areliiiiièd«,  avait  prépaté  de  pareilles  tndactioM  de  plmieura 

aiitrt^  oiivra^i  i.  tiK  it  iiî,  iiotainiiunt  ilii  grand  Traité  des  Sections  coniques  d'ApolIo- 
niiu,  mais  que  la  mort  l'a  surpris  avaat  qu'il  eât  achevé  i'impreMion  de  oet  ouvrage. 
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supérieur,  de  M.  Potnsot,  avaient  conduit  un  jetine  géoaictre  a  deux 
BKmoireB  remuquables,  qu'on  ne  peut  se  rappeler  ans  éprouver  le 
negrelque,  depuis,  l'illustre  auteur  ait  consacré  exclusivemeiit  k  VA.^ 
natyse  les  reaaources  de  son  génie  mathématique. 

Nous  ne  devons  point  omettre,  avant  de  clore  cet  aperrn  des  tmvaux 
qui  ont  précédé  le  xix'  si<'cle,  V Intmducdnn  à  iatuilyse  des  lignes 
courbes,  de  Cramer,  qui  a  souvent  servi  de  guide  dans  les  applications 
de  l'analyse  à  cette  vaste  théorie  des  lignes  courbes. 

IIL 

De  ta  GéomAH»  «a  xix*  «^Jr. 

Les  ouvrages  qui,  au  commencement  du  siècle  présent,  ont  eu 
une  henreuse  influence  sur  la  marche  et  les  progrès  de  la  Géométrie , 
sont ,  à  des  titres  dîfierents ,  ceux  de  Monge  et  de  Gamot  :  de  Monge , 

la  Géométrie  descuptive  et  le  Traité  de  V  jépplication  de  F  Analyse  à 
ia  Géométrie;  de  Garnol,  la  Géométrie  de  position  et  la  Théotie  des 

Transversales. 

Ces  ouvrages,  en  agrandissant  les  idées,  en  inspirant  aux  jeunes 
nathémaUGiem  le  ^goût  des  redierchea  de  bonne  Géométrie»  leur  ià- 
éraient  des  méthodes  et  des  ressources  noiivdles. 

La  Géométrie  descriptive  a  pour  objet  de  rcpn*senter  sur  un  plan  , 
surfncp  i\  deux  dimensions,  les  corps  qui  en  ont  tioi«;:  ou  ,  en  d'autres 
termes,  de  réunir  dans  une  fig;irc  plane  tous  les  éléments  n<-cf'ssaires 
pour  frire  connaître  la  ferme  et  la  position ,  dans  l'e^ace ,  d'une 
figure  à  trois  dimensions. 

Une  oonséquenoe  de  cette  représentation  .  c'est  que  l'on  exécutera 
sur  cette  figure  plane  elle-inèioc,  les  oj  i  r  ii  iriTT;  frAoniétriques  répon» 
dant  à  celles  que  l'on  aurait  à  faire  sur  la  tigure  a  trois  (liinerision«ï. 

Sous  ce  point  de  vue  général ,  on  conçoit  que  la  Géométrie  descrip- 
tfv»  a  dû  exister  dans  tous  les  temps.  Et,  en  effet,  c'est  par  des  dessins 
sur  une  aire  plane ,  que  les  appareilleors  et  les  charpmtiers  ont,  dans 
tous  les  temps ,  déterminé  les  formes  des  corps  k  trois  dimensions , 
qu'ils  avaient  h  constrtiire. 

On  posM'dait  même  plusieurs  Traités ,  et  de  bons ,  de  Philibert  De- 
loruie,  de  Mathurin  Jousse,  du  P.  Derand,  de  Deiarue,  sur  l'art  du 
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iraii  appliqué  k  U  coupe  d«s  pierres  et  à  la  charpente,  Deiwqgiiwa««it 
fiiit  im  pas  de  plue ,  en  montraBl  ranalogieqw  existait  enire  des  pro* 

cédés  divers ,  et  en  rattachant  ceux-ci  à  des  princ^fle  conupuns.  Ën 
dernier  lieu,  Frivii-r,  (ifricier  du  géiiir,  qui  appréciait  le  mérite  des 
coiicaptioas  de  Desargues,  avait  donné  suite  à  ses  iilées  de  généralisa- 
tioD  et  d'abstractiou  naathéuiatique,  daus  son  I  mité  de  SiéréotoaÙMf 
ouvrage  où  se  tvouv«iit«  «vec  les  applicalions  à  U  ooiipe  des  pierres* 
plosieara  questions  cous  une  fitnM  afastniiie,  telles  que  le  dMoppe* 
ment  des  surfaces  coniques  et  ^liudriques  ;  la  théorie  de  l'intersection 
dp  <vs  surfaces  entre  elles  et  :ivec  la  splièrc;  la  manière  de  rcpréiienter 
une  ligne  à  ilouMe  courbure  par  ses  pmfc'  tions  sur  des  plans  ;  etc 

TuuteioiH,  on  n'avait  paK songea  rattaciiur  toutes  ces  questions  a  un 
petit  nombre  d'opérations  abstraites  et  élémâMaires,  et  surtout  à  pré- 
senter oelles^i  dians  un  traité  spécial  et  soua  uo  titre  particulier,  qui 
leur  donnât  un  caractère  de  doctrine  indépendant  des  pratk{ues  d*où 
il  avait  .suffi  de  les  foire  sortir,  (/est  là  ce  que  Monge  a  flOOÇU»  et  OC 
qu'il  a  exécuté  avec  iniinuncnt  de  talent. 

C'est  par  deux  projections  des  corps  siu*  deux  plans  rectangulaires , 
dont  on  abat  Tun  sur  Taiitre ,  pour  ne  former  qu'une  aire  plane,  que 
Monge  a  représenté  mathématiquement  les  formes  de  Tétendue  k  trois 
dimensions;  et  c'est  ce  procédé  qu'il  a  appelé  Géométrie  descriptive. 

principes  en  sont  trè»4in)ples  et  n'exigent  guère  que  la  conoaisr 
sance  du  livre  des  plans  de  la  Géométrie  ordinaire. 

Un  petit  nombre  d'c^pératioBS  faciles  suiâsent  pour  les  applications 
de  cette  méthode  k  tonales  arts  de  construction;  de  même,  en  quel- 
que sorte ,  que  les  quatre  règles  de  l'Arithmétique  suffisent  pour  tous 
les  calculs  auxquels  donnent  lieu  les  mathémaliqum  dans 

leurs  applications. 

£t,  en  effet,  un  procédé  graphique,  destiné  au  simple  ouvrier 
*   comme  k  l'ingénieur,  devait  se  réduîn»  à  un  petit  nombre  de  préoi^Nes 
d'tme  epplication  immédiate  et  toujours  fiunle. 

Auparavant <m  employait  des  procédés  divers,  et  si  l'on  se  servait- 
aussi  de  projections,  ce  n'était  pas  d'une  manière  uniforme:  les  plans 
'de  projection  étaient  différents,  et  le  dessin  ne  se  prétait  pas  à  une 
lecture  facile  et  sûre,  comme  les  épur^»  de  Monge. 

La  Géométrie  ebsenptive  sim^fiait  donc  la  a|)éFatioos  graphique 
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nécessaires  aux  cM^tracteurs  ;  die  en  &ciUtsit  l'étude  qu'elle  mettait  à 
la  portée  de  loust  tandis  que  le»  ouwages  savants  de  Delaroe  t  de 
Vréâet^  etc.,  anxqui  is  manquait  cette  base  première^  n'étaient  acces- 
sibles qii';ni\  i;<'-oinetres  et  aux  ingt'nifiirs. 

Mais  une  cause  plus  efficace  sans  doute  que  ces  avantages  réels, 
|>our  assurer  le  prumpt  succès  du  livre  de  Monge,  fut  ce  décret  puis- 
sant de  la  Convention  qui,  en  créant  sous  le  nom  d'Écoles  wumaSes, 
le  grand  élablisseinient  ou  vinrent  se  réunir  douze  cents  jenues  gens , 
les  plus  capables ,  choisis  sur  tous  les  points  de  ta  France ,  ordomia  que 
la  Géométrie  descriptive  y  fut  enseignée,  et  en  confia  l'enseignement 
à  l'enthousiasme  et  au  patriotisme  actif  de  Monge. 

Voilà  comment  Muuge  n'eut  point  a  éprouver  les  difticultés  et  les 
procès  en  parlement  que  la  routine,  Tignoranoe  et  les  intérêts  lésés 
avaient  suscités  i  Desargues,  un  siècle  et  demi  auparavant. 

La  Géométrie  descriptive,  inslnioient  créé  principalement  pour  le 
besoin  des  artistes  et  des  ingénieurs,  de\ait  être  utile  aussi  aux  géo- 
mètres: elle  formait  un  complément  dt;  leur  Géométrie  pratique;  elle 
pouvait  freiliter  leurs  recherches  théoriques ,  en  leur  donnant  le  moyen 
de  représenter  par  une  figure  plane  les  corps  qu'ils  avaient  à  constdé- 
rer;  enfin,  en  familiarisant  avec  les  formes  de  certaines  familles  de 
surfaces,  elle  liabituait  l'esprit  à  les  concevoir  intellectuellement,  et 
dével()|)pait  inintelligence.  Aussi  est-ce  avec  raison  qtie,  depuis  quel- 
ques années,  l'étude  des  principes  de  la  Géométrie  descriptive  fait 
partie  des  cours  de  mathématiques  dans  l'instruction  secondaire. 

Quant  aux  applications  spéciales  et  les  plus  fi^uentes  de  cet  art , 
ce  sont  la  perspective,  la  construction  des  reliefe,  la  détermination 
des  ombres,  la  gnomoniqne,  la  coupe  des  pierres  et  la  charpente. 

l  ne  (oïde  d'autres  travaux,  tels  que  h*  percement  des  routes  et  des 
canaux  dans  des  pays  accidentés ,  les  constructions  navales  .  la  tlirec- 
tion  des  mines  souterraines,  le  défilement  dans  la  science  des  fortîfi-  *. 
cations,  etc.,  sont  encore  du  domaine  de  la  Géométrie  descriptive [*]. 


[*]  Toutefins  il  «mnent  d'ajouter  qu'il  «amie  é'nitres  nédiodes  générales,  on  pe«r 

dire  d'autres  prcKi'dcs  de  Géométrie  descriptive,  dans  Icm|iic1s  on  se  sert  d'une  seule  pro- 
jection, ortlK^onale  ou  perspci  livc,  et  de  quelque  autre  donoée  qui  supplée  à  U  seconde 
projection.  I4»  oflîders  du  génie,  par  exemple,  se  servent  le  plus  souvent  de  la  mê> 
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Hais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que,  dans  toutes  ces  questions, 
U  Géométrie  descriptive  n'est  toujours  qa'im  instriiment  d<Mil  Tingé-' 
nîeur  se  sert  potir  traduire  sa  pensée  et  exécuter  sur  le  papier  les  opé- 
rations que  la  science,  je  veux  dire  la  Géométrie  gén«Tale.  lui  in- 
dique. La  CéotiK'trie  clescrijilive  exi'ctite,  mais  elle  ne  crée  pas.  Si  elle 
montre  aux  yeux  la  courbe  d  iiitersoction  dr  deux  sorfaces,  elle  n'en 
fait  point  connaître  les  propriétés;  elle  ne  saurait  même  indiquer, 
mathématiquement  pariant,  si  celte  courbe  est  plane  ou  à  donble 
courbure.  Elle  n'a  point  de  méthodes  pour  ces  recherches ,  qui  sont 
exclusivement  du  domaine  de  la  Géométrie  rationnelle. 

3e  fats  cette  réfleTion,  parce  qti'oii  trop.vc,  dans  le  livre  de  Monge. 
quelques  passages  qui  ne  sont  pas  de  la  Géoinéliie  (iescriptive,  et  qui 
pourraient  induire  en  erreur  les  jeunes  géomètres  sur  la  destination  et 
le  caractère  scientifique  de  cette  méthode  graphique. 

Ainsi,  Monge  démontre  deux  propositions  de  Géométrie  plane* 
qui  résultent  naturellement  de  la  considération  défigures  à  trois  dimen- 
sions, savoir  :  Ja  propriété  ancienne  do«;  coniques,  sur  laquelle  repose 
la  théorie  des  polaires,  puis  ce  beau  théorème  de  d'Âlembert,  que 
les  tangentes  commones  à  trou  cercles,  pris  deux  à  deux ,  ont  leurs 
points  de  concours  situés,  trois  à  trois,  en  ligne  droite.  Ces  exemples, 
on  le  conçoit,  ne  constituent  point  de  la  Géométrie  descriptive,  on 
n'y  frnf  ji  is  mt'rne  otBge  des  projecttons;  ils  rentrent  dans  la  Géomé- 
trie raliomielle. 

Il  en  est  de  même  des  propriétés  générales  de  Tétendue,  relatives 
aux  lignes  k  donble  courbure  et  aux  lignes  de  courbure  des  sur&oes 
courbes,  que  Monge  a  placées  à  la  suite  de  sa  Gémétiie  descriptive, 

en  faveur  »  des  professeurs  qui  doivent  être  exercés  à  des  considérations 
«  d'une  généralilé  plus  grande  qur  celles  qui  forment  l'objet  orditmire 
'  des  études.  «  (jes  propriétés  lorl  belles  des  lignes  ft  di's  surfaces 
courbes,  placées  dans  un  livre  destiné  à  être  tres-répaudu ,  ont  con- 
tribué k  dévdopper  le  goût  de  ces  spéculations  d'un  ordre  supérieur. 


thode  des  plant  cotes,  (jui  leur  permet  d'exocuter  les  mêmps  opérations  que  par  celle  de 
Monge ,  et  qui  leur  of£i-e  quelques  avantages  particuliers,  à  raison  de  la  nature-  de  leurs 
feravanx. 

Tom  lU.  -  JiiTOi  iSi7-  5 
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et>  sous  ce  rapport,  le  livre  de  Mouge  a  encore  atteint  le  but  de  l'il- 
luitre  aat«ur.  Mais  elles  n*oiit  rien  de  oomniiin  avec  le»  principet  de 
la  GéomAriê  degeriplive,  et  elles  rentrait  exclusiTeiiimt  dans  le  àt^ 
maimde  la  Géométrie  générale. 

TjC  grand  Traité  de  V application  de  l'Àruilr^p  à  la  Génmétrie  a  le 
même  objet  qne  la  Gcométrie  de  Descnrtes;  n  en  est  la  continuation  : 
mais  celle-ci  roulait  sur  ranalvs>e  des  quaiitiléii  ilnie&,  et  le  Hvre  de 
Moi^,  sur  l'analyse  des  quantités  infinitésimales.  Euler  avait  d^à 
traité  plusieufa  de  ces  questions  et  donné  son  bean  théorème  sur  les 
rayons  de  courbure  des  surfaces  courbes.  Monge  les  traita  avec  beau- 
coup plnp  (Tf'xtension  et  sous  de  nouveaux  points  de  vue.  T-es  rap- 
ports qu  il  établit  entn"  les  équulions  aux  difïerences  partielles  et 
certaines  fauiilleti  de  siuTaces,  ufTreut  des  exeuiples  magnifiques  des 
secours  mutuels  que  peuvent  et  doivent  se  prêter  le  Géométrie  et 
TAnalyse. 

Les  ouvrages  de  Carnot  ont  pour  objet  spécial  l'extension  de  la 
Géométrie  des  Ancif-ns-  Ils  font  suite  aux  ouvrages  de  Robert  Simson, 
Stewart,  etc.  ;  mais  Us  sont  empreints  de  cet  esprit  de  facilité  et  de  gé- 
néralité que  nous  offrent  les  ouvrages  de  Pascal  et  de  Desargues|  et 
ce  caractère,  qui  leur  est  propre,  a  été  dans  Pinlention  de  leur  illustre 
auteur. 

Dans  le  siècle  deriiier,  U.  Simson  et  Stewart  donnaient  autant  de 
(icmonstratioiis  îi'une  proposition,  ijue  la  fig;iireà  laquelle  elle  se  raji- 
porlait,  présentait  de  formes  (liflérentes.  Carnot  s'attacha  à  prouver 
qu'une  seule  démonstaration  appliquée  &  un  étal  aaasa  général  de  la 
6gure  suffisait. 

Généralement,  on  ne  parvenaîtà  la  démonstration  d'une  proposition 
importante,  fyu't  u  s'élevant  successivement  des  cas  les  plus  simples 
à  de  plus  composés.  Les  recberches  géométriques  tle  Viete  et  de  Fermât 
sur  les  contacts  des  cercles  et  des  sphères,  le  Traité  des  Sections  co- 

niifMS  de  B.  Simson,  et  les  ouvrages  de  Siewart,  sont  des  exemples  de 
cette  marebe  lente  et  pénible.  Ilana  le  contact  da  sphères  de  Fermât, 
par  exemple ,  on  ne  par%'ient  à  déterminer  une  q>hère  tangente  à  quatre 
autres,  qu'après  avoir  résolu  quatorze  questions  préliminaires,  dont 
la  plupart  sont  des  cas  particuliers  de  la  question  principale.  Carnot, 
au  contraire,  traite  directement  les  questions  dans  leur  sens  le  plus 
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srénéral,  et  la  science  gagne  <  ii  iàcilité  et  en  force,  en  même  temps 
qu'en  brièveté  et  en  généralité. 

Cette  manière  d'écrire  la  Géométrie  lait  le  caractère  de  la  Géométrie 
moderne ,  et  ce  sont  le»  onvrages  de  Carnot  qui  ont  le  plus  contribué  à 

la  répandre. 

Quant  aux  résultats  qu'on  y  trouve,  ils  sont  fxtrémptnent  nom- 
br'eux.  Une  partie  rouli'  sur  tliverses  propriété-,  ties  sections  coniques 
qu'on  a  reproduites  souvent  depuis,  et  que  l'auteur  démontre  avec 
une  fiidlité  extrême. 

On  y  distingue  une  belle  propriété  des  courbes  géométriques, 
concernant  les  segments  qu*nne  courbe  de  cette  espèce  fait  sur  les 
côtés  d'un  po!ys;onp  q»ie1oonqiie:  propriété  qui  est  une,  extension 
d'un  théorème  de  Newton,  et  dont  les  géomètres  ont  fait,  depuis, 
de  nombreuses  applications,  notamment  à  la  déternnnation  générale 
des  tangentes  et  des  cercles  osculateurs  de  ces  couriMS  géométriques. 

Ces  belles  recherches  se  rapportent  à  une  partie  de  l'ouvrage  où 
Carnot  propose  divers  systèmes  de  coordonnées,  autres  qué  celui  de 
Descartes,  pour  représenter  les  courbes,  et  établit  1rs  rrlntions  qui  ont 
lieu  entre  ces  coordonnées,  de  manière  à  passer  d  iin  système  à  un 
autre.  On  transforme  ainsi  les  équations  des  courbes  ;  et  comme  l'équa» 
tion,  dans  chaque  système,  exprime  une  propriété  différente  de  la 
courbe,  ces  recberches  facilitent  et  ont  pour  objet,  au  fond,  Tétude 
des  propriétés  des  courbes.  Files  nous  paraissent  rentrer  essentiellement 
dans  la  doctrine  des  porismes  d'Euclide. 

On  trouve  dans  la  Géométrie  de  position  des  idées  sur  une  science 
qui,  selon  Camolf  «fevnit  tenir  le  milieu  «itre  la  Géométrie  et  la  Mé- 
caniqne,  savoir,  celle  des  mowemenis  géométriques.  Il  appdle  ainsi 
les  déplacements  que  peuvent  subir  plusieurs  corps  sans  se  déformer 

parleur  contact  et  en  ^on•;e^^'ant  entre  eux  des  conditions  prescrites, 
conditions  géométriques  el  indépendantes  des  règh  s  de  la  communi- 
cation des  mouvements  et  de  toutes  (  onsidérations  de  forces  et  de  mé- 
caniqne  proprement  dite.  On  voit  que  c'est  cette  science  que  M.  Am* 
père  a  proposée  aussi  sous  le  nom  de  Cméimuiqtte,  dans  son  Euai  sur 
la  fkilosophie  des  Sciences.  Carnot  avait  déjà  émis  ces  idées  en  1785, 
dans  son  V.^^ni  ^ur  les  Machinr<:. 
Le  temps  ne  me  permet  pas  de  {Knisser  plus  loin  cette  étude  du 

5.. 
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livre  de  (..aniol  ;  je  me  bornerai  à  dire  que  son  titre,  Géométrie  de 
position,  se  rap|iortait.  à  certaines  considérations  sur  lu  duclnne  des 
quantités  positives  6t  négitû^s  vu  Géométrie  i  el  non  à  quelque  né-^ 
thode  spéciale,  tdlle  que  la  Géoméiiie  dês  mdivisAles,  la  Géam&rie 
annljrfique,  la  Géométrie  descriptive,  etc.,  ni  à  une  partie  restreinte 
fie  la  science,  coniine  la  Ci'nini'frie  de  la  rè^fe,  la  Géométrie  dti  com- 
pas, etc.  La  Géométrie  de  pnsitinri  u'elait  point  autre  chose  que  de  la 
Géométrie  générale  Iraitée  par  les  procéd<^s  ordinaires,  mais  avec  talent 
el  par  des  considération^  Êiciles  et  fécondes. 

La  Thdorié  des  TiWtsverstUes  est  un  ensemble  de  propositions  qui 
expriment  toutes  des  rapports  entre  les  seguients  que  fait,  sur  un 
système  de  lignes  droites,  une  ligne  droite  on  courbe,  qu'on  appelle 
trattss^ersale.  Ces  rapports,  exprimés,  en  général,  par  des  équations 
k  deux  termes,  jouissent  de  cette  propriété ,  qu'ils  se  conservent  dans 
les  projections,  perspectives  ou  iurthogonales»  de  la  figure.  Les  mêmes 
reiations  ont  lieu  aussi  entre  les  sinus  des  angles  des  droites  proje- 
tantes O  sont  ces  propriétés  importantes  qtii  font  le  caractère  des 
propositions  que  (jarnot  a  réiniu  s  sons  le  titre  de  Théorie  des  7){ins- 
versaies.  Ces  propositions  peuvent  être  d'un  usage  très-fréquent  pour 
la  démonstration  d*iine  foule  de  théorèmes,  particulièrement  dans 
la  théorie  des  sections  coniques.  Elles  n'ont  pas  été  inconnues  des 
Anciens;  on  en  trouve  des  traces  éparses  dans  PappUS  et  chez  quelques 
auteurs  modernes;  mais  c'est  (^arnof  qui  a  reconnu  qu'elles  étaient 
propres  à  former  tuie  véritable  méthode  de  démonstration;  et  celte 
théorie ,  eu  eiïet ,  a  pris  de  l'extension  et  est  devenue  d'un  grand  usage 
dans  la  Géométrie  moderne. 

Je  me  suis  étendu  sur  les  ouvrages  de  Monge  et  de  Gamot ,  parce  que 
je  les  regarde  comme  ayant  raviné  en  France  l'esprit  des  méthodes 
géométriques  et  inspiré  les  jeunes  mathématicieiis,  qui  bientèt  sont 
entres  dans  cette  voie, 

A  leur  tète  se  présentent  MiM.  Ch.  Dupin  et  Poncelet,  dont  les  re- 
marqiubles  travaux  attestent  cette  heureuse  impulsion. 

M.  le  baron  Oupin  »  dans  ses  Ddveb^^ements  de  Géem^rie,  qu'il 
considère  comme  élisant  suite  aux  ouvrages  de  Monge,  a  traité,  par 
les  feules  ressources  de  la  Géométrie,  aussi  bien  que  par  l'Ana- 
lyse, la  théorie  générale  de  la  courbure  des  sur&ces,  que  l'on  avait 
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supposée  jusque-là  ti'élre  accessible  qu'à  l'Àual^se.  C'est  dans  ce  bel 
ouvrage  qu'on  trouve  cette  importaute  théorie  des  întUenUrices ,  i|ui 
ii*est  pas  moins  féconde  en  Géométrie  rationndie  qu'en  Géoméirie 
descriptive.  Ce  volume  et  celui  des  JppUcathns  de  Géométrie  h  de 
Mécanique  ont  servi  utilement  la  science,  et  par  les  belles  tlirories  qui 
s'v  froiivent,  et  comme  ayant  donné  aux  jeunes  géomtlres  une  juAle 
coiiliance  dans  les  ressources  que  peuvetit  offrir  ces  méthodes. 

La  Théorié  des  Transversales  est  le  principal  fiondement  du  grand 
Traité  des  Propriétés  projectiles,  de  M.  Poncelet,  où  l'on  trouve, 
avec  une  foule  de  résultats  du  plus  haut  intérêt,  cette  méthode  mer- 
veilleuse de  la  Théorie  des  Polaires,  et  ce  mode  de  déformation  <les 
figures  à  trnis  dimensions,  analogue  aux  procédés  delà  |)erspcctive  des 
figuras  planeii;  méthodes  qui,  en  donnant  le  moyen  de  créer  à  volonté, 
d*une  manière  en  quelque  aorte  mécanique ,  une  foule  de  théorèmes 
fort  divers  et  pourtant  dérivés  d*un  seul ,  forment  les  sources  les  plus 
fécond<»  de  la  Géométrie  moderne. 

Les  transformations  sont  le  propre  de  l'Algèbre;  on  conroif  loue 
combien  des  procédt-s  analogues  en  Géométrie  doivent  apporlt-r  de 
facilité  et  de  puissance;  ils  réalisent  cette  réllexion  si  judicieuse  de 
M.  Poinsot:  ■  En  Géométrie  comme  en  Algèbre,  la  plupart  des  idées 
»  diflS&rentes  ne  sont  que  des  transformations  ;  les  plus  lumineuses  et 
•>  les  plus  fiHconde»  scmt  poiu*  nous  celles  qui  font  le  mieux  image ,  et 
1  que  l'esprit  combine  avec  le  pins  de  facilité  dans  le  discours  et  dans 
»  le  calcul  »  O  sont  ces  idées  les  plus  limiineus<>s  et  les  plus 
fécondes,  que  les  méthodes  de  transformation  dont  nous  parlons, 
et  qui  ont  pris  de  nos  jours  un  grand  accroimemement*  sont  très- 
propres  à  faire  découvrir,  en  variant  diversement ,  par  des  procédés 
certains,  les  formes  d'une  idée  primitive. 

C'est  dans  le  sein  de  l'itcole  Polvtecliniqne  surtout,  qtie  les  ou- 
vrages de  Monge  et  de  Caruot  ont  porté  leurs  fruits.  !.«  goût  des 
sciences,  implanté  dans  eu  grand  établissement  par  les  liommes  iU 
lustres  qui  l'ont  fondé,  s'y  est  conservéi  grâce  à  son  organisation  sage 


(•]  Mémoire  tur  la  composition  des  moments  et  des  aires  dam  la  Mécanique.  Voir 
itémaOïéeSMi^f  8*  éditma,  p.  353. 
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et  puissante,  et  a  contribué,  comme  les  services  militaires  et  civils, 
k  la  gloire  et  &  la  grande  renoramée  de  cette  École  célèbre  daus  le 
monde  entier. 

Je  ne  ^pnôA  raf^ler  ici  tons  les  élèves  dont  les  travaux  se  sont 

succédé  et  ont  concouru  à  Taccroissement  de  la  science;  mais  leurs 
noms  se  prc,spnîernnt  naturellement  dans  le  cours  de  notre  enseigne- 
ment. Nous  aurons  souvent  à  citer  aussi  le  vénérable  M.  Gergonnef 
dont  les  travaux  et  les  AnmUes  ont  lent  contribué  au  mouvement 
scientifique  de  l'époque  [*].  Nous  ne  négligerons  point  non  plus  les 
Mémoires  importants  publiés  de  nos  jours  en  Allemagoet  en  Ai^e- 
terre ,  en  Italie ,  où  I,i  Géométrie  est  cultivée  avec  un  grand  succès  et 
souvent  avec  éclat  [**|. 

Les  théories  et  les  méthodes  dont  l'usage  doit  se  présenter  le  plus 
fréquemment»  fermeront  naturellenrat  la  base  de  ce  cours.  Mais  les 
questioi»  spéciales  d'un  ordre  plus  relevé,  qui  seront  propres ,  soit  k 
ouvrir  de  nouvelles  voies,  soit  à  oiTrir  de  belles  applicatioiis  de  la 
science,  entreront  aussi  nécessairement  dans  le  cadre  que  nous  nous 
sommes  tracé.  Si  nous  n'avons  pas  ;\  analyser  des  ouvrages  de  l'impor- 
tance du  livre  des  Principes  de  Newluii,  il  eu  est  cepeudaut  qui  nous 
offriront  des  exemples  non  moins  renàarquables  de  la  puissance  dln- 
ventton  que  l'esprit  gécnnétrique  développe ,  et  de  la  riebesse  des  résuU 
fats  qu'il  peut  procurer  dans  les  questions  les  plus  difTiciles.  Bien  de 
pins  beau  que  ces  considérations  directes  et  lucides,  pittoresque*» ,  s'il 
est  jiermis  de  s'exprimer  ainsi,  par  lesquelles  un  grand  géomètre  ,  en 
transportant  l'ingénieuse  doctrine  des  couples  dans  la  Dynamique, 
nous  a  dévoilé  toutes  les  circonstances  géométriques  et  dynamiques 


[*]  Les  géomètres  regretteot  que  la  Correspondance  mathématique  et  phjrsique  de 
H.  Qiiéliilet,  après  avoir  oontribné»  de  i8a4  à  i838,  1  Hienmue  impultion  qae  les 

vni'nt'is  iivriiciit  rf  i  '  i -i  Ht  lyiqne,  ait  rrssr  tle  paraîtra.  Nous  aurofis  fi  con-îtilter  les 
onxc  volumes  de  tcUc  iiueiessante  collection  et  le»  divers  Recueils  périodiques  qui  of- 
frent chaque  jour  nux  {;i-omta«s  les  avantages  d'une  lâdle  et  prompte  publieatioii :  le 
Journal  de  Malhcmaliques  de  M.  Crcllc;  celui  de  M.  Liouville;  les  Nouvelles  Anoales 
de  M .  Tcrqiifui  ;  le  Journ.d  de  Mathoiiintiriue»  de  Cambridge  et  de  Dublin,  édité  par 
M.  Thomson  i  le  Rtn  ueil  scientitique  «le  Home. 
["]  Voyei,  par  exemple,  les  Ouvrajje» de  WM.  Steiner,  1lso-4^agfc,cte. 
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(lu  double  mouvement  d'un  corps  j>e>;ant  qiii  a  rerij  une  impulsion. 
Cette  importante  et  difficile  question  avait  de  réitulue  analylique- 
ment  par  Euler  et  d'Aleuibert,  à  peu  près  dans  le  luème  tejiips, 
pnts  «rte  plus  d'ordre  et  d*élégaiice  par  Lngrange.  Maisdans  ces  solu-  r 
tkms,  dont  le  but  final  est  la  détermination  de  1a  pontîoq  du  corps 
à  nn  instant  dmané,  par  des  formula  de  quadrature,  on  ne  voit  que 
des  calculs  qui,  s'ils  donneur  !n  <nîiiti^»n  numérique  de  là  qxiestioîi  . 
c'est -H-dire  la  position  actuelle  du  corps,  ne  font  ludleoieut  connaiti*e 
cotnnient  il  y  est  arrivé;  comment  se  modifie  à  chaque  instant  l'e&t 
de  l'action  permanente  de  l'impulsion  primitive.  Vxt  les  seules  res- 
sources du  raisonnement  ^oroétrique,  M.  Poinsot  rend  palpables  et 
semble  peindre  aux  yeux  toutes  les  circonstances  du  mouvement  du 
corps.  A  l'instar  des  forces  accélératrices  qtie  les  g^mètres  sont  nccou- 
tumés  à  considérer,  il  cuu&idere  dans  le  mouvement  du  corps  un  couple 
aceéléntteur  qui,  en  se  combinant  avec  la  rotation  f  de  même  qu'une 
force  accélératrice  se  combine  avec  une  force  d'impulsion,  change ,  à 
chaque  instant,  la  grandeur  de  cette  rotation  et  la  direction  de  l'axe 
autour  duquel  elle  s'dTecttte;  et  ce  double  efTet  se  suit  pour  ainsi  dire 
de  l'oeil,  en  même  temps  que  l'esprit  en  voit  les  causes. 

t)n  reconnaît  ici  quels  sont  les  avantages  propres  de  l'Analyse  et  de 
U  Géométrie.  La  première,  par  le  mécanisme  merveilleux  de  «es 
transformations  t  passe  rapidement  du  point  de  d^tart  au  but  proposé, 
mais  souvent  sans  connaître ,  ni  le  chemin  qu'elle  a  fait,  ni  la  signifi- 
cation  des  nombreuses  formules  qu'elle  a  employées. 

La  Géométrie,  au  contraire,  qui  ne  puise  ses  inspirations  que  dans 
la  considération  attentive  des  clioses  el  dans  reuchainemeut  des  idées, 
est  obligée  de  découvrir  naturellement  les  propontions  que  l'Analyse 
a  pu  obliger  et  ignorer,  et  qui  forment  le  lien  le  plus  immédiat  entre 
les  deux  termes  extrêmes.  Cette  marche  peut  paraître  parfois  difficile  ; 
mais  elle  est,  au  fond ,  la  plus  simple .  parce  qu'elle  est  la  plus  directe; 
elle  est  aussi  la  plus  lumineuse  et  ia  plus  féconde. 

L'Analyse  découvre-t-elle  une  vérité  ;  que  la  Géométrie  en  cherche 
la  démonstration  par  ses  propres  moyens  :  soyes  sûrs  que,  dans  cette 
recherche,  elle  rencontrera  et  fera  connaître  diverses  autres  propriétés 
qui  se  rattachent  au  sujet ,  l'édairent  et  le  complètent. 

L'Analyse  et  la  Géométrie,  au  point  de  vue  philosophique,  sont 
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deux  brauches  d'une  scienoe  uuique ,  qui  a  pour  objet  la  recherche 
des  vérités  naturelles;  elles  sont  destiné»  à  s'éclairer  mntuellement,  à 
se  préier  un  secours  réciproque  :  tontes  deux  sont  des  instruments  au- 
jourd'hui indispensables. 

Cuhivons  donc  simnltanémeiit  TAnalysp  et  la  Géométri*- .  et  que 
Tune  et  1  autre  trouvent  également  leur  place  dans  renseignement. 

C*est  la  pensée  que  ie  chef  éminent  qui  préside  à  l'instruction  pu- 
blique a  cherdié  à  réaliser,  en  fondant  la  ehaire  de  Géométrie  supé- 
rieure. 
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GÉNÉRALISATION  D'UNE  PROPRIÉTÉ  DE  LA  LEMNISCAIT:; 
Vam  m.  WiLuiv  ROBERTS. 


I.  Dans  les  Jnruiles  de  Mathématiques ,  t.  XIV.  p.  17,  M.  SUirni 
a  démontré  un  ihéorèiiie  énoncé  par  M.  Talbot»  savoir,  que  si  Ton 
multiplie  la  différence  entre  Tare  infini  d'ime  hyperf»o1e  éqnilatère  et 

son  asymptote  par  la  longueur  du  quadrant  delà  lemniscate  correspon- 
dante, le  produit  sera  égal  à  jîra',  en  désignant  \nr  a  le  demi-axe  de 
riiNperbole.  Cette  propriété,  déduite  par  M.  Sturui  de  la  théorie  des 
intégrales  eulcricnnes,  n'est  qu'une  conséquence  très-simple  de  la  re- 
lation bien  connne  entre  les  fonctions  elliptiques  complètes  à  mo- 
dules complémentaires ,  que  Ton  doit  à  Legendre,  comme  je  l'ai  déjà 
fait  remarquer  dansée  Journal.  Dans  cette  Note,  je  me  propose  d'é- 
tendre le  résidtnt  dont  il  s'agit  à  une  hyperbole  quelconque,  par  un 
ihéort  iiic  dont  voici  l  énoncé: 

Soit  S  la  dijj(ëi-cnce  entre  l'arc  infini  d'une  hjperbole,  ajant  pour 


et  son  asjinptnte,  et  soit  S,  ht  longueur  du  quadrant  de  la  cotube,  lieu 
des  profecthns  orthogonales  du  centre  sur  ses  tangentes;  soient  ausst 
l,itles  mêmes  choses  par  rapport  à  rhj-perhole  cwqttgnée 


et  l'on  aura 


équation 


£!  —  -Il 
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mière,  compté  dit  sommet,  jusqu^nu  point  dont  (es  coordonnévs  sont 

Pour  (I^nifiiilror  ccttt^  propriété,  rappelons-nous  les  t-xpit-ssions  coii- 
niu'ii  ^lutuc  X  lie  ce  Journal,  page  186)  pour  S  et  S,  en  fonctions 
elliptiques  complètes,  savoir, 

S  =  L{v)  -  h-F(c),    S,  =  -~  Il  ^^r*'.  . 

dms  lesquelles  on  prend  +  c'  pour  unité;  ce  qui  donne,  eu  met- 
tant pour  la  fonction  H  sa  valeur  en  fonctions  de  la  première  et  de 
la  seconde  espèce, 

-^=L=S,  =  i«  +  F(*)  ^  E(c,  Ô)]  -  \E{b)  -  F(A)1  r(c,  $), 

où  . 

SU) &  "  — 
e 

Or,  si  l'on  prônd  un  autre  an^e  X,  tel  que 

CO»  A  =  —  r 
c' 

on  aura 

Vie,  e)  +  Fie  X)  =  F{c),   E(c,  6)  -h  E(t;,  X)  -  fc(o}  =  ^  yc'  ^» 

d'où,  en  se  servant  de  Ift  relation  oonnue 

E(<?)  F  (6)  +  E(A)  F  (c)  -  F  (6-)  F  {b)  «  |ir , 

résultera  Texpression  suivante  pour  $1 , 

(I)  S,  =  ^F(6)  +  vt--'~"*^lF;^)E(t;,X)-»-  E(6)F(c,X)  -F^A)F^f,X=J, 
D'ailleurs  on  a ,  en  considérant  1* hyperbole  conjuguée , 

et,  par  conséquent. 


(a)       2,  «  ^  F  (c)  -1^  Vf*  -    W)  E  (f,  1)  -  E  (c)F  (<?,  i)]. 
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Mnintonnnt  preooiM  la  somme  des  deux  prodnils  S5|  et  22, ,  ce  qui 

nous  donnera 

ou  ce  qui  est  la  même  cbote*  comme  on  s'en  assurera  sans  difficulté, 

(3)      SS,  -h  i 2,  —  A n  Vf'—  /»*  I  E(c, X)  -  /i»E(f,    +  -  :  —  tT 
Mais,  en  déMgnanI  par  s  Tare  de  Thyperbole 

^  —     —  >♦ 
dont  les  coordonnées  x',  y*  de  Textrémité  sont 

on  a*  par  la  formule  con»ue,'eu  se  rappelant  la  valeur  de  X, 


s  = 


te 

on  trouve  donc  finalement 

^4)  SS,  -I-  22,  =  i   j;'  _  V?^*.*}, 

ce  qui  dcuiunlrL'  le  thcoreuie  énoncé. 

2.  11  est  bon  de  remarquer  que  «les  proprii'lés  coiiifue  celle  (jn  on 
vient  (rindiquer  ne  sout  pas  bornées  au  t\is  de  l'hyperboh  (  t  de  l'anfre 
courbe  dont  nous  avous  parlé.  Si  l'un  considère  la  cuurbe  lieu  <ies 
projections  orthogonales  du  centre  sur  les  tangentes  i  cette  dernière, 
et  encore  les  antres  qui  dérivent  siicoeaaivement  de  la  nouvelle  courbe 
par  la  rép<>tition  de  la  même  constriietion,  on  parviendra  à  reconnaître 
qu'il  existe  entre  leurs  périmètres  une  variété  des  relations  analf^ucs  à 
celle  du  u**  1 . 

En  elTet,  en  désignant  par  S,  le  quadrant  de  la  seconde  dérivée  de 

6.. 
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rhypt  rJjoJe 


et  par  2,  la  même  cliost;  pour  l'hyperbole  conjuguée,  on  aura,  en  se 
rappelant  des  formule»  que  j'ai  déjà  données  (tome  X  de  ce  loiirnal, 
page  186), 

S.  =  a  E  Ctr)  +  '-^^^  F  (c)     j^i^^.  H  (  -  «:  *  si»  «  X,  c) , 
2.  =  aE(^)  +  ^^^^  F  (d)  -         n  (é»  tang'  i,  A) , 
en  Êitsaut,  comme  auparavant, 


ooeX 


c 


Si  l'on  y  substitut' .  an  lieu  des  fonctions  11  h'urs  valeurs  en  S,  »-f  i,,  on 
en  déduira,  aprè.s  quelques  réductions,  a  1  atde  des  expresstoiis  pour  S 
et  2, 


(5) 


et  Ton  trouvera,  en  ajoutant  ces  équalious,  après  les  avoir  multipliée» 
reapectivemcnt  par  S,  et  2, , 

S, S.  +  i.  V,  _  a  ^SS,  =  ~^X^y  ^  .«-'J  -  2.  FiA)l- 

Or  il  «st  aisé  de  voir,  en  vertu  des  équations  (1)  et  (a),  que 
S,  V{c)  -  2,F  (*)  =  |ir  vî^^î  F  (c,  X) , 

en  sorte  que 

S,Sj  +  2,2,  -  a(SS,  -h        =  An-;i^  Fit-.  À); 
d'où ,  par  suite  de  la  valeur  de  SS,  +  22,  donnée  par  l'équation  (3) , 
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Multiplions  encore  la  première  des  équations  (5)  par  la  iiecoiide 
par  S,  et  Ton  en  tirera  facileuient 

2S»  -  S2,  -H  ^  (S8,  -h  22.)  =        imo)  •^  SF(A)]. 

Mais  on  s^aasurera  «ans  peine  que 

ce  qui  nous  donnera,  après  avoir  mis  pour  SS,  4-  22,  sa  propre 

valeur, 

(7)   2S,-S2.  =  i«-,^[*«F(c,X)^E(c,>)+£v^^| 

5.  Considérons  encore  ia  troisième  dérivée  c|e  l'hyperbole 

Ou  a  ,  pour  la  différentielle  de  son  arc  la  ioriiiule  suivante  ^tooie  X 
de  oe  Journal,  page  t86)  : 


,   r        3    a  ^1  ^c*dr 


OÙ  la  variable  r  est  le  rayon  vecteur  de  l'hyperbole,  l'our  la  réduction 
de  cette  expression  aux  formes  fondamentales  des  fonctions  elliptiques, 
rappelons-nous  que  nous  avons,  en  faisant  (r*  -i-  h*){r*  —      ss  n , 


a(*»-c>)*'t-'  f  1  nr'^6^-c^)^ 

-  [(*•  -e^f  -  A«c»]  r  ^  î^.^-, 

d'où  l'on  déduira ,  en  posant 

f  ■  s  c  séc  f , 

et,  «n  frisant  toutes  les  réductions  convenables, 

^  Ef. »,  9)  +  Il  , 
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et ,  par  conséquent,  pour  Ja  valeur  du  quart  entier.  S,, 

d  on  l'on  ure,  en  substituant  pour  H  ga  valeur  en  S,, 

-  3 -  6') ' -H * L ^ W  — ïT^ f 
De  même  : 

On  a  donc 

S.S. + 1,2, = jjî;=i^.is.8, +ï,ï,) 

Or  il  est  aisé  de  montrer  que 

S,=  aE(.c)  ->*«F(i:)^  ^^^[F(c)E(r,X)  -  E(c)F(c,À)J, 

et 

2,=  aE(*)-(i  +  c')F(6) 

ce  qui  nous  donnera 

\^^^  F  (/>)     E      js,  -  [f^^ F     ^  E (c)]  2. 

=  A-+-BF(c,X)-hCE(£:,X). 
en  fiiisant,  pour  abréger. 
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F (c)  +  E(c)]  [aE(6j  -  (i  +  <î»)F(A)J, 

On  verra  aussi  que  les  quantités  A,  B,  C  deviendront  trè«-*implf« 
après  quelques  réductions,  «t  qu'on  aura 

en  sorte  qu'on  a 

S,S,  -h  2, 2.  =  5Tïéï^î^. CS,S.  -4-  2.2.) 

d'où  l'on  conclut,  en  mettant  poar  8,5,+ 2,2,  sa  propre  valeur, 
qu^on  tire  de  l'équation  (6)» 

(«)    S.S.-.Ï.Z.=  -   "  \-t'Uc'-l>':^\Fic,X>' 


On  a  aussi  les  équations  suivanu  : 
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âlc'-A'j'-t-A'r'L  ^V'}-^  '^V'tj^ 


ce  qui  tloniie,  en  mettant  pour  S  et  2  leurs  propres  valeurs. 

d'où  l'on  tire,  après  les  réductions  convenables, 
on  bien  encore 

Enfin,  on  a 


2.» 


(c^  — A')'  a(c'—  6')        âtc^"4^'  ' 


2 


ce  qui  donne 

S, 2,  -  S,2,     i.^-;^. (SS.  +  22.)  -  -;.p^  [2, F(ft)^  S.  Ffc)], 

d'où 

S, 2,  -  S»2.  =  î.;e?5i(SS,  +  22,)  -  F  (c.  31), 

d'où,  finalement, 
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Il  «st  ai.Sf'  (le  voir  qu'on  obtiendrait  H«>  relations  seînhlrtliK m 
poursuivant  l'évaluation  des  périmètres  des  courbes  qui  appartiennent 
au  ■ystème  que  nous  «▼(»»  ooniiiléréï  il  est  très-probable»  surtout t 
que  les  dein  fonctions 

conservent  toujours  le  même  ^rpe,  c'esl-à-dire  qu'elles  sont  de  la 
forme 

n[l-{-  m  F  (f ,  X  )  -f-  «  E  [c ,  ).)] , 

ce  qui  se  trouve  vérifié  pour  le  cas  de  l'hyperbole  équilatere.  Dan»  ce 
cas,  la  première  de  ces  fonctions  s'évanouit,  et  la  valeur  de  l'autre  est 
donnée  par  Téquation  (en  désignant  par  a  le  demi-axe  de  l'hyperbole) 

«  e      —  f'jp  ~  '  4/»  -  5    3\/4v+i47-3    5\  ro' 


Tmc  XII  -  FiffiM 
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uiLui  mnvuminmniHMiww»»!  »wn  n  ma .  ..iiumainnniwirii»)  uwnwn  wiuji  iMinn  m  tu  »«»i»ll»>»»»»'»»»»i'>iniv  vi  

Dt'veloppeineiUi  suf  /  équation  ù  l'nulc  de  laquelle  on  détermine 
les  inégalités  séculaires  du  mouvement  des  planètes  [*]; 

pm  V.  C.-W.  borcbavut. 


t.  On  sait  que  différentes  questions  d'.inalyse  pure  et  appliqu»'»^, 
entre  autres  la  détermination  des  im  «ralift  s  séculairrs  dn  mouvement 
des  planètes,  coudui&t^nt  à  l'équation  que  l'on  obtient  en  élimuianl  les 
quanlitiée  x^,  •r,,...,     cotre  les  équations 

gx,  =  rt,  ,  JT,  -4-  a,  ,  jTj  -h . . .  -f-  fl„. ,  x„ , 

go-»  =  fli.iX,  4-  aa,,jr,  +...4-  a„,,x«, 


gor,  =  a,,,«,  -H  <ii.i,x,  a..i,Xj«, 

les  coefficients  a,^,,  a,.,,...  étant  tapposés  oonniu  et  devant  satisfaire 
à  réquation  de  condition 

L'équation  du  vf*^  degré  en  g ,  qui  résulte  de  cette  élimination,  et  que 
je  représenterai  par 

r  =  o, 

a,  comme  l'on  sait^  toutes  ses  racines  réelles.  On  possède  aujourd'hui 
plusieurs  d^onstrations  de  cette  propriété  de  l'équatton  T  =  o,  et  il 

ne  serait  pas  d'un  grand  intérêt  d'en  offrir  une  nouvelle,  si  elle  ne 
prouvait  rien  de  plus  que  les  déroonstratious  données  jusqu'à  présent. 


[*]  J'ai  public,  dans  le  fomr  XXX  r)n  Journal  de  M.  Crctlc,  un  Mémoire  Mir  le 
même  sujet,  mai»  moia»  complet  j  le  Mémoire  actuel  peut  être  considéré  comme  une 
extsittùm  dtt  premier. 
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Mail  j'ai  reconnu  qiie,  e»  iuimnt  une  marche  diflR&rente  de  caDat  que 

l'on  prftnd  onlinsfrpmenl ,  on  parvient  k  faire  cônnaître  nne  drùon- 
Btancp  assp/,  n-inarquable,  qui  a  K«^i  pour  l'cqiiaHnfn  V  —  o. 

Voici  en  quoi  elle  consiste.  On  sait  que  la  réalité  des  racines  d'une 
équation  algébrique  dépend  daa  rignes  de  certaine»  expression*  for- 
mées de  ses  coeffidaals,  ei|H«ssion$  qui,  lorsque  Téquation  a  totites 
ses  racines  réelles,  devront  être  toutes  positives.  Off  pour  Téquation 
r  =^  o,  toutes  ces  expressions  peuvent  être  mises  sous  la  forme  d'une 
somme  de  carrés  de  quaiititrs  réelles.  La  démoustration  de  cette  pn»- 
priété  de  l'équatlun  V  —  o  formera  l'objet  de  ce  Mémoire. 

Pour  le  cas  de  n  ^  a,  l'équation  F  =  o  est  le  résultat  de  rélimina- 
lion  entre  les  deux  équations 

ce  qui  donne 

r  =  g*  -  Ag  4-  B  =  o, 

en  |H)sant 

A  =fl,,. B  =  aj.,; 

pour  que  cette  équation  ait  ses  racines  réelles ,  il  n'y  a  qu'une  condi- 
tion k  remplir»  il  finit  que  la  quantité 

A«'-4B 

soit  positive.  Dans  l'équation  proposée,  on  a 

A*  —  4B  =  ^a,,,  -  rtj.ji'  ■+-  4«?.». 

c'est-à-dire  ^ale  à  la  somme  de  deux  carrés ,  ce  qui  dénkontre  la  iwopo* 
•slfion  énoncée  ci-dessus,  pour  le  cas  de  n  —  -i. 

Pour  le  cas  de  w:=:3,  c'wt-à-dire  quand  J  équation  r  =  o  est 
du  troisième  degré,  la  réalité  des  racines  ne  dépend  encore  que  du 
signe  d'une  seule  expression ,  qui  est  fort  compliquée ,  mais  que,  mal' 
gré  cette  ccnnplication,  H.  Kummer,  par  dâ  tentatives  auw  ingé- 
nieuses qu'heureuses,  est  parvenu  à  représenter  sons  la  forme  d'une 
somme  de  sept  carrés  (vojrez  le  Journal  de  M.  Crelle,  tome  XXVII), 

7- 
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résultat  dont  M.  Jacobt  a  montré  les  applications  à  la  géoiueiiie  ana- 
lytique dam  le  tome  LXX.V1II  du  Giomale  jércadico.  C'est  en  cher- 
chant la  vraie  lource  analytique  de  laquelle  découle  le  résultat  de 
M.  Kuminer,  que  j'ai  trouvé  la  proposition  générale  énoncée  ci<des> 
sus.  Avant  d'en  donner  la  démonstration,  il  sera  nécenaire  de  rap- 
peler quelques  notions  préliminaires. 

2.  Les  considérations  suivantes  reposeront  principalement  sur  les 
propriétés  des  alfjorithmes  que  l'on  rencontre  dans  la  ré^iolution  d'un 
système  de  n  équations  linéaires  à  n  uicoiimies.  On  sait  que  les  valeurs 
des  n  inconnues  auront  toujours  un  dénominateur  commun,  que  les 
géomètres  sont  convenus  d'appeler  d^emunatU.  Donc,  si  les  coeffi- 
cients des  n  inconnues  dans  le  système  des  équations  données  sont 


t'e  dénomiiKiifiir  commun  sera  appel*'  d<HfM-minant  dn  système  d'équa- 
tions, ou  sniiplenient  déterminant  des  quantités  a^^Aj  et  il  sera  repré- 
senté par  la  notation  s)  inl>olique 

2  (—  *'  •  *    «•  ■  • 

que  Ton  a  adoptée  parce  que  tous  les  termes  de  la  somme  dont  le 
déterminant  est  composé  se  déduisent  du  terme 

lorsque ,  en  conservant  la  série  des  premiers  indices  des  lettres  a  dans 
l'ordre  naturel,  on  substitue  pour  la  série  des  seconds  indic*'s  toutes 
les  permutations  possibles,  et  que  l'on  prend  le  terme  correspondant 
avec  le  signe  -i-  ou  — ,  suivant  qu'on  est  parvenu  k  la  permutation 
dont  il  s'agit  en  échangeant  deux  à  deux  les  indices  i,  a,...,  n  un 
nombre  pair  ou  un  nombre  impair  de  fois.  Relativement  à  ces  déter- 
minants ou  sommes  alternées,  je  vais  rappeler  ici  deux  propositions 
dont  j'aurai  besoin  dans  la  suite. 
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Prof^ition  I.  h  En  posant 

»  le  déterminant 

■  se  Ininsforme  dans  le  prtxluit  de  toutes  U»  différences  de»  qiian- 
»  lité»  9i  prises  deux  à  deux  >  c'est-à-dire 

2  (*  «î «i «l-.  flC"*)  =  ^  («I-  «*)  («•-  «.).-c«.  -  «") 

X  (a,  —  a,)...(«,  —  a,)...  X  (««-i  —  ««)•  » 

Celte  propriélé  des  déttrniiiants  remarquée  par  VanderuKinde  a 
été  posée  comme  leur  définition  par  plusieurs  géomètres.  {Fvjrez  le 
Cours  étanafys^  algébrique  de  M.  Caueby.) 

PmposUkm  II.  «  Soient  données  un  nombre  np  de  quanUtés 

i*i,it  «1,11'"»  *p,n 
«1.1»  «ttif-t  «F.»» 
«i.«»    «t.*»---»  «,p,«» 

»  et  soit 

«  de  ces  quantités  a  déduisons  les  n*  quantités 


Pl..» 

^1,  »»•••» 

p«,l» 

pl,l»'«'> 

^l»l»»«"» 

pu.*» 

s  en  faisant 

i'5/.A  =  «i.<a,.»     «t.,»,.*  a^.,a^.*. 

K  (".ela  pDSf'  .  1<"  (If^tertninant  dn?  quantité  |3  est  égal  à  la  sotntrir  des 

D  carres  de  tous  les  déterminants  que  l'on  peut  former  avec  qnaii- 

»  tués  X,  composant  n  colonnes  verticales  du  tableau  (Â);  c'est-à-dire 

»  que  Ton  a 
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>  le  signe  ^  se  rapportant  à  toutes  les  combinaison*  r',  r",...,  des 

n  nombres  I,  a,..., /7  prises /z  à  n.  - 

("p  tlit'orème  'et  même  un  théorème  plus  gént'Ta!  où  les  carrés  sont 
remplacés  [>ar  des  produits)  a  été  donné  pour  la  première  fois  par 
M.  CanchvH. 

Avant  d'entrrr  dans  la  question  spéciale  à  laquelle  se  rapporte  la 
pi  opubttioo  t!;tioncée  dans  le  n"  I ,  il  faut  encore  rappeler  le»  expref.- 
stons  du  signe  desquelles  dépend  la  réalité  des  racines  des  équations 
algébriques.  La  détermination  de  ces  expressions  est  une  simple  ap> 
piicalion  du  célèbre  théorème  de  M.  Sturm  sur  les  équations  algé- 
briques. En  efit't,  d'après  le  théorème  de  M.  Sturm,  le  nombre  N  <les 
racines  réelles  d'une  équation  V  =  o  du  n*^""  degré  en  x,  situées  entre 
les  limites  x  A  et  a:  =  B,  fi  étant  supposé  >  A,  se  détermine  de  la 
manière  suivante  : 
Soit  V|  la  dérivée  de  V«  et  &isons  les  opérations  nécessaires  pour  dé« 

y 

velopper  la  fraction  ^  dans  une  fraction  continue.  Soit  pour  cela 

V  ^V.,/.-V,. 

ou  leslouctions  V„  V^,  V,,,..,  \V„  V,  seront,  en  général,  d« 
degrés  11  ~  a,  a  —  3,  n  —  4>**m  a,  i,  o.  Substituons,  dans  ces  fonc- 
tions, les  valeun  A  et  B,  et  formons  les  deux  séries 

V(A),  V.(A),  V,(A).  V,(A),...,  V^,(A),  V^{A), 
V(B),   V,(B),    V,{B5,   V,(B)         V^,(B),  V.{^J 

soient  A'  le  nombre  d«s  filuugeaents  de  signes  qui  se  trouvent  dans 

[*]  DflS»  1»  Méaioln  îatilulé  :  Sur  ht  JorneHomt  f  nr'  ««  pemwu  obteiitr  qm  tkm^  vn' 

Ifiirt,  clr  'ft.urna!  rie  l'Écofe  PolYtrrliniqur.  xtii»  cahier. 1  Vovr?  an'^si  un  travail  <lr 
M.  Jacobi  insère  àam  le  toiut-  XXII  du  Journal  dt:  M.  Crelle,  et  qui  contient  une 
théorie  «xMpléte  des  dêtemiosiMs. 
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la  immiére  flérie ,  6'  le  nombre  correspondant  pour  la  seconde  iiérie: 
on  anra  le  nombr«  des  racines  réelles  entre  le»  limites  x  —  A  et  jr= B, 

N  =  A'  -  B'. 

Pour  avoir  le  nombre  de  toutes  les  racines  réelles  de  l'équation  V=  o, 
il  (aut  doBQ  faire  A=  —  e»,  B  =  4-  oo.  Mais  alors  la  question  se  sim- 
plifie beaiuxnip,  puisque  le*  valeur»  des  fonctions  V,  V,,  V......  V, 

pourjr=  —  nr  i^t  X  +  30  iK"  (Ipperulent  que  des  coefiicients  de  leurs 
|ilu»  hautes  puissances.  Kn  flfet,  soient  v,  v„  v^.  v,,...,  i'„  les  coetti- 
denls  des  pins  hautes  puissances  dans  V,  V,,...,  V„,  c'm-4h^ire  v 
le  coefficient  de  jp*  dans  Y,  odui  de  dam  V, ,  i»,  celni  de 
dans  V,,  ete.  Alore  les  deux  séries  de  valeitrs  seront  de  même  signe 
terme  à  tenne  avec  les  deux 


«»»  •'l>  «'•V...  V—»,  »»JI-I. 

£n  désignant  par  a  et  jS  les  nombres  de  changements  de  signes  qui  ^ 
trouvent  dans  ces  séries,  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation 
V  =  o  sera  égal  i 

w  s=  fit  —  J3. 
M  ait  on  prouve  aisément  que 

a-l-  |3  =  A. 

En  effet,  supposons  d'abord  que,  dans  la  seconde  iérie,  il  n'y  ait  au- 
cun changement  de  signe;  il  y  en  aura  nécessairement  n  dans  la  pre- 
mière, et  il  est  aisé  de  voir  que»  par  chaque  changement     signe  que 

la  secorule  M-rie  ji;agiie.  la  première  en  perd  mitant  :  doiu;  ta  somme 
reste  invariablement  égale  à  n.  On  a  donc  en  même  temps 

V  =  a  -  /3, 
»=5a  -h  |3, 

et  de  là 

V  =  «  —  ap; 

c'est-à-dire  que  l'équation  V  =  o  a  «  —  racines  réelles ,  et ,  partant , 
|S  paires  de  racines,  ima^aires,  ^  désigiMUit  le  nombre  des  change 
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numb  de  signe  dans  la  série 

et  vt  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  la  fonc* 
tien  V«. 

Le  théorème  que  je  viens  d'énoncn  n'est  pas  encore  sous  sa  forme 
finale;  pour  la  lui  donner,  il  faut  chcrcln  i  les  vrdcurs  explicites  (Ips 
quantités  i'.  p,,  v»,...,  v„.  C'est  à  quoi  nous  parviendrons  facilement 
eu  a^  ant  retours  aux  formules  de  M.  Sylvcstcr,  démontrées  et  préci- 
sées par  M.  Stiinn  dans  sa  DAnomtmtUm  étun  théatéme  iFaigière  de 
M.  Sjrivesut,  insérée  au  tome  VII  de  ce  Journal.  En  efiet»  supposons 
que  le  coefficient  de  x"  dans  V  soit  =  i,  et  que  les  racines  réelles  ou 
ima^'iiiaires  de  l'équation  V  =  o  soient  représentées  par  les  lettres  n , 
h,  c,...,  h  (au  nombœ  de  n)i  M.  Sturm  donne  les  expressions  sui- 
vantes: 

\ -{X -a){jc-b)...{x  -  h), 
V,=2  (*  -  *)  (X  -  c)...(je  -  A), 

i  2    -     (•=^  -  ^) -  '')-(^  - 

V,=  i  («  -  b)'  (a  -  cy.  ..(a  -*)•(*-  c)». . .(g  -  A)», 
les  quantités     X,,.  ..^    étant  déterminées  par  les  formules 

 ^  

  Pu=ift-hr[a-c)\.\ii-h)\ 

Ces  formules  nous  montrent  <iue  les  coeliîcientB  des  plus  hautes  puis» 
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saoces  (le  .r  ()anii  les  fonctions  Y,  V,,.»r  c'est«à'dire  1m  quantité 
Vf  ('ivi  ^«r  oxties  valeurs  suivantes  : 

(fl  —        («  —  -  À  *  =  ~  p„. 

Mais  les  quantités  p„  pn  étant  des  fonctions  symétriques  des 

racines  de  l'équation  V  =  o,  et,  partant,  des  qunîîtircs  réelles,  les 
quantités  X,,  X,,...,  X^i  ■^ont  nécessairement  positives^  doue  les  quantités 
Vit      •'»>•••»  *'«       '''^  mêmes  signes  que 

^    Pi*    Pty    Pii-'t  Pmi 

dans  le  tliéoréme  énoncé  ci-dessus ,  on  pourra  donc  substituer  cette 
série  an  lien  de  la  série  Hrs  quantités  v,  v,-,...,  f„. 

Ces  quautiléh  fjj,  p„  peuvent  encore  être  représentées  sous  une 
autre  forme  eu  y  appliquant  les  deux  propositions  sur  les  déterminants 
rappelées  au  n*  2.  En  effet,  soit  m  le  nombre  des  quantités  a,  h,...,Ji 
nous  avons 

=  2  [(fl  -  A> («  -  e).4a  -/)  (A  -  c)..J(e  -y)]»? 

mais,  d'après  la  proj  '  i-iti- >n  1  du  ti"  2,  nouî.  savons  que 
±{a-b)     -  c)...{a  -J){b-  c)...(e -J  ) 
est  égal  au  déterminant  des  quantités 


t. 

1  V», 

Tmn  XII.  —  PimtB  1847. 


8 


58  JULIliSAL  DE  iMATHEJVlATlQUES 

donc  p^,  la  somme  ries  cnrr^  tous  les  déterminaDts  qu'oii  peut 
former  par  m  colonn(n>  verticales  du  tableau 

I»      i|       If»»»  I» 
a",    A*»  c*y,., 


en  sorte  que  rentre  dam  la  catégorie  des  quantités  dont  U  est 
question  4kns  la  proposition  II  du  n**  8.  Ainsi  «  d'après  cette  proposi- 
tion ,  en  posant 

nous  aurons 

mais  |3/ji  n'est  autre  chose  que  la  somme  drs  puissances  i  +  k  —  2  des 
racines  de  l'équation  \  =  0:      est  donc  le  déLernuaant  des  m*  quan- 

^tr  ^mi 
'jn— o  *■«-♦»•••»  ''sjik-ii 

ré|)ri'>sentant  la  somme  des  puissances  des  racines  de  l'équa- 
tion V  o 

Kii  réunissant  les  résultats  obtenus  dans  ce  numéro,  nous  pouvons 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théoiètne.  «  Soit  proposée  une  équatton  V  =  o  du  i}'^*"'  degré;  desi 


[']  Rirsulut  qui  coiocide  avec  1»  fornnlea  données  par  U.  Cajiey  dans  U  tome  XI 

de  ce  Journal . 
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'  r(U'!Tjcient»  de  cette  équation  déduisons  les  sommes  iJ<-s  piiissarjce» 
»  tIe  ses  racines  jusqu'à  l'ordre  an  —  1  iiiclu>ivenieiil,  e»  avec  ce^quan- 
»  lités,  que  nous  désignerons  par  s^,  s,,  •^i»-»'  formons  les 

»  quantités  pt,  pt, Pt,  -} P»  posant 

Pt  =  *o  =  »» 

*  p*  ég«le  au  déterminant  d«a  quantités 

*  Pt  ^S^le  au  déteriuinaDt  des  quantités 

*o»  *i»  '1» 
*ii  '1»  *•» 
*»»   '»»  *♦» 

B  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  p^  qui  sera  te  déterminant  d^  quantités 

'it     *«         »  'm 


»  cela  posé ,  I  équation  V  =  o  aura  autaut  de  paires  de  racines  iuiagi- 
»  naires  qu'il  y  aura  de  changements  désignes  dans  la  série 

/>»>■••,     Pn  » 

A  ce  théorème,  on  peut  ajouter  les  corollaires  suivants  : 
Con^Uiire  1.  Dans  la  série 

fit    P%*    P*-"*  Pmt 

il  ne  peut  y  avoir  que  ^  changements  de  signes  tout  au  plus. 

OmUain  %,  Pour  que  Téquation  V  =  o  ait  toutes  ses  racines 

S.. 


I 
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rédle»,  il  est  nécemiire  et  suffisant  que  les  quantités 

soient  toutes  positives. 

i.  Retournons  à  présrnl  à  la  proposition  énoncée  tlans  le      I,  et 
prouvons  que,  pour  1  équation  i'  =  o,  les  quantités  p$t  P9i"-  > p» 
des  smnroes  de  carrés. 

L'équation  Fsso  est  le  résultat  de  Féliniiuation  des  n  inconnues  , 
sc»t»'t  *m  entre  les  n  équaticms 

gar,  =:      ^1  +  As. I     4-...+  Ar,,  «„, 


gâPjiS  <74.j|«i  +  ««,««9  +..,-¥■  a^.n^M 

où 

Multiplions  chacune  de  ces  équation»parg«  puis  substituons  dans  le 
second  membre,  au  lieu  de  gx,,  gx„-..f  gae^y  leur*  valeurs  tirées 
deit  équations  (i);  nous  obtiendrons 

g*x,  —a\,,jc,     a\_,Xj  -f-...-H  a'  .iJc,, 

w 

où 

En  multipliant  chacune  de  ces  éqiutions  par  g,  et  substituant  pour 
gXo  g^i*"'-t  g*»  valeurs  tirées  des  équations  (i).  nous  obtien- 
drons un  frotsiome  svstéme  d'f'quntions  également  semblable  au  sys- 
tème (i)  dans  lequel  g  sera  remplacé  par  g*  et  les  quantités  a/^^  par 

= «  :,  =2 \,  ,  =22 

à  V  »• 
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En  continuant  de  cette  m  uiière,  nous  trouverons  le  ««ysteme  d'équa- 
tioDs  suivantes  qui  corresi>ouiient  à  la  r''""  puissance  de  ^  : 


ou 


1,1  1.1 

tf'^x,  =  rt  '  a-,  -H  a"  or,  -H. ..4-  a  '  jr„, 
itt  t.*  «.a 


t,m  %,M  JI.JI 


toute»  les  aommiitions  se  rnpportant  aux  quantités  h  dont  chacune 
prend  les  valeurs  i,  a,...,  n. 

A  présent,  multiplions  le  système  d'équations  (r)  par  ,  et  sub- 
stituons pourg^'x,,  g*"  .Ta,...,  o'  .'»',,  leurs  valeurs  tirées  du  sv»^frmt* 
d'équations  (r');  le  résultat  devant  être  identique  avec  le  système 
d'équations  (/--h  r'),  nous  aurons  l'équation 

Abu 

qui  f  en  substituant  ^  et  r  —  f  «u  lieu  de  r  et  r',  devient 

(3)  a"  «y«**  a**^^- 
^  '  /.»    ^  *.i  «.* 

Cette  équation  subsistera  pour  touU^s  les  valeurs  rie  q  moindres  que  r 
depuis  y  =  I  jusqu'à  q~r  —  i.  Pour  ces  valetirs  extrêmes,  il  faudra 
laire 

(4)  a* 

I. 'équation  (3)  subsistera  même  pour  les  valeurs  f  ^o  et  y  =  si 
nous  faisons 

(5)  =     pour  y 

a  Ot  <  étant  différent  de  k. 
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Après  avoir  établi  l'équation  (3)  pour  toutes  les  valeurs  ilf  cj  depuis 
(/  ~  o  jusqu  a  q  =  r,  retournons  à  Téquation  F  =  o.  Cette  etjuatiun 
est  le  résultai  de  rélimination  des  n  inconnues  x, ,  ^r, entre  les  /i 
équations  (■)  ;  F  sera  donc  ce  que  devient  le  déterminant 

.lonqu*on  diminue  les  n  quantités  at,tt  ^a.tf-t  **m.*  de  la  même  quan- 
tité g.  On  aura  donc 

±  r  =  g»  -  (a,,<    a,,, a„,^)g'^*  h-..-, 

et  delà 

=  fff  +  8»         6r«  =21«'.'' 

i 

où  g,,  Ht,—,  gn  sont  les  n  racines  de  l'équation  F  =  o.  En  appliquant 
le  même  raisonnement  au  système  d'équations  (r) ,  nous  obtiendrons 

ce  qui ,  à  Taide  de  l'équation  (3),  se  tranafiimiera  en 

Isa  t«s.ii 

q  ayant  une  quelconque  des  valeurs  o,  i,  a,...,  r.  Cette  équation ,  re- 
marquable par  sa  symétrie  et  par  sa  généralité,  nous  conduira  à  la 

déinotistratioii  de  notre  théon'^me. 

lye&  quantité»  ont  été  déiiuiei»  dans  le  iiuoieiu  précédent  comme 
les  détmninants  des  quautités 

Or  les  quantités  renfermées  dans  ce  tableau,  en  y  appliquant  Téqua» 
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tioD  (6),  peuvent  être  représentées  sous  la  forme  suivante  : 


(0,  ^(.», 

*1 

1,*    i.  A 

'  a", 

a", 

*^     l.k  i.k 

^  J,*  i,* 


=21*»  .      '  ^«=21^/*  *  "  j-  '       ^2<''/i  ' 

les  sommes  de  ce  tableau  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  de  i  et  de  A 
depuis  I  jusqu'à  n  inclusivement.  En  feisant 

I  =  I  kz=  I 

on  a  donc  . 

Pm  —  ]^  (  —  i^o.O  {^«.  I  ••  •  j/m  -(  .m-i  )î 

r 

SOUS  cette  lorine,  p„  rentre  dans  la  forme  des  déterminants  consi- 
dérés dans  la  proposition  TI  du  n"  2,  les  n.p  quantités  «  étant  ici 
remplacées  par  les  m.n'  (quantités 

4*   t    *  T    a  »— »  A 

l.k         i.k         i.k  i.k 

Nous  avons  donc ,  d'après  cette  proposition , 

/,  k\  i',  /';  /",  k';...\  ;  ,  A'""*'  représentant  m  systèmes  quelconques 
des  deux  uulices  i.k,  et  la  somme  ^  se  rapportant  a  toutes  les  com- 
binaisons m  à  /«  dt's  n-  systèmes  i ,  k. 

Voilà  le  résultat  annoncé  au  n"  l  ,  résultat  qui  peut  être  euonct-  par 
le  théorème  suivant  : 

Théorème,  «  Soit 

r=a 
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N  l'équation  du  n^^*  degré  eo  g  qui  rémilte  de  réliminatum  à»  n  in- 
»  connues  entre  les  équations 

»  soit  «A  la  somme  des  puîssanoes  hf*^  des  racines  de  cette  équation  » 
»  et     le  détenninant  des  quantités 

*»»   *»»••*»      ^m-i  1 
*«i      *»»  ***—» 

»  de  sorte  que  /'a  sont  les  quantités  des  signes  desquelles  dé- 

»  pend  la  réalité  des  racines  de  Téquation  T  =  o  i  soit,  de  plus, 

Assit  h—n  h=in 

i.É  M  *,*  i,m  à,  M 

k=st  h=i  Assi 

('»  formons  le  table.m  suivant  : 


o .  .  • 

o 

1  .  .  . 

o,...; 

O 

o .  .  . 

a,.,... 

a,.,.. 

!?•••» 

«•  •-• 
•.t 

«•  ; 

m.  * 

1.1 

rt*  ••  ■ 
*.> 

a' 
i.« 

«•  ... 

«'  ; 

»  tableau  qui  consiste  en  n*  colonnes  verticales  (  hacune  de  m  quan< 
»  tités;  combinons  m  a  m  ces  n*  colonnes  verticales  de  tontes  les  ma- 
»  nieros possibles,  et  pour  cli.Kjue  conibiiiaison  rc-ulermantm*  quantités 
»  formons  le  ckitcrtninant  :  que  ces  déierminants  soient  désignés  par  M , 
»  M',  M",...;  cela  posé,  on  aura 

=  M»  +  M*' -I- M*» » 
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5.  Faisons  1  .ipplication  de  ce  théorème  général  au  cas  de  n  =  3, 
traité  par  M.  Kummer.  Posons ,  pour  ce  cas , 

<i,_j  ~  A,  rtj  j  ~  B,  "».ï  —  ^1 

«'i  j  ~  «g.»  =  D,    rt,_,  =  rt,  ,  =  E,    ri,,,  =  a,. ,  =  F, 

d'où  Tou  tire 

A,  :^      I  -  A'  +  F'  +  E',  D,  =  a\_,  =  a;  ,  =  {B  -f-  C)  D  h  FI', 

B,  =  «;  ,  =  -H  D^  E,  r=      ,     a'  .  =  (A  -I-  C)  E  H-  1)F, 

C,  =  a,.,  =  E»  H-  D» -H  es  F,  =  a,.,  =  a,. ,  =  (A  -h  B)  F  -4-  DE. 

On  aura  donc,  pour  la  quantité     le  tableau 

I  O  Oy  O  I  Of  o  o  t, 
A  F       F  B  D,  E  D  G; 

et  pour  la  quantité  p,  on  formera  le  tableau 

I  o  O,    O  I  o,    o  O  I, 
A  F  E,   F  B  D.  E  D  C, 
A.F.E,,  F,B,D„  E,D,C,. 

De  li  on  conclut 

/?,  =  (A  -  B)*  H-  (B  -  C)»  ^  (C  -  A)»  +  6n»  -»-  6E»  fiFS 

dans  le  tablpnn  duquel  on  tire  les  carr»»;  qui  forment  la  valfur  f\; 
il  estéviilent  qu'à  chaque  quantité  de  la  îi  oisiéine  li^ne  hnri/.diit.ile,  on 
peut  ajouter  la  quantité  correspondante  de  la  seconde  ligne  multipliée 
par  X,  plus  ta  quantité  correspondànte  de  la  première  lipie  multipliée 
par  sans  dtérer  en  aucune  la  valeur  des  déterminants  qu'on 
en  forme.  En  posant 

X  =  A+B+C,  ;4  =  BC  +  AC4-AB-D»-E»-F», 

on  trouvera  que  la  troisième  ligne  horizontale  du  rnbleau  se  change  en 
A'  F'  E',    F'  B'         E'  D'  C, 

où 

A'aBC-'D*,    B'^AC-E»,    C'  =  AB^F», 
iyr:=EF-AD,   E'sDF-BE,  F=rDE-GF. 
T«iiw  Xn.  ^  r<fMm  1)47.  9 
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De  là  on  tire  la  valeur  suivante  de  /»,  ; 

-f^  a(N î  +  N ;  -»-  N j  +  p;  -H  p»  -t-    -I-  Qî  -4-  q;;  -h  Ql)  R% 

où  l'on  a 

M,  s  EF'  -  FE%  Ht  =  FD"  -DF,  M,  =  DE'  -  m, 
N,  =CD'-DC  -(BD'-DB'),    P,  =  CE' -  ECT  -  (BE'~  EB'). 
.  *  Q,  =  CP  -  FC  -  (BP  -  FB'), 

N,  =  AD'-DA'-(CD'-De),    P.  =  AF  ^  EA' -  (C3E' -  EC') . 
Q,  =  AF  -  FA'  -  (CP  -  PC), 

N,  =  BD'  -  DB'  -  (Aiy -  DA'),    P.  =:  BET  -  EB*  ^  (AE'  -  EA'), 
Q,  =  BP  -  FB^  -  (AT  -  FA') , 
R  =  BC  -  CB'-i-  CA'—  AC  -H  AB*  -  BA*. 

En  se  rappelant  les  équations  identiques  connues, 

FE'  +  BD'  H-  DC'  =  o ,  E  A'  ■+-  DF'  ■+■  CE'  =  0,  A  F'  H-  FB'  ^  ED'  =  o  » 
Er-hDB'  +  GD'=:o,   AË'+FD'  +  ëC'=o,   FA'+ BF'h- DE' =  o, 

on  prouve  «isémcnt  que 

M,=-If,=  N,+  N„    M,:z.-P,=  P,-hP,,   M,=  -Q,  =  Q,-hQ,} 

on  aura  donc 

-+-  TU]  -+■  NI)  =  3MÎ  -+-  (N,  -  N,)*, 
^  (P j  4-      +  p-i)  =        +  (P.  -  P,)', 
»  CQî    Qî  -H  Q^)  =  3M»  +  (Q,  -  Q.)\ 
et,  aprè»  cette  réduction,  la  videur  de  pt  prendra  la  forme  suivante; 

1 5{M?  -4-         M J)  +  (IV,  -  N,)»  -H  {P,  -  P,)'  +  (Q,  -  Q,)'+  R*, 

ivisultat  qui  coïncide  exartptnerjt  avec  celui  de  M.  Ktimmer,  repré» 
senlé  sous  la  forme  que  lui  a  donnée  M.  Jacobi  dans  le  Giomalt  Ar~ 
cacRco, 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  valeur  de  />,  n'est  pas  nécessaire 
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pour  reconnaître  la  réalité  des  trois  racines;  car,  d'après  le  corol- 
laire I  du  théorème  énoncé  dnns  le  n"2,  dans  une  éqnatio?^  dn  troi- 
sième degré,  dans  laquelle  la  quantité     est  |>ositive,  la  quantité 
doit  l'être  également. 

D'après  le  théorème  général  que  nous  avons  démontré  dans  le  nu* 
méro  précédent,  il  n'y  a  aiictme  diHkmlté  de  foire  pour  n  et  pour 
les  valeurs  plus  élevées  de  n  également,  le  calcul  des  carrés  dont  la 
somme  forme  les  quantités  p.^,  p^^ —  p„.  Ainsi,  pour  Ip  cas  de  n^-  f\  . 
les  quantités  p^,  p^,  p^  sont  respectivement  représentées  par  une  somme 
de  ia,  de  55  et  de  i35  carrés.  Par  des  considérations  analogues  à  celles 
qui,  pour  lecasde»  s=  3,  ont  réduit  de  iSà  7  le  nombre  des  carrés 
formant  la  valeur  de  on  parvioit  ^lement  à  rabaisser  ces 
nombres  11.  S5  pt  1 .le  n'entrerai  pas  dans  ces  détails,  et  je  me 
conlenlerai  d'avoir  indiqué,  pour  tous  les  cas,  les  opérations  néces- 
saires au  calcul  des  carrés  qui  turment  les  valeurs  des  quantités  p^^ 
Pt''--i  Pu- 


9- 
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SUR 

LES  ÉQUATIONS  ALGEBRIQUES  A  PLUSIEURS  INCONNUES} 

Pau  J.  LI0UV1LL£. 


Ayant  deux  équations  algébriques  à  deux  utconnues, 

(0  y(*»7)  =  <»t  F(*»r)  =  <»» 

on  peut,  comme  on  sait,  éliminer  une  des  inconnues  |»ar  l«  méthode 
des  fonctions  symétriques,  et  former  de  cette  manière,  sans  aucun 
facteur  étranger.  IV'qnalion  dont  l'autro  inconnue  drprnd.  Si  l'f)ri  a 
Fliiiiinp  r.  |)ar  exemple,  i'icjuation  tinale  dont  nous  parlons  fournira 
leh  valeurs  de  x.  Mais  comment  aiira-t-on  ensuite  les  valeurs  de^'  cor- 
respondantes, et  par  conséquent  les  groupes  {x,  j)  qui  vérifient  les 
équations  (i  )?  La  méthode  des  fonctÛMis  Sjymétriques  contient-elle  en 
soi  quelque  moyen  simple  de  se  compléter  et  de  conduire  aux  groupes 
dem.indt's'  Cette  question  curieuse  et  iinpotianle  peut  être  regardée 
connue  un  cas  particulier  de  celle  qu'Abel  a  résolue  dans  le  Mémoire 
intitulé  :  Recherche  de  la  quantité  qui  satisfait  à  la  Jois  à  deux  équa- 
tions algéhriques  iUmnées  [*].  Abd  léiissit,  en  eifeti  à  représenter»  à 
Taide  de  fonctions  symétriques  calculables  par  les  coefficients 
etc.,  la  racine jr  commune  à  deux  équations  : 


[*J  Voyez  Ie«  Annaln  de  Mathématiques  par  M»  G«r|$oirae,  lodieXVII,  pa^2o4> 
J'ignore  pourquoi  ce  Mémoire  d'Abcl  n'a  pas  été  compris  dans  FéditioïKa  dniE  TO- 
luuKS  de  ses  OEavres  nulbéinatiqa^s  publiée  par  M.  Uolmbo*. 
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qu'on  sait  d'avaucp  être  coTnpatihh  s.  Pour  nppHquer  ces  forniules  aux 
équations  (i),  il  suffira  donc  tie  supposer  que  p^,  etc.,  sont  Uei> 
fonctions  de  x,  et  d'y  remplacer  successivement  x  par  les  divenes 
racine»  de  l'équation  finale  obtenue  en  éliminant  jr.  On  aura  ainsi  la 
valeur  de  qui  correspond  à  chaque  racine  x.  Je  dis  la  valeur  de  jry 
car,  bien  qu'ciii  puisse  faciienicut  t'ieiulr  c  l;i  uii  tliotle  Alx  l  r»u  cas 
particuliLT  où  plusieurs  valeurs  «le  7'  rcjM  iudrait'iit  à  une  uicme  l  ât  ine  a.', 
l'auteur  a  laissé  de  cote  ce  cas  particulier.  Nous  l'aniierons  en  cela,  et 
nous  nous  en  tiendrons  au  cas  général;  mais  nous  suivrons  du  reste 
une  marche  difiérente  poar  arriver  aux  solutions  (x,  /)  des  équa« 
tions(i).  ITousintro<Iuirons  dans  nos  calcids  une  indéterminée  «,  à  peu 
près  comme  Poiaaon  l*a  fait  dans  son  Mémoire  sur  rélimination  [*|. 
Posons  donc 

x  +  qf  =  <y    d'où  x^t—ajr. 
Les  équations  (t)  deviendront 

J\f  ~  V'  yi  —  *>'  P  —  «r^j"»  =  "  •» 

et ,  en  éliminant     on  aura  une  équation  finale  en  /  de  la  tornie 

^(t,  «)  =  o. 

Mais  en  taisant  a  =  o,  on  a  <  =  x  ;  l'équation  qui  donnera  les  valeurs 
de  X  est  donc 

i|»(x,  o)  =  o. 

A  présent ,  pour  trouver  la  valeur  de  jr  qui  correspond  à  chaque  ra- 
cine X»  observons  que  l'équation 

différentiée  par  rapport  à  a  (dont  X  et  ^  ne  dépendent  pas,  mais 
dont  t  est  fonction)  donne 


['[  Journal  dr  (' Ècok  Polytechnique,  xi'  rahier,  page  199. 
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On  à  d'ailleurs 


Il  en  résulte 

et ,  par  suite,  en  posant  a  =  o  : 

X  =  ^*  («1  o). 

Telif  est  I  expressiou  de^  eu  fouction  de  Jt.  Elle  est,  cuijuik  on  vou , 
trcs-facUe  k  former  dès  qu^on  connaît  ^  oc).  Le  calcul  peut  d'ail- 
leurs être  simplifié  en  négligeant  dans  ^  (t,  a)  ou  plutôt  en  se  dis* 
pensant  de  former  les  ternies  qui  sont  inidtipliés  par  une  puissance 

de  «  supt'rieure  à  la  premirvi  -.  t  n  <  flt-r,  ces  termes  n'influent  nnlle- 
nienf  sur  !(«5  valeurs  de  x  et  j  .  Four  le  démontrer,  ordunuous  ^{t,  aj 
par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de  a,  et  soit 

^{t,a)^  '!^{t)     a^r,  {t)  -+-  a»ij.,(0  h-  

£n  posant  at  =  o,  d'où  t  —  Xy  l'équation 

nous  donnera  d'abord 

«|»(jf)  =  o, 

ce  qui  déternûnera  jc.  On  a  emuite,  en  différentiant, 
d'où  t  pour  a     o  t 

Ainsi  les  deux  pnmiers  termes  de  <j*  (/,  a)  suffisent  pour  trouver  a  et^, 
et  il  est  inutile  de  calculer  les  suivants. 

Notre  méthode  s'étend  fecilement  à  un  nombre  quelconque  d'équa- 
tions contenant  un  nombre  égal  d'inconnues.  Soient,  par  exemple, 
trois  inconnues  et  troia  équations 

(a)  «)=o»    F(*»J»»)  =  0»  9(«,jr,«)=o. 
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Un  introduira  deux  indéterminées  a,  fi,  et  l'on  posera 

jc  -h  a/  +  p«  =  / ,    d'où    X  =.  t  —  ajr  —  ^z. 

En  portant  oette  valeur  de  r  druis  les  équations  (ft),  puis  éliminant  j- 
et  s»  on  aura  une  équation  de  la  forme 

j3^  =  o. 

Mais  à  et  =  o ,  ^6  =  o  répond  $  =  je.  Donc  l'équation  qui  doit  fournir 
les  valeurs  de  x  sera  d'abord 


De  Téquation 

on  tirera  d^aîUeurs 

enfin  réqiution 
donnera 

et 


l|l  («,  0|  o)  o. 


dt  dt 


4.(É,a,/3)  =  o 


En  faisant  donc  a  =  o,  /S  =  o,  il  viendra 

J^  =  +»l*fO»  o),    a=  «j<,(jr,  o,  o). 

On  aurait  pu  aussi  n'introduire  qu'une  seule  indéterminée  a,  poser 

jc -I- eç;  -i- a'z  = d*où    x  =  f  — aey  — a'z, 

puis,  après  avoir  porté  cette  valeur  de  x  dans  les  équationsi  (a),  éli- 
miner jf  et  2 ,  ce  qui  aurait  donné  un  résidtat  de  la  forme 

^(|,«)  =  0. 

Alors  00  aurait  eu  <  =:     pour  a  =  o,  et,  par  oonséquent ,  l'équih' 
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lion  «n  X  aurait  ^té 

(JT  ,  O)  =  O. 

D'un  autre  côté»  on  aurait  trouvé  les  formules 
et 

qui,  pour  a  =  o,  se  réduisent  à 

7  =  i'*(«»o),    a»  =  ij»,(jc,o}» 

et  fournisfent  et  s  pour  chaque  valeur  de  jr,  ce  qui  résont  la  ques- 
tion proposée. 

Nous  n'avons  pas  liesoin  d'ajouter  qtit*.  quel  (jiif  soit  le  nombre  des 
«'•quritinns  et  «les  inconnues,  il  y  aura  des  biinpliflcutions  de  calcul 
analogues  a  celtes  que  nous  avons  indiquées  pour  le  cas  de  deux 
éqtiatUms.  Par  exemple,  quand  on  introduit  deux  indéterminées  a ,  ^ , 
en  posant  4?  +  et;^  +  J3a  s=  on  peut  se  di^nser  de  calculer  en  entier 
a«^J  il  suffira  de  former  le  terme  indépendant  de  a>  J9,  et  les 
deux  termes  qui  sont  multipliés  soit  par  a  seulement ,  soir  pnr  fi  spiile- 
merit:  les  termes  en  a'.  etc.,  n'infltient  en  rien  sur  les  valeurs 

«le  Jc,  j\  s.  Mais  quand  on  n'emploie  qu  une  uidcfermuiée  a  et  qu  ou 
prend  «  -f-  -l-  a'  s  =  il  n*est  peraiia  de  négliger  que  les  termes 
affecté  d%ine  puissance  de  a  snpérieure  à  ta  seconde. 
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Principet  d'un  runiveaa  système  de  moteurs. atmosphh'iques  à 
fi)r<»s  9ms,  wec  eu  sans  oseUlations,  wec  ou  sans  stnipape; 

Pm  m.  Amtou  m  GALIGNY. 


Étant  donnée  une  colonne  liquide  en  inuuvement  dans  un  tuyau 
de  conduite  débouchant,  par  une  extrémité,  dans  un  bief  supérieur 
qui  reçoit  les  eaux  motrices,  et,  p«r  Tautre,  dans  le  bief  inférieur 
ou  d*avft| ,  si  l'on  ferme  Textrémité  d*amont,  il  s'exercera  une  suc- 
cion en  vfrtii  de  la  force  vive  de  celte  colonne,  et  Von  pourra  uti- 
liser la  pression  de  l'attuosphere  sur  un  piston  d'une  manière  analc^ue 
a  ce  qui  se  présente  dans  une  machine  a  vapeur  à  simple  effet. 

Ce  problème  ne  peut  être  convenablemait  résolu  par  le  béli^  as- 
pirateur,  et  je  ne  propose  de  montrer  dans  quelles  circonstances  prin* 
cipales  il  peut  l*étret  sans  choc  bruscjue,  au  moyen  des  idées  que 
fournit  la  nouvelle  branche  de  l'hydraulique,  objet  de  mes  recher- 
ches, dont  j'ai  fait  déjà  beaucoup  d'applications.  On  verra  plus  loin 
quels  sont  les  avantages  particuiiert»  de  ce  nouveau  système  de  luo» 
teurs. 

Les  combinaisons  que  je  vais  indiquer  sont  esses  simples  pour  être 

explicpiées  sans  figures,  d'autant  plus  qu'il  ne  s'agit  ici  que  d'exposer 
1 1  iiici])es  dont  les  détails  d'application  seront  développés  dans  un 
ouvrage  que  je  prépare  sur  ces  matières. 

1. 

Moteur  à  piston  sans  soupape 

L'origine  du  tuyau  peitt  être  tout  simplement  bondiée  altemative- 
tnent  par  le  piston,  ce  qui  dispeuM^ra  de  toute  espèce  de  soupape,  puis- 
qu'il eu  tiendra  lieu  lui-même  à  l'époque  voulue.  Quand  l'eifet  de  la 
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succion  sera  produit,  un  contre-poids  relèvera  le  piston,  en  refoulant 
l'eau  du  bief  supérieur  qui  s'est  introduite  au<dessusde  ce  piston  pendant 
la  descente.  Pour  s'en  rendre  compte,  il  suffit  de  remarquer  que  Ton 
n*a  pliu  k  ^occuper  àe  la  succion  y  dont  la  force»  à  l'époque  où  elle 
coimunce  à  «levni  «Ir»,  -en  igéuéral,  him  fin  grmde  qiM  la 
preMÎOn  du  bief  supéfîear  sur  le  même  piston. 

T/>rsqiie  le  piston  sera  çorti  du  tuyau ,  ia  colonrtp  liqtiiflp  pu  tnouve* 
ment  dans  rintcrieiir  de  celui-ci  sera  gradrielletneut  reiluite  au  repos 
en  vertu  de  la  pression  de  i'eaii  du  bief  supérieur,  qui  fera  bientôt 
naître  un  mouvement  m  sens  contraire.  Alors  la  force  vive  s*raima- 
^asinera  gradudllanent  dans  rinlériear  du  tuyau,  par  snile  de  Técou- 
lement  de  l'ean  motrice  au  bief  inférieur.  Il  n'y  aura  ()lus  qu'à  fiiire 
rentrer  h-  piston  dans  le  tuyau  pour  faire  travailler  l'atmosphère. 

Nous  avons  dit  que  le  piston  avait  été  relevé  au  moyen  d'un  contre- 
poids. Il  faut  ajouter  que  ce  oontre>poids  n'ayant  plus  besoin  d'agir, 
àlieauconp  près,  avec  la  même  puissance,  A  partir  du  moment  où  le 
(HSton ,  dégagé  du  tuyau ,  n'a  plus  à  surmonter  que  les  rénstanees  pas- 
sives, la  résistance  du  milieu,  etc.,  on  laisse  plonger  ce  contre-poids 
dans  un  bassin  disposé  à  nne  hauteur  suiEsante  pour  qu'il  ne  puisse 
être  atteint  par  les  crues  de  la  rivière;  on  donnera  d  ailleurs  à  cette 
piè(M»  molnle  une  densité  calculée  de  manière  à  lut  iUre  eonvenaUe" 
ment  achever  sa  tsourse,  en  venant  s'enfoncer  au  besoin  dans  un 
vase  particulier,  disposé  dans  son  bassin,  (Voù  l'eau,  1>msquement 
rliiv^ép  t  I  I  fui  de  cette  course,  amortira  la  percussion  comme  le 
ferait  un  corps  mou. 

Au  moyen  de  ces  précaution:»,  il  n'y  aura  qu'un  etiort  minime  à 
faire  pour  la  rentrée  du  piston  dans  le  coips  de  pompe,  au«dessus  du* 
quel  il  a  été  soulevé,  seulement  de  la  quantité  suffisante  pour  que 
l'eau  du  bief  supérieur  entre  librement  par  l'extrémité  supérieure  du 
tuyau,  convenablement  évasée.  I.^  partie  inférieure  est  évasée  en  vertu 
des  expériences  de  Yenturi  et  de  M.  Eytelwein  sur  l'écoulement  du 
liquide  à  la  sortie  des  tuyaux  qui  ne  sont  pas  très-longs. 

La  méthode  U  plus  él^ante  pour  foire  rentrer  le  piston  consiste  à 
disposer,  le  long  d'une  queue  inférieure,  un  boulet  ou  obstacle  quel* 
conque,  sur  lequel  la  percussion  de  l'eau  affluente  augmentera  de  plus 
en  plus  avec  la  vitesse  de  cette  eau  jusqu'à  ce  qu'elle  entraîne  le  piston 
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à  l'époque  voulue,  il  en  résulte  que,  du  iiioius  dans  le  cas  où  le  uiv^u 
«lu  bief  supérieur  serait  constant ,  on  pourrait  n  avoir  qu'une  keule 
«obile  àum  le  •jutème;  car,  «a  lieu  d'un  ccmli^poiJik,  on  povirvt 
dnpoter  sur  te  néme  tige  que  le  bovlel,  ma»  au-desme  d«  piston ,  qui 
devrait  alors  flotter  perlui'méme,  un  flotteur  particulier  qui  sorti|«itde 
IVati  à  l'époqu»^  où  nous  avons  dit  quo  !<■  contre-poids  devait,  au  con- 
traue,  s'y  plonger.  Si  d  riillf-iirs  je  fais  uienlion  de  ces  cii'constaDces,  c'est 
parce  qu'il  est  iutéres&ant  de  conserver  la  trace  des  idées  <le  ce  genre  à 

came  de  leur  sînipUcité,  abatraction  &tte  de  leur  application.  Mai»  il  y 
a  lieu  de  penser  que,  dam  les  applicationa ,  la  ooDlie-pmda  aara  préfé> 
rable»  et  qu'il  sera  plus  économique  de  faire  rentrer  le  pistou  dans  le 
tnvrtn  au  moyeu  d'une  petite  bascule  hydraulique  dont  le  travail  sera 

uisigniliant. 

L  emploi  de  Tune  des  dispositions  connues  sous  le  uoui  de  cataracte 
sera  d'ailleurs  d'autant  plus  oommpde,  que  noasn*avons ,  à  cette  épo- 
que, à  nous  embarrasser  d'aucune  oscillation,  c'esl4-dire  d'aucun  mou- 
vfmont  de  retour  de  la  colonne,  et  que  peu  importe,  eu  j^énéral ,  que 
l'on  ntr  k  cliaque  ]>ériode  un  peu  plus  ou  un  peu  moins  de  force  vive 
emuiagaMnée  dans  le  tuyau,  puisqu'elle  &era  plus  ou  moins  bien  utilisée 
dans  tous  les  cas.  àu  reste,  j*aî  donné  ailleurs  dea  moyens  de  régula* 
riser  les  cataractes  comme  de  véritables  clepsydres  ;  mais  il  ne  s'agit* 
dans  ce  Journal,  que  d'exposer  dea  principes. 

tl. 

Le  moteur  atmosphérique  à  forces  vives,  sous  la  forme  que  je  viens 
de  décrire,  a  l'avantage  d'être  d'une  simplicité  d'exécution  qui  permet 
de  rendre  compte  de  ses  efifets  à  priori  avec  plus  de  facilité  que  sous 
la  forme  suivante. 

Le  piston  dans  cdle-d  est  composé  d'une  soupape  d'Amstrong  ou 
d'un  piston  portant  une  soupape,  et  qui  ne  sort  jamais  du  tuyau.  Quand 
la  vitesse  voulue  est  acquise  par  le  liquide  dans  ce  tuyau,  cette  sou- 
paj^e  se  ferme  en  vertu  de  la  |)eroussion  de  l'eau  alfluente  stir  Ttne  dp 
st^  laces,  conv<'naljlement  disposée:  à  partir  de  ce  moment  la  soupape 
devient  piston,  et  ia  pression  atmosphérique  agit  sur  la  résistance 

fO.. 
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à  vaincre.  Quand  la  force  vive  du  système  est  l'teinte ,  la  soupape 
s'ouvre  par  des  moyens  connus,  et  un  contre-poids  ou  un  flotteur 
la  relève  avant  qu6  la  colonne  liquide  ait  acquis  de  haut  en  bis  nue 
vitesse  suflSsante  pour  faire  éprouver  une  résistance  passive  trop  fbrie 

pendant  le  retour  de  cette  soupape. 

II  est  facile  de  voir  que  cette  disposition  du  piston,  qui  peut  cl'ail- 
leurs  ctrv  pr<^sentée  sous  diverses  formes,  a  sur  !fi  précédente  l"a\an- 
tage  de  supprimer  la  plus  grande  partie  du  contre-poids  et  sua  bu.si>in 
particulier,  mats  surtout  de  supprimer  la  queue  inférieure  du  piston  y 
et,  par  suite,  de  diminuer  la  profondeur  des  fondations  pour  le  cas 
où  l'on  veut  supprimer  la  cataracte.  I^e  piston  saisît  la  r^istance,  au 
mo\  en  i  l'  la  pression  .itr!i'>N|>liériqne, ,»  l'instant  où  la  soupape  se  ferme. 
Nous  reviendrons  d'ailleiii  s  |ihis  loin  sur  les  avantages  et  les  iucoové* 
nieiits  de  ce  point  particidier. 

III. 

Moteur  h  pittoH  et  à  toapape  trUniMque. 

Au  iiiMi  lie  e  Misidi'ier  le  piston  comme  faisant  alternativement  fonc- 
tion de  soupape,  je  suppose  qu'étant  d  ailleurs  plein  ,  c'est-a-dire  sans 
soupape,  il  fonctionne  dans  un  corps  de  pompe  particulior,  sans  en 
sortir,  ce  cwps  de  pompe  étant  altemativeraent  réuni  au  tuyau  d*as- 
piration  |>ar  une  soupape  cylindrique  à  douMe  siège,  dite  de  cntnwall, 
qui  fait  alternativement  de  cfvdeuv  [ùeoes  (ives  un  seul  et  même  tube. 

l  e  pislou  sera  aspiré  ccuuuie  ci-dessus  a  l  époque  où  la  sotipape  cy- 
lindrique sera  fermée.  Or,  pour  voir  comment  cette  soupape  peut  s'ou- 
vrir d'elle-même,  il  suffit  précisément  de  voir  en  vertu  de  quelle  force 
elle  sera  maintenue  feruiée.  La  colonne  liquide,  dont  le  mouvement 
permet  à  la  pression  atmosphérique  de  faire  travailler  le  piston ,  agit 
aussi  d'une  iiianiére  analogue  sur  la  soupape  ovlindrique,  parce  que 
l'anneau  supérieur  de  celle-ci  dépasse  d'une  quantité  quelconque 
faimeau  inférieur  vers  l'intérieur  de  cette  soupape.  L'aspiration  est 
donc  une  cause  qui  tient  la  soupape  fermée,  et  qui ,  vers  l'époque  de 
la  cessation  de  son  influence,  lui  permet  de  s'ouvrir  au  moyen  d*un 
flotteur  ou  d'un  contre-poids.  Nous  avons  indiqué  plus  haut  conmient 
un  piston  faisant  iioncùon  de  soupape  pouvait  ètie  baissé  au  moyen  de 
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la  percussion  de  Feau  affluente  sur  des  rebords  convenablement  dis- 
posés: ici  cela  i";t  »MK  ore  plus  évident  jiarce  qu'il  n'y  a  point  d'attir.iil 
îi  mouvoir,  mais  seiileiuenl  un  contre-poids.  11  y  a  des  dispositions  com- 
tntines  à  tout  cet  ensemble  et  sur  lesquelles  il  est  inutile  d'insister. 

Ce  système  de  motenr  a  sur  le  précédent  Tavantage  de  ne  pas  avoir 
de  soupape  tournante.  C'est  à  rexpérienec  a  décider  si  cet  avantage 
est  r^ïsentiel. 

Quant  h  !a  manière  de  relever  le  piston,  (Ile  peut  être  i '>risit!<'Tée 
sous  deux  points  de  vue.  Si  le  nivc.ui  du  biei  supérieur  est  cuii^tanl , 
le  corps  de  poin|)e  peut  être  prolongé  au-dessus  du  niveau  de  ce  bief. 
Alors,  au  moment  où  la  soupape  cylindrique  s'ouvre,  la  pression 
du  bief  supérieur  agit  en  même  temps  sur  la  cotonne  contenue  dans 
le  tuyau  et  q»n  résiste  par  son  inertie,  ainsi  que  sous  le  piston  qu'elle 
tend  H  relever,  et  qu'elle  petit,  »  la  rigueur,  relever  sans  contre- 
poids. Mais  cette  considération  ayant  peu  d'importance,  nous  considé- 
rerons priucipal«nent  le  cas  le  plus  général,  celui  des  niveaux  va^ 
riables ,  et  nous  plongerons  en  entier  le  corps  de  pompe  dans  l'eau , 
ce  qui  nous  permettra  de  Jonctionner  sous  la  gtace,  le  piston  étant 
facilement  relevé  au  moyen  d'iin  contre-poids,  si  In  colonne  liquide 
inférieure  est  assez  longue  poui-  lésister  par  sou  inertie  pendant  un 
temps  qui  peut  dailleurs  être  fort  court.. 

Il  est  clair  que  l'axe  du  corps  de  pompe ,  et,  par  suite ,  celui  du  pis> 
ton ,  au  lieu  d'être  verticaux  peuvent  être  horizontaux  ou  sons  «ne  in- 
rlinaison  quelconcpie.  Mon  but  n'étant  ici  que  d'exposer  des  principes, 
je  n'entrerai  pas  dans  tous  les  détails,  .l'mdiqucrni  seulernciit  encore  la 
disposition  suivante  en  supposant  l'axe  du  corps  de  pompe  liorixontal. 
La  soupape  cylindrique,  borizontale  au.ssi,  fonctionnant  toujours il'une 
manière  analogue,  on  sait  déjà  comment  le  piston  sera  aspiré.  Or  il 
peut  revenir  sur  ^es  pas  sans  conti-e-poids,  m  sa  face  opposée  est  en 
communication  avec  une  capacité  où  le  niveau  du  liquide  soit  infé" 
ripuf  ii  celui  du  luef  d'a\al;  car,  lorsque  fa  force  vive  de  h  colonne 
liquuic  aspirante  est  éteinte,  la  pression  du  îiief  d'aval  suftii  pour  re- 
fouler le  piston  vers  son  point  de  départ,  et  même  pour  ouvrir  la 
soupape.  Dès  que  la  soupape  est  entr'ouverte,  la  pression  du  l»ief 
supérieur  achève  de  l'ouvrir  en  s'appuyant  sur  l'inertie  de  la  colonne 
liquide  en  aval  du  piston.  On  conçoit  que  cette  soupape  peut  être  liée 
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an  piston  par  un  tynàmit  de  déclic  analogue  à  ceux  doni  j^ai  moi' 
même  donné  autre  part  des  exemples,  de  telle  lorte  qu'étaut  ramenée 
à  place,  elle  soit  abandonnée  à  ellc-inème  par  le  piston;  elle  re- 
viendra ensuite,  au  moment  voulu ,  se  fermer  par  les  moyens  suiidits. 
Quaut  au  pistou,  il  est  facile  de  l'arrêter  à  la  iiu  de  sa  course  rétro- 
grade »  sam  choc  bnuque,  an  moyen  du  re&ulemant  d*une  colonne 
liquide  dans  on  tuyau  recourbé  de  section  convenable,  formant  la 
capacité  supplémentaire  que  nous  avons  supposée  derrière  le  piston. 

J'ai  pensé  (ju'une  indication  succincte  de  ce  système  de  régulation 
ne  serait  pas  sans  mtérét.  Mais,  dans  les  applications  eu  grande  il 
sera  toujours  facile  de  tenir  compte  des  petites  difficultés  de  régu^ 
lation,  an  moyen  de  caionutet.  Le  principe  de  la  disposition  pré> 
eédente  est  aussi  applicable  au  corps  de  pompe  vertical  ;  mais  celle 
que  j'ai  indiquée  d'abord  a  l'avantage  d'exiger  des  fondatioiîs  moins 
profondes,  le  piston  n'étant  pas  obligé  de  descendre  au-dehsoiis  du 
niveau  du  biet  intérieur  quand  U  est  relevé  au  moyen  d'un  contre- 
poids. 

Moteur  A  Jleeke  oteHIaMe  saut  aoapape 

Je  suppose  uiaiuteJiaut  que  le  piston  soit  formé  d'uu  cyluuire  dont 
les  parois  s*âèvent  toujours  au-dessus  du  niveau  du  bief  supérieur.  Il 
suffit^  comme  on  va  voir,  de  &ire  osdiler  verticalement  ce  cylindre 
terminé  inférieurement  par  un  cône,  de  manière  qu'il  vienne  altema* 
rivemcnt  s'engager  dans  le  tuyau  lixe. 

S'il  n'y  avait  pas  de  résistance  passives,  le  cylindre,  cnioncé  a  une 
certaine  prafondeue  au-dessous  du  niveau  d'un  réservoir  large  et  pro- 
fond, remonterait  au-dessus,  plus  haut  que  ne  rédigerait  son  poids 
spécifique  si  l'état  de  repos  était  stable ,  puis  il  redascoidrait  à  la  même 
profondeur,  et  ainsi  de  suite  indéBninieiit. 

Or.  s'il  a  été  engagé  une  première  fois  dans  le  tuyau,  et  qu'à  celte 
époque  il  ait,  en  vertu  de  sa  legeœté  spécitique,  été  lancé  de  bas  eu 
haut  par  la  pression  de  l'eau  du  bief  inférieur,  il  sortira  avec  sa  vitesse 
acquise  comme  une  flèche  ou  une  sorte  de  bombe  chassée  par  un  mor> 
ticr.  Cette  vitesse  acquise,  si  elle  est  suffisante  pour  compenser  la  perte 
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de  traratt  due  «ne  idmUnen  painves  qo*il  éprouvera  dan»  Mn 
douMe  trajet  de  va-et-vient  vertical,  lui  permaUra  da  'venir  s*enga^ 
ser    son  reloar  dans  la  baucbe  dn  luyaii  d'où  mot  vnoiiB  de  Je  voir 

sortir. 

On  peut  6e  rendre  couipte  à  priori  de  la  possibilité  de  ces  effets  au 
mogren  da  la  diapoailïott  aunanle  :  à  la  nmae  MiUde  k  mouvoir^  en  un 
met  f inertie  da  fffsliènie,  cat  •nfifisannnent  angaMntée  «u  moyen,  par 

exemple,  d'un  contre^poids ,  les  forces  motrices  restant  les  mêmes, 
on  conçoit  q»ïi°  Ip  moiivpmpnt  froscillation  verticale  du  cylindre  sera 
beaucoup  plus  lenl,  etqu  il  en  résultera  une  diminution  considérable 
dans  la  résistance  du  milieu  liquide.  Or  le  frottement  dn  balancier 
B'atifmenlera  pas  d*mM  manière  aiaes  notable  pour  détruire  cette 
conaidértfHon,  dont  il  résulte  d'aiileurt  im  plus  grand  débit  d*eau 
motrice  à  chaque  période,  puisque  l'écoulement  durera  plus  long- 
temps, et,  par  suite,  une  plus  grande  quantité  rie  force  vive  emmaga- 
sinée à  chaque  période  dans  le  tujau  de  conduite.  Il  est  donc  évi- 
dent que  cet  appareil  fenctiomuffa  n  les  proportiont  «ont  bien  dé- 
terannées-par  le  tâtonnement,  et  qu'on  aura  TéritablenMnt  un  moteur 
à  fièchê  <ueUUmte.  Il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  que  Toii  peut 
d'aiHenrs  suspendre  le  cyliiulie  an  fiauf  Hp  sa  course  pendant  nn  cer- 
tain temps,  et  le  décrocher  au  moyen  d'une  cataracte,  ou  même  sans 
cataracte ,  par  ia  percussion  de  l'eau  afiliieiite  sur  une  surface  disposée 
dans  ce  but. 

Un  dei  inconvénienls  <le  oetle  forme  du  moteur,  si  elle  rettait  dans 
œt  état,  serait  de  ne  poovmr  faire  commencer  laction  àt  la  pression 
;>tn>'>«phérique  qu'au  moment  011  le  pistou  cylindrique  entre  il  ins  la 
bouche  du  tuyau.  Ur  il  y  a  beaucoup  de  résistances  industrielles  qui 
offrent  une  inertie  considérable  à  vaincre,  ce  qui  serait  ici  une  cause 
de  percuMion.  Mais  il  est  juste  de  remarquer  qu'il  y  a  auaâ  des  réM»- 
tances  indastineUes;  telles  sont,  par  exemple,  oertnins  frottements 
utiles,  qui  ne  sont  pas  dans  le  même  cas.  Le  système  n**  1  du  piston 
toujours  plone;p  sans  soupape  oftVait  aussi  un  inconvénient  analogue, 
mais  bien  uiouidre,  parce  qu'on  peut  craindre,  malgré  les  considéra- 
tions ittivanliee,  qu'id  la.mame  du  «qdiudre  et  de  son  attirail  jie  donne 
lieu  4  une  pemussioR^d'une  eepèce  qui  sera  expliquée  plus  loin ,  tendis 
qne  Bou8.ii*aviont.qiie  la  masse  d'w  piston  et  de  sa  tige,  le  contre- 
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poids  Itti-méoifl  et  son  balancier  pouvant  étfe  disposés  de  manière  â  ne 

pas  agir  en  bloc  au  moment  où  la  résistance  est  saisie. 

Pottr  achever  de  (  onrcroir  VncHoti  de  I  cau  dans  ce  sysfème  de  flot- 
Unir,  il  faut  voir  que  I  eau  du  hiet  supérieur  cotuaience  à  agir  pour 
relever  ce  flotteur  dès  le  moment  où  le  cône ,  disposé  an  bas  de  celte 
pièce,  cesse  de  boudaer  entièrement  le  tuyau.  Cette  eau  trouve ,  en  effet , 
un  point  d'appui  sur  le  mouvement  debasen  haut  de  la  colonne  liquide, 
p|  stir  l'inertie  de  ceUe  même  colonne  à  l'origine  du  mouvement  en  sens 
coiilraire.  Lorsque  ensuite  le  flotteur  redescend  après  avoir  ,iclic\  *  sa 
course  ascensionnelle,  dès  l'instant  où  il  commence  à  bouclier  le 
tuyau ,  il  se  produit  autour  de  son  cône  inlîMenr  une  augmentation  de 
vitesse;  cela  ne  peut  avoir  lieu  sans  une  véritable  succion  qui  Taide  i 
achever  son  entrée  en  augmentant  vitr^se  s;\ns  action  brusque.  Ainsi 
il  résulte  de  ce^  nouvelles  cnnsidératioris  <|ii(^  !»■  flolteur  a.  pour  entrer 
et  pour  sortir  du  corps  de  pompe,  en  un  mot  pour  accomplir  son 
espèce  de  révolution  verticale,  uni  cpi mtité  quelconque  de  force  plus 
grande  que  nous  ne  Pavions  dît  plus  haut.  le  n*insisterai  cependant 
pas  davantage  sur  cette  forme  du  moteur,  et  je  passerai  à  des  consi- 
<1<  rations  générales  qtii .  seules,  pourront  faire  sentir  les  avantages  et 
les  inconvénients  de  ce.s  systèmes  pnncipaux^  considérés  coiume  ex- 
pressions diverses  du  nouveau  moteur  atinosphén't^ue. 

propriété*  foudam«itUU«$  «Ut  howmmu  syaim*  de  moteurs. 

Les  combinaisons  de  l'A^^frw&tfn/tte  sont  nombreuses  et  variées,  mais 
elles  «ont  loin  d'être  aussi  nouvelles  que  celles  de  Vhy  dmdfnamiquÊi, 

Je  ne  crois  donc  pas  nécess;iire  de  ni'éfendie  sur  les  divers  moyens 
coumis  de  laire  plonger  ou  émerger  uti  cylindre  par  des  jeux  de  si- 
phons, etc.,  dans  lei>  cas  où  l'on  néglige  la  vitesse  <W(juise.  Il  serait 
fiiicile  de  varier  ainsi  en  apparence  la  forme  du  nouveau  moteur  dont  il 
S'agit;  mais  ici,  comme  pour  mes  préciklcntes  inventions,  je  me  borne 
à  rassembler  en  ])eti  de  mots  les  i(léi  >  fondamentales  et  ï\  indiquer  le 
reste  au  lecteur,  me  résiM'sant  à  donner  les  détails  d'application  dans 
des  recueil  spéciaux  et  dans  luiivrage  que  je  prépare. 

Li  propriété  la  plus  caractéristique  du  nwteur  l^drautique  omjû- 
sphéiique  à  Jàrces  vives  consiste  dans  la  grande  quantité  d'eau  qu'd 
peut  débiter  sous  un  petit  volume,  relativement  aux  machines  dans 


Digitized  by  Google 


PURES  ET  APPUQUÊES.  8i 

lesquelles  on  considère  priuciiMilement  Taction  du  poids  de  l'eau, 
abstraction  faite  de  la  vitesse  acquise;  tds  sopt  les  moteurs  à  colonne 
d'eau ,  les  flotteura  de  Fontana,  Bossut,  Solages ,  Tlûville,  etc.  En  efiet, 

dans  ce  nouveau  système  l'eau  coule  à  plein  tuyau  avant  d'exercer 
une  action  immédiatement  utile,  avec  des  vitesses  dont  la  moyenne  est 
plus  on  moins  granUe,  et  que  Ton  peut  même  augmenter  ou  dimi- 
nuer  considérablement  si  le  travail  à  faire  n'est  pas  toujours  le  même. 
Cette  observation  fait  voir  iunnédiatement  l'avantage  des  dispoei* 
tions  pour  lesquelles  la  colonne  liquide  n'est  pas  obligée  de  revenir 
sur  ses  pas ,  ne  s'arrête  que  pendant  d&s  instants  trèsHSOurts,  et  peut 
même  ne  jamais  s'arrêter  complètement. 

Dans  les  machines  où  le  poids  de  l'eau  agit  directonent ,  ou  même 
par  succion  «  comme  dans  l'ancien  moteur  de  Westgarth  par  «temple, 
mais  où  la  très-petite  vitesse  acquise  n'est  pas  considérée,  si  la  hau- 
teur dp  la  chute  varie  de  quaniitt's  notables,  la  machine  s'arrête, 
comme  on  sait,  »  moins  qu'on  ne  change  te  point  d'attache  du  balan- 
cier. Ici  l'un  peut  avoir  égard  à  cette  circonstance  sans  toucher  au  ba- 
lancier, puisqu'on  est  maître  d'augmenter  la  force  vive  acquise  k 
chaque  période.  Je  dirai  plus  :  comme,  en  général ,  la  pression  atmo- 
sphérique sera  asses  considérable  par  rapport  aux  variations  de  la 
chute  motric**  d'uni»  rivière  la  machine  marchera  toujours,  même 
sans  Tassistaace  d'un  survedlaul;  seulement  d  y  aura  nécessairement  à 
chaque  période  une  certaine  variation  dans  le  travail  :  par  exemple , 
si  c'est  ime  pompe  foulante  que  l'on  fftit  marcher  au  moyen  du  mo* 
leur,  le  piston  parcourra  un  chemin  plus  ou  moins  grand  à  chaque 
période. 

Pour  bien  comprendre  comment  les  choses  se  passent,  U  faut  se 
rappeler  que  c'est  la  vitesse  de  l'eau  ajflitente  dans  le  tuyau  ou  aux 
environs  qui  détermine  la  fin  de  chaque  période.  Il  faudra  donc  qu'à 
chaque  période  il  j  ait  une  quantité  donnée  de  force  vive  emmagasinée 
dans  la  colonne  liquide.  La  variation  de  l'effort  à  exercer  stir  la  résisp 
tance  à  vaincre  ne  portera  donc  que  sur  la  variation  de  la  pression 
directe  provenant  de  la  cbtîte  motrice,  et  non  sur  la  pression  atitio- 
spliérique  dont  le  travad  sera  uns  eu  jeu  par  une  même  colonne,  aspi- 
ranteen  vertu  de  sa  force  vive.  Si  donc  la  résistHioe  donnée  peut  encore 
être  surmontée  par  cette  partie  de  l'effort  total,  la  machine  raar- 
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«hen,  moins  ^ite  il  est  vrai,  imis  enfin  elle  ne  s'arréceitt  point.  Quant 

au  moyen  proposé  pins  haut  pour  fermer  à  l'instant  voulu  le  tuyau 
en  vertu  de  la  percussion  de  l'eau  affluente,  il  est  à  pdne  nécessaire 
d'ajouter  que,  s'il  ne  le  fait  pas  fermer  assez  vite,  il  est  facile  de  lui 
donner  plus  de  puissance  en  faisant  agir  cett«  percussion,  non  plus 
seuiemMlt  «Tune  nnnîàre  directe»  mais  au  moyen  d'un  encliquetage. 
Si,  par  exemple ,  on  dispose  un  ressort  qui  ne  cède  que  sous  une  pres- 
sion donnée ,  l'attirail  quiconque  à  entraîner  sera  mis  en  mouvement 
par  Tinp  force  beaucoup  plus  cousidrrable  que  si  le  ressort  n'avait  paf? 
résisté  un  certain  tfnips,  Si  maintenant  on  craint  que  la  soupape, 
quuud  c'est  un  sj&t(  uit  a  soupape  que  l'on  emploie,  ne  vienne  frapper 
trop  fortement  son  siège,  d  sera  toujours  fiieile  d*olmer  à  ce  genre  d'in- 
convénient par  un  modérateur,  comme  je  Tai  déjà  indiqué  pour  d'autres 
pièces. 

Au  reste,  la  régulation  se  fprn  toujours,  si  l'on  veut,  d'une  manière 
trespéconomique  au  moyeu  d  un  petit  balancier  hydraulique  à  cata- 
ractej  du  moins  lorsqu'un  survedlant  sera  présent  pour  tenir  compte 
des  trop  grandes  variations  dans  les  hauteurs  des  niveaux:  d'amont  et 
d'aval.  Or  on  sait  que  toutes  les  machines  puissantes  ont  nécessaire- 
ment un  surveillant,  même  quand  elles  peuvent  être  rigoureusement 
censées  marcher  entièrement  seules.  On  peut  donc  admettre  que  la 
même  machine  fera  toujours,  à  chaque  période,  la  même  quantité 
de  travail,  tant  que  la  chute  motrice  restera  suffisante  |>our  engendrer 
la  force  vive  nécessaire;  seulement  le  nombre  de  péricMles  diminuera 
avec  la  chute  motrice  dans  un  même  temps  donné^ 

Une  atitre  propriété  caractéristique  du  système  consiste  en  ce  que, 
pour  de  petites  chutes,  ou  s*-  trouve,  quant  au  genre  de  frottement 
du  piston,  dans  des  circoustauces  pariaiteaient  analogues  à  celles  tlej, 
grandes  chutes  pour  les  machines  à  colonnes  cTeau,  qui  ne  sont  em- 
ployées, comme  on  sait,  que  pour  des  chutes  asses  considérables.  En 
effet,  Vaspîmtion,  provenant  de  laforoe  vive  de  la  colonne  liquide  en 
mouventent  dans  le  tuyau ,  crée  en  quelque  sorte  une  grande  chute, 
emmagasinée,  pour  ainsi  dire  en  vertu  de  la  descente  de  l'eau  motrice. 
Dans  l'ancienne  machine  a  colonne  d'eau ,  le  piston  parcourt  deux 
fois  le  chemin  de  l'eau  dépensée,  en  supposant  son  diamètre  égal  k 
celui  du  tuyau.  Or,  si  en  définitive  le  frottement  est  proportionne] 
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à  la  prwtion  motrice  totile,  de  quelques  parties  qu'elle  m  compose , 
cependant  il  y  a  lieu  de  penser  que  les  considérations  précédentes  t 
sur  la  modification  du  frottement  et  de  son  chemin ,  ne  seront  pas  sans 
Dtiliré,  en  caractérisant  d'ailleurs  le  i^stéme  d'une  £içon  toute  parli- 

culjère. 

Soit  que  le  piston  sorte  alternativement  du  corps  de  pompe,  soii 
qu'il  n'en  sorte  pas ,  je  propose  de  lui  donner  une  garniture  de  cuir, 
assez  ample  à  la  circonférence  pour  pouvoir  au  besoin  se  soulever  ée 

bas  en  haut,  comme  pour  le  piston  des  anciennes  pompes  décrites  par 
Aerirola,  et  qui,  dppdis  18x3,  ont  Hv  rejirodnites  sotis  divprses 
loriiies.  On  sait  quo,  dans  ces  anciens  systèmes,  les  bords  tlu  cuir  se 
repliaient  au  besoui  k  i' intérieur  du  cône,  soit  pour  donner  passage  à 
l'eau  t  soit  pour  donner  passage  aux  immondices.  Mon  but ,  en  em- 
ployant id  quelque  chose  d^analogue  dans  les  circonstances  qui  le  per- 
mettront,  est  principalement  d'avoir  à  ma  disposition  une  sorte  de 
corps  mon,  afin  de  diriger  sur  lui  la  percussion,  ou,  si  Ton  peut  s'ex- 
primer ainsi,  la  chance  de  percussion  de  la  colonne  liquide  dont  je 
vais  parler,  et  qui  n'a  d'ailleurs  qu'une  importance  très-secondaire, 
bien  que  le  phénomène  soit  encore  an  nombre  de  ceux  qui  caracté- 
risent le  système. 

Te  suppose  que  la  bouche  d'amont  du  tuyau  soit  fermée  très-rapi- 
dement, ce  qui  peut  se  yirésenter  dans  le  motetir  ^  piston-smipape  n"  2. 
i>n  colonne  liquide  en  mouvement  dans  ie  tuyau  tendra  à  taire  un 
vide  sous  le  piston ,  surtout  si  la  masse  de  celui-ci ,  jointe  à  celle  de 
son  attirail  et  de  la  quantité  d'eau  quelconque  dont  il  hii  faut  modifier 
le  mouvement  ^  n'est  pas  très-petite  par  rapport  à  la  masse  de  la  co- 
lonne aspirants.  Ceci  exige  qiielcpies  e\-j)lic;itifnis.  Quant  à  l'eau 
dont  nous  ventms  de  parler,  elie  n'est  pas  sans  rxMior)  dans  tous  les 
cas.  En  eflet,  au  moment  nù  la  communication  entre  le  tuyau  et  le 
bief  d'amont  est' interrompue  par  le  piston  des  systèmes  n*  1  et  2,  l'ean 
en  motivement  dans  ce  bief  exerce,  en  vertu  mémede  ce  mouvement  sur 
le  piston,  une  action  qui  n'est  pas  totalement  perdue.  Enfin  si  li- 
piston  est  d<'jà  dour  d'une  certaine  vitesse  de  Imut  en  br»»,  celle  du 
liquide  dont  d  s'agit  est  nt'cessairement  en  partie  conservée. 

Mais  je  fais  abstraction  de  ces  circonstances  pour  supposer  au 
piston  et  k  son  attinûl  une  masse  telle,  que  leur  ensemble  »  partant 

it.. 
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du  ••epos  sons  la  pression  atmosphérique  et  la  pression  directe  du  bief 
supérieur}  suive  avec  un  nouvement  Mcéléré  la  colonne  liquide  a^i- 
rante  qui  fuit,  par  hypothèse,  avec  un  mouvement  retardé. 
Ck>niuie  il  ne  s'agit  ici  que  d'une  estimation  approrânaiive  aymt 

pour  but  de  rassurer  sur  l'effet  d'une  pt-rcussion,  nous  pouvons  sup- 
poser que  la  masse  de  cette  colonne  liquide  est  toujours  assez  grande 
|Mir  rap]K}rt  à  celle  du  pistou  et  de  son  attirail,  atin  d'admettre  que  la 
vitesse  du  piston  «st  ii  peu  près  uniformément  accélérée  dans  le  vide, 
tandis  que  celle  de  la  colonne  aspirante  n'a  pas  eu  le  temps  de  se  relar- 
der beaucoup  avant  d'èlre  rencontrée  |>ar  le  piston.  Dans  cette  hyj)0- 
these,  il  est  facile  dp  voir  que  le  piston  aura,  en  vertu  des  lois  du 
mouvement  accéléré  dont  il  s'agit ,  une  vitesse  à  peu  près  double  de 
celle  de  la  colonne  au  moment  de  leur  rencontre,  c'est-à-dire  que  la 
percussion  se  fera  avec  une  vitesse  relMwé  k  peu  près  égale  à  odle  de 
cette  colonne.  Or  la  |)ercussion  se  reportera  sur  Tespcce  de  ctnyg  mou 
formi''  j)ai'  le  piston  de  cuir  liont  nous  avons  j)arlé,  et  qui,  pn  se  re- 
pliant au  besoin  d'une  manière  analogue  à  celle  du  piston  décrit  dans 
Â^^ricola ,  tera  dépenser  Teffet  de  cette  percussion  en  changements  de 
forme  du  corps  flexible  et  en  tourinllons  du  liquide.  On  voit  d'ailleurs 
que,  pouries  formes  du  moteur  qui  permettront,  soit  un  piston  conique, 
soit  un  piston  d'un  diamètre  moindre  que  le  tuyau  et  d'une  certaine 
forme,  ce  piston,  pénétrant  dans  le  liquide,  le  fera  jaillir  autour  de 
lui,  en  dépensant  l'effet  de  la  percussion  d'une  manière  inverse,  mats 
analogue  à  ce  qui  se  passe  quand  uu  corps  en  mouvement  éteint  sa 
vitesse  sans  choc  brusque  en  pénétrant  dans  un  vase  conique,  dcmt  il 
chasse  l'eau  rapidement  autour  de  lui,  et  que  nous  pourrons  conser- 
ver d'ailleurs  ici  en  partie  l'avantage  de  la  propriété  particulière  à  la 
forme  conique  du  cuir  dont  nous  avons  parlé. 

Au  reste,  il  est  difficile  d  admettre  à  priori  qu'on  ait  a  s'occuper, 
dans  l'exécution,  d'un  vide  proprement  dit  sous  le  piston,  car  la 
bouche  du  tuyau,  en  vertu  de  son  évasement,  dam  le  cas  même  de  la 
suppression  de  toute  soupape,  ne  sera  jamais  instantanément  fermée; 
de  sorte  que  la  succion ,  qui  s'exercera  pendant  que  cette  opération 
sera  en  train  de  se  faire,  viendra  du  moins  en  déduction  des  effets 
dont  je  viens  de  parler,  et  qu'd  était  cependant  indispensable  d'indiquer 
dans  une  simple  exposition  de  principes. 
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Quant  à  la  forme  du  moteur  n"  4,  il  se  présentera  probableinenl: 
on  effet  de  ce  genre,  même  aflaex  important,  parce  qa*oii  a  soppoié  qu'il 
pourrait  être  néoeasaire  de  donner  une  maase  con^érable  au  flotteur. 

Aussi  c'est  une  raison  de  plus  pour  indiquer  simplement  cette  forme, 
comme  une  de  celles  dont  il  est  intéressant  de  conserver  la  Irace  dans 
une  exposition  purement  scientifique.  Âu  reste  on  pouri-a ,  en  général, 
obvieri  cegenred^inoonvénienlsen  ftHantaoulever  aupwtoDun  flotteur 
tpâ,  plon^  pendant  iwe  certaine  partie  de  sa  course ,  sortira  de  l'eau 
assez  à  temps  pour  réduire  sensiblement  au  repos  le  système  solide  mo- 
bile, si  l'on  vent  qu'il  accomplisse  sa  descente  sons  l'action  de  tonte 
la  pression  atmosphérique ,  et  vienne  élemdre  sa  vitesse  sur  la  siirlace 
de  la  colonne  liquide,  à  l'instant  où  elle  se  réduit  elle-même  au  repos. 

Mais  revenons  au  cas  général  véritablement  applicable  t  cdni  où 
nous  savons  d'avance  que  les  effets  dont  il  s'agit  ne  acMtt  pas  Irien  im> 
portants,  surtout  si  une  partie  assez  considérable  delà  pression  atmo> 
sphérifjiie  agit  sur  le  piston,  c'est-à-dire  si  la  résistance  à  vaincre  n'est 
pas  trop  grande  relativement  à  raction  de  la  pression  aluiosphérique. 
Or,  ici,  il  se  présente  un  genre  d'idées  tout  nouveau.  Comment  agira 
la  pression  atmosphérique  sans  qu'il  j  ait  aticun  vide  proprement  dit 
sous  le  piston? 

Il  est  commode,  pour  mieux  se  représenter  coranwnt  les  choses  se 
passent,  de  supposer  qu'au  lieu  de  l'atmosphère,  on  ait  à  coiisidéivr 
deux  ré:»ervQirs  de  niveaux  plus  élevés  que  ne  le  sont,  aux.  deux,  extré- 
mités du  tuyau,  les  niveaux  des  biels  supérieur  et  inférieur.  En  cxinsi- 
dérant  les  choses  ainsi,  on  rentre  tout  naturellement  dans  le  cas  ordi- 
naire des  colonnes  liquides  éteignant  leur  mouvement  en  vertu  de 
l'action  des  réservoirs  communiquants. 

En  effet,  sur  la  bouche  d'aval,  la  pression  de  l'atinosphère  agit  en 
entier  comme  résistance  à  vaincre ,  tandis  que,  sur  la  botiche  d'amont, 
elle  est  en  partie  contre-balancée  par  la  résistance  industrielle  du  tra- 
vail à  faire.  Or  nous  considérons  les  vitesses  à  partir  du  moment  où  le 
piston  a  un  mouvement  commun  avec  la  colonne  liquide.  Les  choses 
se  passent  donc  comme  si  le  réservoir,  qui,  par  hypothèse,  tient 
lieu  de  la  pression  atmosphérique  du  côté  d'amont,  était  duuituié  de 
hauteur  pour  tenir  compte  de  la  résistance  industrielle.  £n  défini- 
tive ,  il  noi»  reste  k  considérer  tout  simplement ,  en  général ,  le  mottve> 
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ment  retardé  d'une  colonne  liquide  entre  deux  réservoirs  commu- 
nication. Or,  comme  cda  rentre  toM  à  bit  dans  ne*  recherches 
approuvées  par  M.  Goriolis  et  dont  il  a  même  retroQ^  les  résultats 

par  des  moyens  analytiques,  il  n'est  pas  nécessaire  d'entrer  ici  dans 
i]r  flt'tails,  puisque  nom  n'avons  plus  à  considérer  qti'un  cas 
particulier  de  mes  études  précédentes  sur  celle  matière.  11  suffit  de 
bien  voir  comment  la  force  vive  est  directement  employée  sans  per- 
cussion, sans  solution  de  continuité,  en  repoussant  la  pression  at- 
mosphérique  qui  agit  sur  le  bief  d'aval,  et  en  s*éteigDant  graduelle- 
ment  comme  le  mouvement  d'un  pendule,  mais  avec  cette  particularité 
caractéristique,  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que  le  liquide  revienne  sur  ses 
pas,  comme  dans  le  moteur  hydraulique  h  flotteur  oscilinîrt,  de  mon 
invention,  décrit  dans  le  tome  IV  de  ce  Journal,  page  a43,  el  que  j'ai 
depuis  essayé  en  grand  avec  succès. 

L'avantage  particulier  du  moteur  que  trappelle  est  de  n*avotr  pas 
de  piston ,  de  remplacer  le  frottement  d'im  piston  par  le  frottement 
d'une  colonne  liquide.  Or  rcUf  propriété  pnroif  <"trp  essentielle  pour  les 
chutes  petites  et  peu  abondantes  en  liquide  moteur,  parce  qu'il  semble 
difficile,  en  général,  dans  ce  cas,  d'établir  un  piston  moteur  sans  qu'il 
y  ait  un  peu  de  jeu ,  à  moins  de  donner  lieu  à  un  frottement  relativement 
considérable.  Mon  premier  moteur  hydraulique  conservera  donc  son 
avantage  dans  beaucoup  de  circonstances.  Mais,  en  vertu  des  principes 
«léveloppés  ci-dessus,  mon  nouveau  syslcme  aura  souvent  le  pre- 
mier des  avantages  esscntiel.s  ,  auxquels  il  faut  ajouter  celui  de  ne  pas 
exiger,  en  général,  des  fondations  aussi  profondes.  Par  cette  raison,  les 
considérations  relatives  à  la  profondeur  des  fondations  m'ont  fait  seu- 
lement présenter,  comme  développement  scientifique,  le  second 
moyen  de  régidation  du  moteur  aspirant  n"  5,  pour  lequel  il  fallait 
que  le  piston  descendît  au-dessous  du  niveau  du  bief  inférieur,  tandis 
que ,  en  général ,  U  ne  sera  pas  nécessiùre  de  le  taire  descendre  aussi 
bas  par  l'autre  moyen  de  r^ulation.  On  ccmçoit  même  que  la  boudie 
d'amont  du  tuyau  d'aspiration  peut,  en  général,  être  disposée  aussi 
près  du  niveau  du  bief  supérieur  que  cela  sera  competiMe  avec  la  libre 
introduction  du  liquide 

.V.ii  publié  dans  ce  Jouinal  diverses  expTiences  sur  les  frnttemenis 
des  colonnes  liquides  en  oscillation  dans  les  tuyaux  de  conduite,  et  je 
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reviendrai  encore  sur  ce  sujet.  11  m<*  suffit  en  ce  moment  de  j-emarquer 
que,  pour  les  systèmes  de  mouvt  airnts  variables  où  l'eau  ne  revient 
point  sur  ses  pas,  le  travail  résistant  en  frottement  est  nccessairenieni , 
toutes  choses  égales  d*sUl6iin»  moindre  que  dans  les  sj^slèmes  en  oacil« 
iation  proprement  dite.  Si  donc  nous  avons  ici  un  firottonent  de  piston, 
il  résulte  de  cette  circonstance  une  certaine  compensation  qu'il  était 
iiéct'ssaire  d'indiquer,  tout  en  reconnaissant  que  l'expérience  seule 
pourra  déterminer  le  degré  d'utilité  relative  que  chacun  de  mes  s^^s- 
témes  aura  dans  des  circonstances  données. 

Les  roues  motrices  i  piston  et  ks  dhapeleti  moteurs  ou  âévatoires, 
essayés  avec  succès  en  Angleterre  et  en  France  depuis  un  siède,  offrent 
des  exemples  variés  des  formes  à  donner  aux  pistons  qui  entrent  alter- 
nativement dans  des  corps  de  pompe  courbes  ou  rectillgnes,  et  cpii,  k 
certaines  époques,  doivent  se  mudilier  pour  traverser  le  liquide  en 
épronvant  le  moins  de  réststanoe  possible.  U  suffit,  dans  oetleilote«  de 
remarquer  la  presque  identité  d*eliet  à  ptoduire.  Ces  (qrstèmes  sont 
d'ailleurs  trop  variés  peut-être  pour  être  discutés  ici. 

Quant  aux  dimensions  à  donner  au  tuyau  de  conduite,  les  bases  du 
calcul  exigeraient  sans  doute  un  plus  grand  nombre  de  données  expé- 
rimentales, si  Ton  voulait  embrasser  l'ensemble  des  système  précé- 
dents; ma»  il  est  un  cas  général  intéressant  à  considérer»  parce  qu*il  se 
présente  non-eeolement  dans  tme  partie  de  ces  appareil ,  mais  aussi 
dans  d'autres  systèmes  que  je  présenterai  séparément.  .Te  veux  parler 
des  circonstances  pour  lesquelles  le  nombre  de  périodes  de  la  machine 
est  à  peu  pi  t  ^  *  u  raison  inverse  de  la  longueur  du  tuyau  de  conduite 
dans  certaines  limites,  et  OÙ  l'on  supposera  que  la  régulation  dépense 
une  même  quantité  de  travail  à  dhaque  période  dans  un  temps  dViU 
leurs  trè»H!ourt.  Ceci  eiige  qudqiies  développements. 

Faisons  pour  un  moment  abstraction  des  résistances  passives  ou 
pertes  de  force  vive  occasionnées  par  l'écoulement,  sous  une  cfiute 
motrice  constante,  le  débit  nécessaire  pour  engendrer  une  vites.se 
donnée  dans  un  tuyau  de  conduite  plongé  dans  le  bief  inférieur,  sera 
à  peu  prés  proportionnel  à  la  longueur  développée  de  ce  tuyeu,  toutes 
choses  égales  d'ailleurs  II  va  sera  de  mémCf  en  général,  à  peu  près  ici 
du  temps  pendant  lequel  cette  vitesse  sera  engendrée.  Mais  cela  ne  sera 
pas  clair  ai  l'on  considère  le  frottement  du  tuyau  de  conduite.  On  ne 
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-sait  p<isbien  comment  le  frottement  varie  avec  la  longueur  du  tuyau  , 
quand  cette  longueur  est  petite.  (Cependant,  surtout  si  les  résistances 
passives  ne  sont  pas  trop  grandes,  dans  certaines  limites  on  pourra 
négliger  la  considération  précédente,  pour  un  genre  d'appréciation  où 
il  ne  peut  être  évidemment  question  que  de  rassurer  sur  la  longueur 
(lu  tuyau  (le  conduite.  Si  le^  frottements  augmentent  la  durée  relative 
de  r*  coiilement  à  ciiaque  période,  ih  diminuent  le  nombre  des  pé- 
riodes dans  un  temps  donné.  En  définitive ,  on  va  voir  que  l'effet  utile 
ne  varie  pas  très*sennblement  pour  des  différenoes  notables  dans  les 
dimensions  cherchées,  et  cela  suffira  poin*  rassurer,  dans  le  genre  de 
recherche  dont  il  s'agit ,  les  personnes  qui  ont  Phabitnde  de  ces  déter^ 
minations  approximatives. 

Je  (iis  que,  dans  l'hypothèse  ci-dessus,  il  faut  déterminer  la  lon- 
gueur du  tuyau  de  conduite  de  manière  que  le  travail  en  frottement 
qui  en  résulte  soit  à  peu  près  égal,  it  diaque  période,  m  travail  perdu 
par  la  régulation,  et,  en  défmilive,  par  ce  qui  arrive  de  tout  spécial 
à  chaque  changement  de  période  [*]. 

On  sait  à  priori  que  le  tuyau  doit  avoir  une  longueur  égale  à 
un  certain  nombre  de  fois  son  diamètre,  parce  qu'il  résulte  de  mes 
précédentes  recherches  que  cda  est  indiqswisabJe  pour  tou<  les  sys- 
tèmes de  machine  où  l'on  emploie  la  vitesse  acquise  de  Teau  dans 
un  tube.  Il  est  lîicile  de  voir  ici  que,  si  le  tuyau  était  trop  court, 
l'effet  de  l'appareil  se  dépenserait  principalement,  soit  en  régula- 
lion  proprement  dite,  so»t  en  ce  qui  s'y  rapporte  à  chaque  période; 
nous  savons  d'ailleurs ,  d'après  les  conditions  supposées  ci-dessus ,  que 
la  masse  du  piston  et  de  son  attirail  doit  être  petite  par  rapport  à  celle 
du  liquide  en  mouvement  dans  le  tuyau  de  conduite,  sur  la  longueur 
dtupiel  il  s'agit  seulement  de  rassurer  k  priori.  Quant  aux  pertes  de 
force  vive  provenant  des  phénomènes  dtis  au.x  vires'*»'sdu  liquide  aux 
extrémités  et  au  coude,  nous  ne  nous  en  occuperons  point  dans  la 
comparaison  dont  il  s'agit,  parce  que  notis  supposerons,  dans  tons 


[']  Il  est  fteile  de  voir  que  cela  ee  démontra  ionnédiatenieiit  par  le  calcul  diiTéren- 
(iel  ;  mais  dan»  toalss  les  questions  de  iDécanique  appliquée ,  il  est  intéfCMAM  d'obtenir 

les  f!  suîr.ils  j>ar  les  moyens  les  plus  élémentaires ,  (jiiand  les  démonstrations  ne  perdent 
lien  de  leur  simplicité.  Je  reviendrai  d'ailleurs  ultérieurement  $ur  ces  matières. 
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ies  cas»  Ift  «loyenne  de  ce»  vitmtê  à  peu  près  la  même  pour  toulea  les 
longueurs  de  tiiyaii  que  nous  aurons  à  considérer. 
Cela  posé ,  soit  c  la  perte  de  travaS  due  au  frottenwnt  de  l'oiu  dans 

le  tuyau  de  coudtiite;  en  supposant  que  la  perfe  de  travail  provenant 
du  changement  de  période  soit  ta  même  pour  chaque  j)ériode,  la 
perte  totale  sera  at',  plus  la  perte  due  à  la  vitesse  aux  extrémités, 
au  coude,  et,  en  un  mot,  aux  causes  purement  locales,  dont  nous 
avons  dit  que ,  dans  celte  comparaison ,  nous  n'avions  point  k  nous 
occuper. 

Si  Tune  de  ces  quantités  c  est  multipli  0  pnr  1  +  A  ,  nouB  admettons 
que  l'autre  est  divisée  par  i  -+-  k.  Voyons  ce  qui  en  résulte. 
Nous  avons,  au  lieu  de  ac , 

—  4.  C^H-  A,)  _   i 


or  on  a 


ac  —  — = — r^î 


la  perte  est  donc  changée,  quant  au  frottement  et  à  la  régulation,  dans 
le  rapport 

e  +  e{i  -4-    '  _  ag-HiJtc  +  it*g 

Les  éemK  premiers  termes  du  numérateur  de  la  dwnière  fraction  étant 
identiques  k  ceux  du  dénominateur,  la  perle  de  travail  due  au  frotte* 
ment  et  à  la  régulation  augmente,  en  définitive,  de 

On  voit  que  cette  augmentation  n'est  pas  très-rapide  relativement 
aux  variations  que  l'on  peut  faire  éprouver  à  l'une  ou  à  Vautre  des 
deux  parties  de  la  perte  de  travail  considéré.  Si  l'tjne.  par  exemple, 
est  doublée,  l'autre  restant  à  peu  près  la  même,  cette  .Tut;mpntntion 
nf^t  que  d'uu  quart  en  sus;  il  faudrait  qu'elle  lût  à  peu  pies  qua» 
druple ,  {lour  que  cette  augmentation  totale  fût  égale  à  ac.  Mais  nous 
avons  vu  que  cette  dernière  quantité  n*était  elle-même  qu*une  partie  du 
travail  réaislani  total,  dans  laquelle  n*entre  point  la  perte  aux  exlré- 
ToMC  Xtl.  —  Tivun  1847.  <  a 
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mités»  et  sur  les  causes  puremrat  heaies  de  perles  de  force  vive  telle  que 

le  coude.  On  voit  donc  que,  en  définitive»  les  augmentations  de  tra- 
vail résistant  total  ne  sont  pas  même  aussi  rapides  que  je  vipti':  d;-  If 
dire,  qiianil  on  s\ 'carte  des  conditions  nécessaires  au  maximum  d'ellei, 
d  autant  plus  qu'il  y  a  encore  d'autres  résistances  que  l'on  peut 
mettre  de  côté  dans  la  détermtnatioQ  dont  il  s'agit.  Ainsi  le  travail  en 
frottenMntdu  piston  peut,  au  moins  dans  beaucoup  de  cas,  être  con- 
sidéré comme  proportionnel  à  l'efTet  produit. 

I-iCs  considérations  précédentes  peuvent  bien  suffire  pour  rassurer  sur 
la  longueur  du  tuyau  de  conduite,  et  montrer  sur  quelles  bases  doivent 
être  établis  les  calculs  doirt  ce  nouveau  ^stènro  de  notrars  aéra  ulté- 
rieurement l'objet  ;  mais  Vexpérience  seule  peut  donner  les  valeurs 
numrricpicH  de  ses  efTcts,  qui  doivent  être  analogues  à  ceux  des  ma» 
chines  à  colonne  d'cnu  sons  de  grandes  chutes,  totit  en  permettant 
d'utiliser  les  chutes  petites,  variables  et  jouissant  d'une  grande  abon- 
dance d'eau, 

CSonciiif/aïu. 

On  a  depuis  longtemps  proposé  des  appareils  nombreux  et  variés 
pour  obtenir,  au  moyen  d'une  chute  d'eau,  nn  mouvement  alternatif 
par  des  combinaisons  ingénieuses  appartenant,  à  proprement  parler,  a 
l'hydrostatique.  J'en  ai  moi-même  présenté  quelques-uns  à  la  Société 
Pbilomathique  ,  en  prévenant  que  je  n'v  attachais  pas  beaticoiip  d'im- 
portance, et  que  la  partie  véritablement  nouvelle  de  l'hydraulique 
reposait  sur  Tétude  des  effets  peu  connus  de  la  vitesse  acquise  des 
liquides. 

Le  a()  janviei  1859,  j'ai  présenté  un  moienr  hydraulique  à  flotteur 
oscillant,  décrit  dans  le  tome  IV  de  ce  Journal,  ayant  l'avantage  d'offrir 
au  liquide  les  issues  les  plus  larges  à  son  entrée  et  à  sa  sotiie,  eu 
supprimant  d'ailleurs  toute  espèce  de  ii-ottemeni  de  piston ,  et  qui  peut 
dâ>iter  des  masses  d'eau  assec  grandes  sous  un  volume  médiocre.  Ge 
système*  sur  lequel  faî  fait  beaucoup  d'expériences  et  qui  a  été  ap- 
prouvé par  rinstitut,  conservera  ses  avantages  pour  les  chutes  assez 
faibles  et  qui  ne  sont  pas  très-puissantes. 

Mais  pour  les  chutes  qui,  sans  être  fort  élevées,  seront  très-variables 
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el  rli.spo!>eroiit  de  qtiantitt's  d'eau  considérables,  le  moteur  atmosphé- 
rique à  Jbives  vives  nera ,  eii  gf'nt'rnl ,  pn'ftTalilc  sous  lu  forme  sp<^- 
ciaiement  étudiée  dans  cette  Nule,  surtout  (puitui  on  voudra  ioiic- 
lionner  «ous  la  glace. 

Il  «at  à  remarquer  que  oe  nouveau  système  n'est  pas  nécessairement 
A  oscillations;  il  permet  d'utiliser  le  mouvement  varié  et,  même  à 
la  rigueur,  non  interrompu  d'une  colonne  liquide  alimentée  par  les 
eaux  intjthns.  (Ici te  propriété  n,  fntre  autres  avantages,  celui  de  ne 
pas  exiger  des  uigénieurs  aussi  Imbiles  pour  une  exécution  en  grand; 
mais  il  n*cst  pas  aussi  facile  à  priori  de  déterminer  les  eflfels  des  petits 
modèles*  à  cause  de  Temploi  des  pistons. 

J'ai  fait,  sur  ce  nouvel  ensemble  de  macbin«s,  diverses  couiuaniica- 
tions  k  la  Société  Philomathique,  depuis  Je  commencement  de  i8/i4- 
Elles  sont ,  jusqu'à  un  certain  point,  aux  ancieu.s  moteurs  hydrauliques» 
à  pression  directe  du  poids  de  l'eau,  ce  que  les  turbines  sont  ai»  roues 
nues  par  le  poids  de  Teau,  en  oe  sens  qu'elles  utilisent  la  vitesse  ac- 
quise du  liquide  et  jouissent»  comme  lâ  turbines,  de  la  propriété  de 
fonctionner  sous  la  glace. 
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KX  rKAlT  D  UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  LIOUVILLE, 
Pm  m.  J.-H.  J£LL£TT  (de  DuLm). 


«...  Ayant  vu  dans  votie  Journal  (septembre  1846;  le  précis  d'un 
Mémoire  sur  la  quadrature  des  surfaces  du  second  «legré,  par  M.  Lf- 
be&gue,  je  crois  devoir  rappeler  un  Mémoire  sur  le  même  sujet,  cjue 
j'ai  fiiit  imprimer,  d  y  a  plus  d*un  an,  dans  le  Cambridge  and  Dublin 
mathauatÙMl  Jounud{U»M  I ,  page  57,  décembre  i845). 

s  On  7  trouvera  que  j'ni  emf^jéf  dans  la  question  des  quadra- 
tures. le««  courbes  que  M,  T  f'l>e<if^ne  ftppplle  parallèles,  et  que,  parce 
moyen,  j'ai  résolu  cette  question,  tant  pour  les  surfaces  clouées  cl  un 
centre,  que  pour  les  surfaces  dépourvues  de  centre.  On  trouvera  aussi 
que  j'ai  considéré  le  cas  où  il  exirte,  entre  ks  angles  que  M.  Lebesgue 
appelle  / ,     1"^  les  relations 

tangi         tang  i'  tang/* 

a  î     ~~     c    *  ^ 

et  que  j*ai  dminé  une  équation  entre  les  trois  difiKrenoes  des  «oncs 
correq>ondantes.  Quant  à  rexpresaion  de  la  différence  entre  detix 
zones,  on  peut  la  déduire,  comme  M.  Roberts  me  l'a  fait  remarquer 
peu  après  la  publication  de  mon  Mémoire,  des  équations  que  j'ai 
posées.  Mais,  comme  M.  î^hesgue  l'a  donnée  le  premier,  ou  doit  sans 
doute  lui  attribuer  cette  découverte. 

»  Avant  de  quitter  le  problème  de  quadrature ,  je  vais  en  donner 
une  application  asses  remarquable  an  c«dcul  de  l'attraction  d*un  ellip- 
soïde. 

»  Soient  a,  (3,  y  les  coordonnées  du  point  attiré,  n,  h,  c  les  demi- 
axes  de  rellipsotde  attirant,  et  A,  B,  C  les  composantes  de  l'attraction 
de  ce  corps.  Soit  S  la  surface  totale  de  l'ellipsoïde  réciproque,  c'est-à- 
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dire  de  Tellipsoïcit^  dont  les  deint-axes  n'f  c'  v^;rifient  les  relations 
aa*  =  I .  hb'  =  1,  ce'  =  I ,  et  posons 

Je  (îis  qup  les  composantes  A,  B,  C  de  l'attractioD  de  l'ellipsoïde 
seronr  données  par  les  formules 

IA  =  ,a/p.6».c  ».a.(Q  R  -  l»), 
C  =  itfpM\b*.-i.{?  +  Q  -  R). 

En  efiÎBt,  a',  b't  c'  étant  les  demi-axes  de  Tellipioide  réciproqm, 
nous  auroim(«NMr  page  6  de  mon  Mémoire) 


 T  . 

,  en  vertu  des  équations  a'  =     6'  —  j»  c'  =  ^» 

/     é   ri»  mOdO    \ 

,)     ■  (tf'dn*«^-f■oM••)^(e*«ll'•-l-a*eM*»)*l 

*  (c»«ii»»H-*»w)s*>)*(e»8lD»H-«»co»»»)*| 
Mais  si  Ton  pose,  dans  la  première  des  intégrales, 

tang^  =  f  tong  f , 

et,  dans  la  seconde^ 

tangd  =  î.taug  f, 
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on  voit  lactlement  que  les  limites  se  cbao^ent  pas,  et  l  ex^rc^sion 
devient 

/fi  Sr 
r  et  oomparaut  la  valeur  de  -j^  qu'on 

obtient  avec  les  valeurs  connues  des  composantes  A,  B|  C(PoiS90!ir, 
Mécanique,  tome  I,  page  190),  nous  aurons 


sans  nouveau  calcul,  on  voit  que 

d.Sa 


(111) 


£n  tirant  des  équations  (III)  les  valeurs  de  A,  B,  C,  on  tombe ,  en 
vertu  des  équations  (1),  sur  les  équations  (II).  Ainsi  la  proposition 
est  démontrée.  On  voit  donc  que  le  calcul  de  l'attraction  d'un  ellip- 
soïde ne  dépend  que  de  la  quadrature  de  l'ellipsinde  réciproque. 
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« 

SUR  LA  LOI  DE  HÉCIFKUCITÊ 

DANS  LA  THÉORIE  DES  RÉSIDUS  QUADRATIOLES; 
Par  ê.  UOUVILLfi.      *  * 


(Gxtniildes  Camffu  muUu  dt  PJeaâimic S^eimSt  tome  XXIV. 


Pour  d^émontrer  la  hi  de  réciprocité  entre  tleui  nombrtii  pi  ciaier» 
impairs  />  et  9,  dans  la  théorie  des  résidus  quadratiques»  on  pent 
partir  de  la  formule  élémentaire  oonnue,  et  d'ailleurs  fiîeile  à  vérifier, 

où  p  désigne  une  racine  imaginaire  de  l'équation  p'ss  i.  En  posant 
B  a  A ,  on  en  déduit  aisément 

En  élevant  les  deux  membres  à  la  pnïsMnce  *  omettant  les 
nuiltipies  de     on  trouve  ensuite,  d'après  une  notation  de  Legendre, 


(^)=C-.) 


fi- 


le signe  de  multiplication  II  s'étendant  aux  valeurs  ip  a,  '3,..., 
de  a.  Or  on  démontre  sans  peine  que 

il  suffit,  par  exemple,  de  se  rappeler  le  lemme  de  M.  Gauss,  relaliC 
aux  produits  «7  r^Htiifs  à  leurs  rt'sidns  ininima,  positifH  ou  négatifs. 
|)ar  rapport  au  module  p.  En  efiét,  soit  ^L  le  uombre  de  ceux  de  ces 
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résidus  qui  portent  le  Hgne  —  ;  M.  Gains  prouve  que 

(?)--)'■. 

et,  d'un  autre  côté,  il  est  évidrat  que 


Don& 


n-  qu'il  fallait  démontrer.  On  peut  aussi  se  passer  du  leiiime  de 
yi.  (".anss,  et  arriver  au  m^rne  résultai,  sans  compliquer  la  (lémons- 
ti  itioi).  fil  (l(  coiiiposaiil  chaque  facteur  ûu  produit  FF  à  Taule  des 
racines  lie  l'«'-quatioii  r'=  i.  Je  me  bornerai  ici  à  cette  indication  gé- 
nérale, me  réservant  de  revenir  sur  ce  sujet  dans  une  autre  oocasioN 
avec  tons  les  développements  convenables;  je  rapprocherai  alors  Tana- 
lyse  précédente  (considérée  sous  les  dîvencs  formes  dont  elle  est  sus- 
cejttihU  )  des  démonstrations  déjà  connues  qui  peuvent  avoir  avec  elle 
quelque  analogie. 
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De  ta  vie  de  Descartes,  et  de  sa  méthode  pow  bien  conduire  sa 
raison  et  chercher  la  vérité  dans  les  sciences; 

Pau  m.  G.  G.^.  JACOBI. 
DÎMOon  proDOOoé  à  terib,  le  3  janvier  1846.  [Tradnit  de  rdInBMKl.) 


MeMÎeurt» 

Il  y  a  (NI  dans  rhisloirede  rEuropc,  à  peu  prèavm  l'an  1000  de  l'ère 
cIirrHenriP ,  une  nnit  profonde,  durant  Imiuelîe  \f  L'pur»'  liiiin;nr!  avait 
presque  jx  rdii  jiiscjii'au  souvenir  des  arts  e(  <ie^  scieiices  l^a  tierjiiere 
étincelle  des  lumièresï  qu'avait  répandues  le  pagajusiue  était  éteiute,  et 
rien  n^aononçait  encore  le  jour  nouveau.  Ce  qui  restait  de  civilisation 
au  monde  ne  se  trouvait  que  chez,  les  SarrasinB:  c'était  à  leurs  univer- 
sitéb  qa*allait  s'instruire  ^  wom  un  nom  emprunté»  un  pape  ami  de  la 
science;  et  c'en  était  assez  pour  qu'il  |)arùf  uu  vrii  prodige  aux  yeux  de 
l'Occident  étonné.  Enfin  .  ajires  que  la  clin'iienté  eut  assez  longtemps 
imploré  les  reliques  des  martyrs,  elle  »e  précipita  vers  la  tombe  du 
Sauveur}  et  elle  y  apprit ,  pour  la  seconde  fois»  que  ce  tombeau  était 
vide  et  que  le  Christ  était  ressuscité.  Elle  aussi  se  rdeva;  elle  se  tourna 
de  nnuvean  vers  les  intérêts  et  l'activité  de  la  vie;  une  énergie  nouvelle 
anima  le  commerce  et  l'industrie;  les  villes  fletirirent;  une  libre  bour- 
geoisie s'établit;  Cimahire  retrouva  l'art  oublié  de  la  peinture,  et 
Dante,  la  poésie.  Alors  de  grands  et  audacieux  esprits,  comme  Abei- 
lard  et  saint  Tbonu»-d'Aquin ,  tentèrent  d^intmduire  la  logique  d*A- 
rifttole  dans  la  doctrine  catholique  ;  et  de  là  sortit  la  philosofdiie  scho- 
iastique.  Mais  si  TÉglise  prenait  les  scienees  sous  sa  protection ,  elle 
demandait,  pour  les  formes  que  les  sciences  avaient  revêtues,  la  même 
soumission  sans  lK)rnes  qu'elle  exigeait  pour  ses  |)ropres  dogmes.  De 
la  vint  que  la  scholastique  ne  délivra  pas  l'esprit  bumain,  mais  qu'elle 
Tenchaîna  pour  plusieurs  siècles  »  et  Teropécha  bien  longtemps  de 


croire  qu*iJ  fut  possible  de  cultiver  la  acienoe  avec  pleine  iiidéfMndance. 
Eofin  l'aurore  parat;  et  rHumanîté  t'enhanlit  à  uaer  de  ses  fiicultés 
pour  se  faire ,  dans  le  domaine  de  la  libre  pensée,  une  oonnaissanœ 

positive  (les  chos<'>  de  la  nnturr 

On  désigne,  dans  l'hi^toliv,  1  rpoque  on  «'data  ce  nouveau  jour,  sons 
!<'  nom  de  Kenaiss;inco  ou  résurreclion  des  sciences.  Au  seuil  de  ces 
temps,  nous  voyons  apparaître,  aurdeasu»  de  tous  les  âutres,  René 
Descartes,  qui  conçut  le  dessdn  gigantesque  de  refiûre  par  la  base  la 
science  en  toutes  choses,  et  de  soumettre  à  un  nouvel  examen. tout,  ce 
qui  ju8qtic-l?i  s'était  npptivé  sut-  rautorilé.  PermPttez-moi ,  messieurs, 
de  vous  entretenir  aujonrd  liin  de  cet  homme  extraordinaire  et  de 
l'histoire  de  son  desseui,  qui  n'est  pas  moins  qu'un  grand  événement 
dans  les  annales  du  monde. 

Né  en  1696,  d'une  vieille  famille  noble  de  Touraine,  élevé  au  col- 
lé^ des  Jésuites  k  la  Flèclie,  il  se  trouve,  à  dix*fauit  ans.  dégoûté  des 
sciences  qni  ne  le  satisfont  pas,  malgré  les  soins  assidus  qu'il  leur 
donne;  et  il  prend  la  résolution  de  les  quitter  pour  acquérir,  dans 
toutes  les  choses  de  la  vie,  une  connaissance  plus  sure  et  plus  claire. 
Avec  d^autres  jeunes  gmtilshommes ,  à  Paris,  il  se  livre  durant  quel- 
que temps  aux  plaisirs  de  son  Age  et  de  sa  position ,  et  particulièrement 
au  jeu.  Mais,  encore  moins  satisfait,  il  échappe  à  ses  amis;  et,  dans 
une  m.'ïison  retirée  du  faubourg  Saint-Germain,  il  se  consacre,  pen- 
dant deux  années  de  la  plus  profonde  retraite,  aux  méditations  ma- 
thématiques. Enfin  découvert,  et  voyant  l'impossibilité  de  se  soustraire 
au  tourbillon  dé  la  société  parisienne ,  il  résolut  d*étudier  le  inonde 
sur  un  plus  grand  théfttre.  Dans  ce  temps  agité  par  la  guerre,  le  bau- 
drier de  soldat  lui  sert  de  passe-port.  D*abord  il  se  rend  à  Bréda  ,  en 
Hollande,  pour  apprendre,  sous  le  prince  Maurice,  le  métier  de  la 
guerre.  Le  prince  ayant  conclu  un  nrnti'.tice  do  deux  ans  avec  Spinola  , 
Descartes  se  rend  à  Francfort  pour  assister  au  magnifique  spectacle  du 
couronnement  de  l'empereur  Ferdinand  II  j  puis  il  entre  comme  vo- 
lontaire dans  les  troupes  que  l'électeur  de  Bavière  levait  contre  la 
Bohême.  Il  commence  la  campagne  en  prenant  ses  quartiers  d'hiver 
dans  un  petit  village  du  duché  de  Neubouig,  sur  le  Danube.  I..^ ,  dans 
une  retraite  alisolne  .  ce  jeune  homme  de  vingt-deux  ans  reconnaît  la 
nécessité,  s'il  veut  conquérir  la  vérité,  de  rejeter  toutes  les  idées  qui  lui 
viennent  du  dehors,  de  repousser  toutes  les  connaissances  qu'il  a  reçues 
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de  r«iitorité ,  de  d^tniiM  la  nmode  «mticr  de  im  notîoBi  iirtdIectueUcs 
«I  mondes  «t  de  le  recoiMtnure  phis  splendide  par  la  pnisMUJoe  de  U 
raison  accotdée  à  Thoinme,  fils  de  la  teire.  Ce  n'est  pas  nne  eudeee 

imprudente  d'un  orgueil  téméraire.  Tl  sent  toute  la  difficulté  de  s'isoler 
ainsi  de  soi-même;  et,  dans  une  iinmble  prien- ,  il  implora,  pnurrptte 
pénible  entreprise,  l'appui  de  la  sainte  Vierge,  et  kl  lut  prouiei  un  pè- 
lenuf^  à  Notne-Dene  de  Loiratle.  jk]ofs,*d«iit  la  paix  de  ma  àoie , 
regardant  comme  son  deroir  de  remettre  en  question  tout  ce  qui 
appartient  au  domaine  dè  la  raison ,  il  se  réjou'ssait  de  pouvoir  s'ap- 
puyer MHS  exatnen  sur  les  vérités  et  les  traditions  religieuses. 

Au  printemps  de  iG^n.  le  rluc  de  Haviéiv  conthuMt  ses  trou^ies  en 
Soua4>e,  où  Descarles  prolila  de  cette  occasion  pour  visiter,  a  Ulm, 
Tillustre  mathématicien  J.  Faulhaber,  qui  fut  fort  étonné  de  trouver 
dans  un  jeune  soldat  une  science  mathématique-  qui  résolvait  en  se 
jouant  ses  plus  diifidles  proMèmes.  En  septembre,  il  allait  d'Ultn  » 
Vienne  avec  l'envoyé  français.  IM^  apprenant  que  son  général,  le  duc 
de  Bavière,  a  comlnit  ses  troupes  en  Uohème,  il  retourne  au  camp  et 
prend  )>art  a  la  laineuse  bataille  de  Prague,  après  laquelle  il  entre 
dans  la  ville  avec  les  vainqueurs.  Ainsi  sou  premier  fait  d'armes  était 
dirigé  contre  le  père  de  la  princesse  qui  devint  pins  tard  sa  première  et 
sa  plus  studienae  élève  en  philosophie  et  en  mathématiques.  Après-avoir 
passé  l'hiver  dans  la  Bohème  mériilionale  à  poursuivre  avec  un.  zèle  per* 
•iévérant  le  vaste  plan  qu'il  avait  fnruu',  il  suit,  an  printemps  tle  i6ai, 
le  général  autrichien  Bucqtioy,  eu  Hongrie,  dans  sa  campagne  contre 
le  célèbre  prince  de  Transylvanie,  Bétblen  Gabor;  et  il  assiste  au  siège  * 
heureux  de  Preahourg  et  de  Thyrnau.  Mais  la  malheureuse  albire  de 
Neuhauscl,  où  succomba  Buoquoj,  le  dégoûta  de  Uc  guerre.  Le  lende- 
main de  la  levée  du  siège,  il  revint  à  Vienne  avec  plusieurs  autres  oi' 
liciers  franrais  et  wallons  qui  se  ?roiivi»ient  à  l'ann^''';  t-l  comme,  en 
France,  la  guerre  contre  les  liugucnots  avait  tecoiiunencé  et  «jue  la 
peste  sévissait  à  Paris,  il  prend  la  résolution  de  visiter  le  nord  de  l'Eu- 
rope qui  était  en  paix.  Il  revient  va  Moravie,  va  de  là  en  Silésie,  tra- 
verse toute  la  Pologne  dont  l'étendue  était  alors  considérable ,  les 
côtes  de  la  Baltique,  la  Poméranie,  la  Marche  de  Brandebourg,  le 
Holstein,  e»  sV-mbnrque  pour  la  Frise.  Dans  mie  (reversée  deËmbden 
à  rOst-Fribe,  il  est  presque  assassiné  par  les  bateliers  qui  ne  voient  avec 
luiqu  un  seul  serviteur;  il  revient  en  iloUande  où  il  séjourne  quelque 
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temps;  et,  en  mars  i6aa,  il  retoiinie  à  Rcnijee,  auprès  île  son  pere. 
Probablement,  dans  ces  voyages,  il  a  touché  Rœnisberg  et  Herlin.  Il 
passe  un  an  auprès  de  sa  famille,  indécis  sur  le  choix  d'un  genre  de  vie 
qui  pût  répondre  à  sa  ▼ocation  et  s'accommoder  avec  ses  plans  scien- 
tifiques. Revenu  à  Paris,  où,  après  une  peste  de  trois  ans,  on  com- 
mençait ù  respirer  un  air  plus  pur,  on  Vy  prit  pour  un  ros«i-croix ,  bien 
qu'il  n'eût  jamais  réussi,  dans  ses  voyages,  à  découvrir  la  moindre 
trace  de  cette  société  invisible ,  vantée  par  tant  de  livivs  de  ce  temps. 
11  passait  pour  un  des  trente-six  envoyés  que  ^n  clief  ui)  stérieux  avait 
répartis  dans  l'Europe  entière ,  et  avec  qui  l'on  n'avait  que  les  relations 
invisibles  de  la  volonté  et  de  la  pensée.  Après  avoir  aliéné  la  majeure 
partie  des  biens  qui  lui  étaient  échus  du  eôté  de  sa  mère,  en  Poitou, 
afin  d'acheter  à  prix  d'argent  une  charge  importante,  il  résolut,  avant 
de  s'enchaîner  ainsi,  de  visiter  l'Italie.  Il  se  rend  à  Venise  par  Ràl»', 
Zunch,  les  Grisons  et  le  Tyrol.  Il  y  assiste  au  mariage  du  doge  avec  ia  . 
Hier.  Il  remplit  le  vœu  qu'il  avait  l'ait  jadis  à  Neubourg  d'aller  à  Notre- 
Dame  de  Lorette.  De  là  il  passe  en  Piémont  pour  acheter,  ainsi  quMI 
l'avait  promis  i  son  père,  une  charge  d'intendant  près  de  l'aniife 
irançaise ,  qui ,  sous  le  COmmandemenl  du  vieux  connétable  de  Lesdi- 
guiercs,  se  mettait  -en  mouvement  pour  marcher,  avec  les  Piémontais. 
contre  Gènes  et  les  Espagnols.  Mais  l'acquisition  de  cette  chargf  ayant 
manqué  t  il  part  pour  Rome,  ou  sue  célébrait  un  jubilé  de  vingt-cinq 
ans;  et  il  trouve ,  dans  cette  circonstance,  Toccaston  rare  d'étudier  les 
moeurs  des  div<  i  ^^^  nations  que  cette  fête  réunissait,  ce  qui  le  force  à 
.•renoncer  à  son  j^î^ier  plan  de  visiter  la  Sicile  et  TEspagne.  Il  revint 
ensuite  a  Florence,  oîi  il  ne  vit  pas  Galilée,  avec  qui,  cepeîidant,  il  tle- 
vait  partager  l'honncui'  d'avoir  régénère  les  sciences.  Il  assiste  a  ia 
prise  de  Pavie  par  les  1  l  aucjais  et  ctux  exploits  iauieux  du  duc  de  Savoie. 
Revenu  à  Turin  et  de  là  à  Lyon ,  dans  sar  patrie,  on  lui  o0re  la  charge 
de  liéiitenant  général  à  Châtellerault.  Mais  il  ne  peut  renoncer  k 
rhabitude  qu'il  a  déjà  prise  de  consacrer  sa  vie  entière  a  ses  recher- 
ches scientifiques.  Il  passe  trois  années,  à  Paris,  dans  la  retraite  et 
avec  ia  \)\us  grande  simplicité  qu'il  pùl  adopter  sans  aftectation.  Nous 
pouvons  tlonc  nous  représenter  le  philosophe  revêtu  d'un  habit  de 
taffetas  gris,  étoflEe  alors  fort  nouvelle,  avec  un  chapeau  ii  plumes, 
l'écharpe  et  r^>ée,  dont  il  ne  pouvait,  comme  goitilhomme,  se  dis- 
penser. Tantôt  il  s'applique  aux  spéculations  miribématiques  In»  plus 
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abstraites;  tantôt  il  i<iit  d&»  e&ptTkeuces  de  physique  où  il  acquiert  une 
grande  habileté ,  surtout  dans  le  polissage  des  verres;  tantôt  il  étudie 
profbodâaMBt  la  mécanique,  où  il  découvre  le  principe  des  vitesses 
virtuelles  qui  régit  eneore  Mijoard'hui  toute  cette  matière.  Puis  quand 
il  voit  à  combien  peu  de  g^ns  il  peut  communiquer  des  travaux  de  ce 
^enre,  il  les  abandonne  pour  se  livrer  à  une  étude  qui  lui  semble  la 
plus  haute  du  toutes,  relie  de  Thomuie.  Mai»  il  trouve  que  monis  d'es- 
prits eacon;  tonnaisseul  l'iiomme  que  la  géométrie;  et  il  revient  tou- 
jours de  plus  en  plus  eu  lui-même.  Déjà  sa  réputation  lui  rend  impos- 
sible la  solitude  qu'il  désire.  La  foule  des  lettrés  et  des  savants  qui 
veulent  le  connaître  et  l'entretenir  fait  de  sa  maison  une  académie. 
.  En  vain  il  veut  se  cacher  dans  la  partie  la  plus  éloigTit'e  de  la  ville;  un 
serviteur  que  l'on  dt-tuiivre  le  trahit.  Ue  dépit  il  quitte  Paris,  en 
août  i6a8,  et  se  rend  au  stége  de  la  iiuclielle  que  le  roi  conduisait  eu 
personne;  et,  à  cette  occasion ,  il  visite  la  fauNuse  digue  du  cardinal  de 
Richelieu.  Après  la  campagne  victorieme  du  roi,  il  revient  ii  Paris. 

Grâce  k  son  activité,  que  n'avait  pas  même  interrompue  le  bruit  des 
camps,  il  avait  déjà  recueilli  beaucoup  de  matériaux  sans  avoir  encore 
rien  donné  au  public.  On  doit  rendre  au  clergé  catholique  de  ce 
temps  la  justice  de  dire  qu'il  cultivait  et  aimait  passionnément  les' 
sciences  ;  ce  clergé  fonnaît  on  louable  ccmtraste  avec  les  protestants 
fanatiques  dont  les  cris  avaient  fiiit  disparaître  les  scienoes  en  Alle> 
magne.  Le  monde  doit  donc  peut-être  à  deux  cardinaux ,  au  cardinal 
de  Kérulle  et  au  nonce  du  pape  cardinal  de  Bagné ,  la  jouissance  des 
fruits  que  Descartes  laissait  depuis  longteni[»s.  n>ùnr.  Dans  les  soirées 
<pii  se  tenaient  chei  le  nonce,  un  M.  de  Chaiidoux  [*]  parla  des  prin- 
cipes d'une  nouvelle  philosophie  <iont  l'exposition  spirituelle  et  élé- 
gante lui  attira  de  toutes  parts  les  plus  vifs  applaudissements.  Comme 
Oeseartes  se  taisait»  et  qu'on  le  pressait  de  dire  sa  pensée*  il  loua  le 
courage  de  l'homme  qui  osait  briser  les  chaînes  de  la  scholastique  ; 
mais  il  fit  remarquer  quel  potivoir  a  la  vraiseml>!!inr.'  pour  se  iticttre  à 
la  place  de  l#^v»*rité.  Si  l'on  veut,  ajuutait-il,  comme  le  font  en  général 
les  gens  éclairés,  se  contenter  de  la  vraisemblance,  on  court  risque 


[*J  Ce  H.  de  Cbsedoiui  m  HvM  ploi  tiid»  eomme  lant  d'auiret  danol  les  guerres 
civiles  de  PrtiMe,  A  h  ftbricÉtioik  de  la  fanaie  imnMje,  «i  il  fiait  par  être  p«ndu  ea 
place  de  Gfève. 
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de  prendre  le  ÛMUc  pour  le  vrai  sur  la  foi  de  priucipes  apparents,  et 
réciproquenent,  de  se  m^Mttdremr  le  -vrai  en  le  croyanrfcuz.  Tour 
preuves  de  ces  remarques,  il  demanda  à  la  société  qnon  lui  proposât  une 
tusertion  généralement  tenue  pour  incontestable,  et  il  se  chargeait  de 

Héinoiitr*'r  qu'elle  était  finisse,  par  douze  arptrmenls  plus  plausib!i"<;  lf>v 
mis  rjuf  IfS  aulres.  Ensuite  il  prit  une  proposition  regardée  coiiinie 
parfaitement  Causse ,  et  il  avança  douze  arguroenb»  plausibles  pour  dé- 
ittontrer  k  son  auditoire  qu'elle  était  parfaitement  joste<  Ou  lui  de- 
manda s'il  n*y  avait  ancim  moyen  de  se  garantir  des  faux  principes; 
et  il  répondit  en  désignant  sa  méthode  tirée  du  sein  des  mathéma- 
tiqtips  Dans  plusieurs  conversations  intimas,  il  nvv.t  puthonsinsinr  1p 
cardinal  de  BéruUe  pour  cette  méthode  et  ses  applications,  qui  tentient  , 
à  Tamélioration  du  bien-être  utatériel  de  la  société;  car  alors  il  chercliait 
à  accroître ,  par  le  perfectionnement  de  la^mécanique,  Tefifirt^du  travail 
dt  rfaonune;  «t  cette  pensée  est  devenue  aiijonrd'hui  une  réalité  qui 
gouverne  le  monde. 

Le  pieux  cardinal  usa  de  son  autorité  morale,  et  il  rendit  Descartes 
responsable  devant  Dieu  du  tort  qu'il  faisait  à  l'humanité  en  loi  déro- 
liant  le  fruit  de  ses  travaux;  il  lui  reiusa,  s'il  persistait,  Tappiii  du 
'cîd.  Descartes  se  décida  donc  à  terminer  du  mieux  qu'il  pourrait  son 
ouvrage,  à  le  ptd>lier$  et,  pour  se  consacrer  tout  «itier  à  oette grande 
entreprise,  il  résolut  de  se  soustraire  à  la  société  de  Paris.  Il  se  retire 
en  Hollande,  dont  le  climat  plus  froid  lui  convient.  TI  vécut  plus  de 
vingt  ans  dans  ce  pavs  sans  se  fixer  définitivement  nidle  part.  Il  y  est 
errant  comme  les  Israelitt^s  dans  le  désert,  transportant  son  domiciled'un 
lieu  à  un  autre,  pour  un  temps  plus  ou  moins  long,  dans  les  villages, 
dans  les  hôtels,  dans  les  fimbourgs  les  (dus  retirés  des  grandes  villes, 
caofaé  k  tous,  et  cependant  en  commerce  trèa*actif  avec  les  esprits  les 
plus  distingués  de  son  temps ,  et  entretenant  ces  rdaticms  par  l'inter- 
médiaire de  son  vieil  ntni .  le  V.  Mersenne,  à  Paris,  son  ancien  cama- 
rade à  la  Flèche,  et  qui.  seul,  connaissait  sa  retraite.  Le  parloir  du 
cloître  des  Minimes,  sur  la  place  Royale,  était  le  centre  des  discussions 
les*  plus  savantes  :  là  Mersenne  communiquait  les  réponses  de  Tonde 
que  l'on  avait  demandées  par  son  intermédiaire,  et  il  recevait  en  re- 
tour ou  des  questions  nouvelles  OU  des  objectkms. 

Retiré  en  Hollande.  Descartes  s'y  consacre  avec  un  redoublement 
de  zèle  aux  expérieuces  d'optique,  de  chimie  et  de physi<|ue,  qu'il  en- 
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trrmèle  à  des  reclierches  d'ariatoniie  ot  de  médecine,  à  des  observa- 
tions d'astronomie  et  à  des  spéculation»  métaphysiques.  Lt*  phénuinme 
devdemsoleiblftconcluiatà étudier  la  météorolc^e entière,  el  particu- 
liènoMiit  rarp>«i*eiel.  Dam  un  petit  voyage  qu'il  fit  en  Angleterre}  il 
eut  roccamon  d'observer,  à  Londres,  raiguiUe  aimantée;  il  voulait 
comprendre  toutes  ses  rtcherclies  dans  un  livre  qu'il  intitulait  le 
.\fort/{c,  dans  lequel  il  s'el}V>r(  ait  f!'(»vnlj(|ner  et  d'rclaircir  la  néces- 
site (le  toute  la  rréaiion  Pour  se  tnettre  a  l'abri  des  ohjt  ctioiis  thcf»- 
io^tqu6â,  il  recliercha  la  forme,  qu'indcpeudammenl  du  tnomif  réel . 

dontî)  fidiait  une  complèle  abstractioii ,  aurait  dû  prendre  mt  monde 
dans  leqnel  Dieu  Irânerait  agir  les  lois  maurelle»  de  la  matière  aban- 
donnée au  désordre  du  chaos.  Il  donna  d'abord  une  description  de 

cette  matière ,  en  ne  hii  accordant  que  les  qualit«?s  les  pins  simples. 
Ensuite  il  expliqua  les  lois  de  la  nature  ,  et  (ictnutUra  quenécess.iircrnetit, 
si  Dieti  avait  créé  plusieurs  nmndes ,  ces  lois  devraient  être  les  mêmes 
pour  tous  lans  exception.  11  fît  voir  ensuite  comment  ce  chaos  informe 
dewait  devenir  un  ciel  avec  un  soleil  et  des  étoiles  fixes,  des  planètes  et 
des  comètes.  Il  exposa  la  nécessité  et  la  nature  de  la  lumière  du  Soleil 
et  des  étoiles  fixen,  comment' elle  parcourt  eu  »m  instant  les  espaces  im- 
mensesdescieux,  etconunent  les  |)lauetes  doivent  la  réfléchir.  Il  dcc  risjt 
la  substauce,  la  situation  diserse,  le  mouvement  et  les  propriétés  spé- 
ciales de*  corps  «^lestes ,  de  feçon  à  ce  qu'on  pût  reconnaître  qu'il 
n'y  a  rien  dans  le  monde  ne  soit  comme  il  doit  être.  Ensuite 
il  descendit  sur  la  terre:  il  dit  comment  ses  diverses  parties  doivent 
tendre  vers  son  centre;  rommentla  position  de  la  terre,  relativement 
au  soleil  et  à  la  lune,  produU  le  Ûux  et  le  reflux,  Je  grand  comanl 
qu'on  remarque  sous  les  tropiques  de  l'est  à  l'ouest,  et  les  vent.s 
alitiéil  ccmiment,  d'après  les'lois  de  la  nature,  se  fermenl  les  mon- 
tagne», les  sonroes,  les  roers>,  les  rivières,  les  métaux  dans  les  flancs 
dea  montagnes;  comment  se  produisent  tous  les  corps  composés;  com- 
ment se  développe  le  monde  des  plantes  Puis  il  passe  à  l'organisation 
des  atiimiiix  ,  à  l'hoinuie;  mais  il  reconnaît  (ju  il  lui  manque  pn(ftr. 
pour  comprendre  à  fond  les  lois  de  cet  oi^anisme,  bien  des  notions  ciu- 
miques  et  anatomiques.  Cependant,  de  toutes  ces  transformations  de 
la  matière,  Time  pensante  ne  peut  sortir;  et  il  font,  pour  la  créer,  une 
nouvelle  intervention  de  Dieu.  Deaeartes  veut-  terminer  son  ouvrage 
en  exposant  quelle  est  Fessence  de  l'esprit.' 


io4  JOURNAL  DE  MA  l'HEMA TlQLtS 

La  hardiesse  de  celte  entreprise  uous  étoiiue.  Echappé  des  pn&ous 
de  la  scholastique,  l'esprit,  qui  s'est  retrouvé,  boit  à  longs  traits  Tair 
divin  de  la  libre  sdenoe  ;  il  veut  d*ou  fias  rapide  Uravener  en  aa  joie 
la  carrière  infinie  du  savoir;  el,  comme  le  but  dernier  de  toute  con- 
naissance reste  encore  obscur  pour  lui  dans  un  très-loinlain  hon/.on, 
il  croit  déjà  qu'il  peut  l'atteindre,  et  il  s'élance  dans  sa  fragile  nacelle. 

I.e  17  février  1600,  Jordano  Bruno  avait  été  Ijrûlé  vi(  à  Rome,  sur 
la  place  de  Flore ,  en  face  du  théâtre  de  Pompée,  où  ses  juges  étaient 
plus  treinblants  que  lui.  1^  9  février  1619,  Vanini  était  étranglé,  à 
.Toulouse,  après  qu'on  lui  eut  arraché  la  langue  avec  des  tenailles;  et 
iK>n  corps  était  réduit  en  cendres.  Campanella  avait  été  enfoui  dans  un 
cachot,  et  la  torture  extraordinaire  lui  avait  été  infligée  sept  fois,  dont 
une  entre  autres  avait  duré  quarante  heures  de  suite.  Mais  rien,  à  ce 
qu  i!  parait,  ne  fit  autant  d'impression  sur  Descartes  qu'une  nouvelle 
qu'il  reçut  au  rnoogrant  où  il  revisait  pour  la  dernière  fois  son  Monde, 
afin  de  l'envoyer  au  P.  Blersenne  qui  Tattendait  impatiemment.  Il 
apprit  que  Gatilée ,  dont  la  gloire  remplissait  l'Europe,  était,  mA%ré 
l'amitié  et  la  profonde  estime  que  le  grand-duc  de  Toscane  avait  pour 
lui,  livréà  l'inquisition,  et  (jiril  avait  dû  abjurer  à  o;pnoux,  comme  une 
hérésie,  la  doctrine  qui  met  la  terre  en  uiouvcweut  autour  du  soleil 
immobile.  Alors  il  s'éleva  dans  l'Ame  de  Descarles  une  douloureuse 
anxiété  qu'il  ne  parvint  Jamais  à  dompter  tout  à  fait.  Il  était  convaincu 
de  la  vérité  du  système  de  Copernic  comme  de  sa  propre  exiatenoe; 
»uais  il  n'était  pns  moins  convainrii  fie  l'infaillibilité  du  pape.  Dans 
cette  situation  critique  ,  il  se  résout  cependant  ;i  imprimer  son  ouvrage. 
Ce  qui  pouvait  alors  n'avoir  été  dans  Ck>peraic  qu'une  vue  encore  iu- 
oertaine  du  génie  a  été  confirmé  planement  depuis  par  les  travaux  ac* 
cumulés  de  deux  siècles;  et  une  libre  investigation  a  conquis  bien  des 
connaissances  qui  alors  ne  pouvaient  même  pas  être  soupçonnées.  Dans 
des  temps  plus  heureux,  nù  Ton  ne  poursuit  plus  le  génie  par  les  traits 
d'une  censure  qui  va  jusqu'au  bûcher,  il  nous  est  permis  de  croire  au 
système  du  monde  de  ce  noble  esprit,  de  l'illusti-e  investigateur  que 
nous  af^pdons  avec  ot^ueil  notre  compatriote,  à  ce  système  qui  nous 
indemnise  largement  de  tontes  les  erreurs  passées. 

Descartes  avait  pris  la  résolution  de  ne  publier  aucun  de  ses  ou* 
vrages  de  son  vivant;  mai»  ses  amis  parvinrent  à  l'éhranler.  et,  dans 
l'année  1637,  parut  k  \jty4S^  sou  premier  grand  ouvrage  pour  lequel 
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il  recevait  de  Francp,  goiivernt'e  à  cette  époque  par  l'illustre  cardinal 
fondateur  de  l'Acadéniie  française,  un  très-honorable  privilège  qui  lui 
permettait  de  laire  imprimer  en  France  ou  hors  de  France,  nuii<<ieule- 
ment  cet  ouvrage ,  ma»  encore  tou»  ceux  ^iiMl  pournit  écrire  k  reve- 
nir. Cette  {wotectiou  forme  un  heureux  contraele  avec  les  percécution* 
quMl  avait  à  souffrir  à  l'Université  d'Utrecht,  de  la  part  des  théologiens 
protestants  qui  maudissaient  ses  doctrines  rninme  nthées  et  dangereus<^ 
pour  l'État,  et  contre  lesquels  il  ne  trouvait  d'appui  que  dans  la  sa- 
gesse du  ]>rince  Maurice  d'Orange.  Peu  d'années  auparavant,  les 
théologiens  protestants  de  l'Universîté  de  Tubingue  en  chaiiaient  notre 
grand  Képier,  et  lui  relÎNaient  la  permission  de  publier  ses  ouvrages 
astronomiques,  que  les  jésuites  d'Inspruck  devaient  faire  imprimer  k 
leurs  frais.  Ils  l'excluaient  de  la  communion ,  lui  qui  peut  être  rrgardé 
comme  le  martyr  de  la  fui  protestante,  qu'il  sonntit  riiergiquemeiit  à 
la  cour  de  l'Empereur,  parce  que,  uniquement  hdele  à  la  Confession 
d*ÀugBbouf]g,  il  ne  voulait  pas  jurer  les  articles  du  concordat  et  mau- 
dire les  calvinistes;  ils  lui  interdisaient,  comme  1«h:«  la  lecture  de 
la  Bible;  et  ils  allaient  presque  jusqu'à  brûler  sa  mère  comme  sorcière i 
et  Képler  ne  pouvait  l'arracher  de  leurs  mains  que  par  son  plaidoyer 
audacieux  devant  les  juges,  et  par  «a  Jviute  position  de  mathématicien 
de  I  Empereur. 

Le  livre  de  Descartes  renfermait  quatre  ouvrages  :  le  Traité  de  la 
Méthode  pour  bien  conduire  sa  raison  et  chercher  la  vérité  dans  les 
fldenceS}  la  Dioptrique,  les  Météores  et  la  Géométrie  *  Il  voulait,  dans 
ces  trots  derniers  ouvrages,  donner  spécinien  de  ■>fi  Méthode  appli- 
quée à  un  sujet  purement  physique,  à  un  sujet  purement  mathéma- 
tique et  à  un  sujet  mixte.  Sa  Géométrie  a  changé  la  face  des  sciences 
mathématiques;  elle  a  délivré  la  géométrie  de  la  domination  des  figures, 
qui  ne  donnaient  que  des  idé^  particulières,  et  en  a  fidt  un  objet  de 
calcul  général.  Nous  trouvons,  dans  sa  Dioptnque,  ks premiers trattsde 
cette  théorie  de  la  lumière  à  laquelle  les  physiciens  sont  revenus  de  nos 
jours,  et  p;ir  laquelle  seiUe  ils  peuvent  expliquer  les  lois  merveilleuses 
de  la  réfraction  simple  et  double,  de  la  formation  des  couleurs,  je  veux 
dire  la  théorie  des  ondulations,  qui  supixtse  non  qu'une  matière 
sortie  du  corps  lumineux  se  meut  jusqu'à  notre  mil,  mais  qu'un  éther 
propre  à  In  lumière  éprouve  des  vibraliona.  Mais  id,  massieorst  je  vous 
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demanderai  la  permission  de  vous  entretenir  quelques  instants  de  plus 
de  sn  "\Tctho(le:  c'est  le  iiotn  qu'on  donne  habituellement  an  premier 
des  quatre  ouvrages  <jue  je  viens  de  rappeler,  dans  lequel  il  nous  fait 
la  description  de  son  projet,  et  qui ,  par  son  st^le  simple  et  noble,  est 
en  même  Iwnps  un  moaument  de  la  laogœ  et  de  la  lUtératim  fran- 
çaise  que  rienrn'a  surpassé. 

«  he  bon  sens,  dit-il,  en  commençant  sa  Méthode,  est  la  chose  du 
monde  la  mieux  partagée;  car  chacun  pense  en  être  si  bien  pourvu, 
que  ceux  mêmes  qui  sont  ies  plus  ddticiles  à  contenter  en  toute  autre 
chose,  n'ont  point  coutume  d'en  désirer  plus  qu'ils  n'en  ont.  »  En  quoi 
Descaiteft  ne  veut  pas  soutenir  que  tous  te  tn>mpent;  mais  cela  montre, 
suivant  Ini»  que  la  raison  est  naturellement  ^le  en  tons  les  hommes , 
et  que  la  diwenité  de  nos  opinions  vient  seulement  de  ce  que  nous 
conduisons  nos  pensées  par  diverses  voies  et  ne  considérons  pas  les 
tiiemes  choses.  Mais  il  croit  avoir  eu  le  bonheur  <ie  sCtre  rencontré, 
des  sa  jeunesse,  eu  certains  chemins  qui  l'ont  conduit  à  ime  sûre  mé- 
tliodei  et  lui  ont  donné  les  moyens  d'élever  peu  k  peu  sa  connais- 
sance an  pimt  haut  point  auquel  la  portée  de  son  esprit  et  la  courte 
durée  de  la  vie  humaine  lui  permettent  d'atteindre.  Aussi ,  pour  savoir 
par  l'opinion  publique  s'il  ne  se  trompe  point,  i!  veut  faire  voir  les 
chemins  qu'il  a  suivis,  el  représenter  sa  vie  entière  comme  en  tin  ta- 
hieau.  Son  ouvrage  ne  renfermera  point  des  préceptes  généraux  que 
chacun  doive' suivre^  il  ne  le  proi>o£ic  que  comme  une  histoire,  ou, 
si  Fon  aimemiébi:,  comme  une  fohle,  où  cfaaam  pourra  prendre  ce 
qui  lui  semblera  convenable  pour  lui-même. 

«  J'ai  été  noÉrri  aux  lettres  dès  mon  enfance,  conlinue-t-il[*];  et 
comme  on  nie  persuadait  que .  par  leur  moyen,  on  pouvait  acquérir 
une  connaissance  claire  et  assurée  de^tout  ce  qui  est  utUe  à  la  vie, 
j' avala  un  extrême  désir  "dé  les  apprendre.  Maisut6t  que  j'eus  achevé 
tout  ce  cours  d^études  savantes,  je  me  trouvai  embarrassé  de  tant  de 
doutes  et  d'erreurs,  que  je  me  parus  seulement  plus  ignorant  qu'aupa- 
ravant. Et  néanmoifH,  j'étais  en  l'une  des  pins  (  élèbres  écoles  de 
i'Kurope  où  je  pensais  qu'il  devait  y  avoir  de  savants  hommes,  s'il  y 
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en  avait  en  aucun  endroit  dé  la  terre.  Ty  a^aw  appris  tout  ce  qu'on 
y  pouTait  apprendre;  et,  en  outre,  j'avais  parcouru  tous  les  libres 
traitant  les  matières  les  plus  tlifficilcs  et  les  plus  mystérieuses  que 
j'avais  pu  me  procurer.  On  me  conip<ait  parmi  les  mpillpurs  écoliers, 
bien  qu'il  y  en  eût  déjà  entre  eux  quelques-uns  qu  on  iit.'8tinât  à  rem- 
pli! les  place»  de  nos  maîtres.  Enfin  notre  néole  me  semblait  aussi 
floruaant  et  auaii  fertile  en  bons  esprits  qu*ait  été  auam  des  précé- 
dents ;  ce  qui  me  fiùaait  prendre  la  liberté  de  juger  par  moi  de  tous  les 
autres .  et  de  penser  qu'il  n'y  avait  aucune  doctrine  dans  le  monde  qui 
fût  telle  qTi'on  m'avait  auparavant  fait  espérer. 

B  Je  ue  laissais  pas  toutefois  d'estimer  les  exercices  nuxipi^ls  on  se 
livre  dans  les  écoles.  Je  savais  que  les  langues  qu'on  y  apprend  sont 
nécessaire»  pour  Tinlellig^oe-dM  livres  anciens,  que  la  gentillesse  des 
fables  réveille  l'esprit,  que  les  actions  mémorables  de«  histoires  le 
reU;vent,  et  qu'étant  lues  avec  discrétion,  elles  aident  k  former  le  juge- 
ment; que  \,\  Iprtiitp  dp  tous  Ips  hons  livres  est  comme  une  oo»»versa- 
tion  avec  les  plus  iiuunctcë  gens  des  siècles  passés,  et  même  une  con- 
versaticm  étudiée,  en  laquelle  ib  ne  nous  découvrent  que  les  meilleures 
de  leiuv  pensées.  Je  ne  méconnaissais  pas  la  force  de  l'éloquence ,  la 
beauté  de  |a  poésie  ;  ni,  dans  les  mathématiques,  des  inventions  très' 
utiles  qui  peuvent  beaucoup  servir  tant  à  contenter  les  cunciix  ffa'h 
faciliter  tous  les  arts  et  diminuer  le  travail  des  hnmmci.  Te  savais  que 
les  écrits  qui  traitent  des  mueurs  contiennent  plusieurs  enseif^uenirrits 
et  plusieurs  exhortations  à  la  vertu  qui  sont  fort  utiles,  que  la  théo- 
logie  enseigne  à  gagner  le  ciel ,  que  la  philosophie  donne  moyen  de 
parler  vraisemblablement  de  toutes  choses  et  se  feS^- admirer  des 
moins  savants,  qup  la  jurisprudence  et  la  médecine  apportent  des 
honneurs  et  des  riclipsses  à  ceux  qui  les  cultivent;  et  enfin  (ju'il  <st 
bon  de  les  avoir  toutes  examinées,  rnéme  les  plus  superstitieuses  el 
les  plus  fotuaes  (l'astrologie  et  l'alchimie),  afin  de  connaître  leur  juste 
valeur  et  se  garder  d'en  être  trompé. 

>'  Mais  je  croyaisavoirdéfàdonnéaaseadetempsaux  languesetméme 
à  la  lecture  des  livres  anciens  ;  car  c'est  qnasi  le  même  de  converser 
avec  ceux  des  autres  siècles  que  de  vovager.  Lorsqu'on  emplciie  trop 
de  temps  en  voyage,  on  devient  enJin  étranger  en  son  pays;  et,  lors- 
qu'on est  trop  curieux  des  chose»  qui  se  pratiquaient  aux  siècles  pas- 
sis,  on  demeure  ordinairement  fort  ignorant  de  celles  qui  se  pratiquent 
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PII  celui-ci.  J'estimaib  tort  1  fioqueuce  et  j'étais  amoureux  delà  poésie; 
mais  je  pensais  que  l'une  et  l'autre  étaient  des  duos  de  l'esprit  piutùt 
que  des  fruits  de  J'élude.  Je  me  plainit  stirtout  aux  mathématiques ,  à 
cause  de  la  certitude  et  de  révideooe  de  leurs  rawons;  mais  je  m*éton'> 
nais  (le  ce  quei  leurs  fondements  éLint  si  fermes  et  si  solides,  on  ii*avait 
rien  bâti  dessus  de  plus  ferme  et  de  jiliis  solide.  Comme,  au  contraire, 
je  comparais  les  écrits  des  anciens  ]rtïfTts  a  des  palais  fort  superbes  et 
fort  maguifiques,  qui  n'étaient  bàtts  que  sur  du  sable  et  sur  de  la  houe. 
Ils  élèvent  fort  haut  les  irertus  et  les  Ibnt  paraître  estimables  parmi 
toutes  les  choses  qui  sont  au  monde;  osais  ils  n'enseignent  pas  assec  à 
les  connaître  ;  et  souvent  oe  qu'ils  appellent  d'uu  si  beau  nom  n'est 
qu'une  insensibilité,  ou  un  orgueil,  ou  un  déses|)oir,  ou  un  parricide. 
Je  révérais  notre  théologie,  et  prétendais  autant  qu'aucun  autre  a 
gagner  le  ciel  i  main  Ayant  ap|ms  comme  cbose  très-assurée  que  le  che- 
min n'en  est  pas  moins  o<*vert  aux  plus  ignorants  qu'aux  plus  doctes, 
et  que  les  vérités  révélées  qui  j  conduisent  scmt  au-dessus  de  notre 
intelligence ,  je  n'eusse  osé  les  soumettre  à  la  faiUesae  de  mes  raison- 
nements Je  ne  dirai  rien  de  la  philosophie,  sinon  que,  voyant  qu'elle  a 
été  cultivée  par  les  plus  p^cellents  esprits  qui  aient  vécu  depuis  plu- 
sieurs siècles,  et  que,  neamnoiDS,  il  ne  s'y  trouve  encore  aucinie 
chose  dont  on  ne  dnpnle,  et ,  par  conséquent ,  qui  ne  soit  douteuse , 
je  n'avais  point  asses  de  présomption  pour  espérer  d'y  rencontrer 
mieux  que  les  autres;  et  que»  considérant  combien  il  peut  y  avoir  de 
diverses  opinions,  touchant  une  même  matière,  qui  soient  sottteuues 
par  des  i^ens  doctes,  sans  qu'il  y  en  puisse  avoir  jamais  plus  d'une 
seule  qui  soit  vrtiie,  je  répulais  presque  pour  faux  tout  ce  qui  n'était 
que  vraisemblable:  puis,  pour  les  autres sctenees ,  d'autant  qu'elles 
empruntent  leurs  principes  de  la  philosophie,  je  jnf^ais  qu'on  ne 
pouvait  rien  avoir  bâti  qui  fût  solide  sur  des  fondements  si  peu  fermes; 
et  ni  riionneur  ni  le  gain  qu'elles  pronK-ifpîif  nVtaient  suffisants 
pour  nie  convier  à  les  apprendre:  car  je  ne  me  sentais  point,  grâce 
à  Dieu,  de  condition  qui  m'obligeât  à  faire  un  métier  de  la  acteiice, 
pour  le  soulagement  de  ma  fortune;  et,  quoique  je  ne  fisse  pas  pro- 
fession de  mépriser  ht  gloire  en  eyniqne,  je  fitisais  néanmoins  fort 
peu  d'état  de  oelle  que  je  n'espérais  point  pouvoir  acquérir  qu'A  faux 
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»  C  est  pourquoi  sitôt  que  l'âge  me  permit  de  sortir  de  la  sujétion  de 


PLRES  ET  APPIJQUÉES.  109 

mes  précrptPlirs ,  je»  qiiiltni  entièrement  l'étude  tles  lettres;  et,  me  ré- 
>io!'-rînî  fil'  ne  cherciier  plus  d  autre  science  qtu'  celle  qui  se  pourrait 
trouver  eu  iuoi-iuéai«,  ou  bien  dans  le  grand  livre  du  monde,  j'ein- 
ployai  le  rate  de  na  jeunene  k  voyager,  à  voir  des  cmm  et  dei  armées, 
à  fréquaater  des  gen*  de  diverses  humeurs  et  conditions,  à  recueQlir 
diverses  espérienoes,  et  à  m'étudîer  nMn>niéme  dans  les  rencontres  que 
la  forttnie  me  proposait.  Il  est  vrai  qtie  pendant  que  \v  ne  faisais  que 
considérer  les  iiuinns  des  antres  liomiues,  je  reniar'(n-iis  (|iiasi  .mtaut 
de  Uivt  rsité  que  j'avais  tait  auparavant  entre  les  upintous  des  philo- 
sophes ,  en  sorte  que  j'apprenais  à  ne  rien  croire  trop  fermement  de  ce 
qui  ne  m'avait  été  persuadé  que  par  Texemple  et  par  la  coutume.  Et 
ainsi  je  me  délivrai  peu  à  peu  de  beaucoup  d'erreurs.  Mais  après  que 
j'eus  employé  quelques  années  à  rfndier  ainsi  dans  le  livre  du  monde, 
je  pris  un  jonr  la  résolution  d'étudier  aussi  en  moi-même,  et  d'em- 
ployer toutes  les  forces  de  mon  esprit  a  choisir  les  chemins  que  je 
devais  suivre;  ce  qui  me  réussit  beaucoup  mieux ,  ce  me  semble,  que 
si  je  ne  me  fusse  jamais  éloigné  ni  de  mon  pays  ni  de  mes  livres. 

»  J'étais  alors  en  Allemagne,  où  Toccasion  des  guéries  qui  n'y  sont 
pas  encore  finies  m'avait  appelé,  et  comme  je  retournais  du  couron- 
nement de  l'Emperenr  vers  l'armée,  le  commencement  de  l'hiver  m'ar- 
rêta en  un  quartier  où,  ne  trouvant  aucune  conversation  qui  me 
divertit ,  et  n'ayant  d'ailleurs  par  bonheur  aucun»  soins  ni  passions 
qui  me  troublassent,  j'avais  tout  le  loisir  de  m'entretenir  de  vurm 
pensées;  entre  lesquelles  Tune  des  premières  fut  que  je  m'avisai  de 
considérer  que  souvent  il  n'y  a  pas  tant  de  pt  rl'eriions  dans  les  ou- 
vrages composés  de  plusieurs  pièces  et  faits  de  !i  main  de  divers  maî- 
tres, qu'en  ceux  auxquels  la  main  d'un  seul  a  rravadié.  Notre  science 
me  parut  comme  un  ouvrage  de  ce  genre;  je  (tensai  que,  dans  notre 
enfance,  il  nous  a  foUu  d'abord  être  gouvernés  par  nos  appétits  et  nos 
précepteurs ,  qui  étaient  souvent  contraires  les  uns  aux  autres,  et  qui, 
ni  les  uns  ni  les  autres,  ne  nous  conseillaient  peut-être  pas  le  meilleur, 
il  est  presque  impossible  que  nos  jugements  soient  si  purs  m  si  sfiiidps 
qu'ils  auraient  été  si  nous  avions  eu  l'usage  entier  de  notre  raison  lit-s 
le  point  de  notre  naissance,  et  que  nous  n'eumions  jamais  été  conduits 
que  par  elle.  Je  crus  donc  que  je  ne  pouvais  mieux  &ire  que  d'entre- 
prendre une  bonne  fois  d'ôter  de  ma  créance  louta  les  opinions 
que  j'avais  reçues  jnsqu'alorsy  afin  d'y  en  remettre  par  après  mi 
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<rautres  ineilleures ,  ou  bien  les  mêmes,  quand  je  lus  aurais  ajustées 
ail  niveau  de  la  raîfl<m.  IBisaa  que  je  ramarquaiM  en  ceci  diverses 
difficultés  t  elles  n*étaienl  polnl  Uml^s  sans  remède ,  ni  comparables 

à  cdles  qui  se  trouvent  en  la  réformaliOtt  des  moindres  choses  qui  tou» 
t'hent  If  }»iiî)Iic.  Ces  grands  corps  sont  trop  nialaist's  »  rele%'tT  i''[.\nt 
(battus,  ou  même  à  retenir  étant  ébrnnirs,  et  leurs  chutes  ne  peuvent 
être  que  três-rudes.  Puis,  pour  leurj»  uupeHectious,  l'usage  les  a  sans 
cloute  fort  adoucies;  et ,  enfui ,  elles  sont  quasi  toujours  plus  suppor- 
tables que  ne  serait  leur  changement.  Aussi ,  je  ne  saurais  aucunement 
approuver  ces  humeur*  brouillonnes  et  inquiètes ,  qui,  n'étuit  appe- 
lée» ni  |>ar  leur  naissance  ni  par  leur  fortune  au  maniement  des  af- 
faires publiques,  ne  laissent  pas  toujours  d'y  faire,  en  idée,  (jnelque 
nouvelle  réformatiou}  et  si  je  pensais  qu'il  y  eût  la  moindre  chose  en 
cet  écrit  par  laquelle  on  me  fût  soupçonner  de  crtle  folie,  je  serai» 
très'Diarri  de  spuffiir  qu'il  l&t  publié.  Jamais  mon  dessein  ne  s'est 
étendu  plus  avant  que  de  tftcher  de  réformer  mes  propres  pensées  et  de 
bâtir  dans  un  fond  qui  est  tout  ;i  moi.  Que,  si  mon  ouvrage  m'ayant 
assez  plu  ,  je  vous  en  fais  vdir  ici  le  modèle ,  ce  n'est  pas  pour  cela  que 
je  veuille  conseiller  à  pcrsoiuie  de  l'imiter.  Cieux  que  Dieu  a  nùeux 
parties  de  ses  grâces  auront  peut*ètredfô  desseins  plus  relevés:  mais 
je  crains  bien  que  pelui-d  ne  soit  déjà  trop  hardi  pour  plusieurs.  Et  le 
monde  nest  quasi  composé  que  de  deux  sortes  d'esprits  auxquels  il 
ne  convient  aucunement,  à  savoir:  de  ceux  qui,  se  croyant  plus  habiles 
qu'ils  ne  sont,  ne  se  peuvent  empêcher  de  précipiter  leurs  jugements , 
ni  avoir  assez  de  patience  pour  conduire  par  ordre  toutes  leurs  pensées, 
d'où  vient  que,  s'ils  avaient  une  fais  pris  la  résolution  de  s'écarter  du 
chemin  commun.  Us  demeureraient  égarés  tonte  leur  vie;  puis  de  ceux 
qui ,  ayant  assez  de  raison  et  de  modestie  pour  juger  qu'ils  sont  moins 
capables  de  distinguer  le  vrai  d'avec  le  faux  que  quelques  autres,  doi- 
rcnf  bien  pbuùt  «e  contenter  de  suivre  les  opinions  des  autres  qu'en 
chercher  eux-mêmes  de  medleures.  Et ,  pour  moi ,  j'aurais  été  sans 
doute  du  nombre  de  ces  derniers  :  mais ,  par  suite  de  la  grande  diversité 
de  croyances  et  de  moaura  que  mes  études  et  me*  voyages  m'avaient 
Appris  à  connaître ,  je  ne  savais  de  quel  côté  me  tourner,  et  je  me 
trouvai  comme  contraint  de  me  conduire  moiMnéroe. 

Mais  ,  comme  un  homme  qui  marche  seul  et  dans  les  ténèbres ,  je 
UH  résolus  d'aller  si  lentement  et  d'user  de  tant  de  circonspection  en 


u\.jn\^cô  uy  Google 


PUBES  ET  APPLIQUÉES.  1 1 1 

louies  duMs  t  <]ue  •  si  je  n'avançais  que  fort  peu ,  je  me  garderais  bien 
Il  II  moins  de  tomber.  Même  je  ne  voulais  point  commencer  à  rejeter 
tout  à  fait  mes  anctcnnes  opinions,  que  je  n'eusse  auparavant  employé 
assez  de  temps  à  taue  le  projet  de  roiivrap:e  <[u<^  jVntre[)fei)ais, 
ciierciier  la  vraie  méthode  pour  parvenir  à  la  connaisiiancé  de  luutet» 
les  choses  dont  mon  eq>rit  serait  capable.  Et  comme  la  multitude  des 
lois  foufiiil  souvent  des  excuses  atix  vîoes,  en  sorte  qa*im  État  est 
bien  mieux  réglé  lorsque,  n*ea  ayant  que  fort  peu,  elles  y  sont  fort 
étroitement  observées;  ainsi ,  an  liini  de  ce  grand  nombre  de  préceptPN 
dont  la  logique  est  composée ,  je  crus  que  j'aurais  assez  des  quatre 
suivants  : 

»  Le  premier  était  de  ne  recevoir  jamais  aucune  chose  pour  vraie 
que  je  ne  la  connusse  évidemment  êUxe  tdie ,  c'cstè-dtre  d'éviter  soi- 
gneusement la  précipitation  et  la  prévention,  et  de  ne  comprendre 

Heu  (le  [>!hs  en  mes  jin^^ments  que  ce  qui  se  présenterait  si  clairement 
ei  SI  Uistitictement  à  niun  esprit,  que  je  n'eusse  aucune  occasion  de  le 
mettre  en  doute  ; 

»  Le  deuxième,  de  diviser  chacune  des  diflicultés  que  j'examinerais 
en  autant  de  parcelles  qu'il  se  pourrait  et  qu'il  serait  requis  pour  les 

mieux  résoudre  ; 

»  troisième,  de  conduire  par  ordre  mes  pensées  en  commençant 
par  les  objets  les  plus  simples  et  les  (ihrs  aisés  à  connaître,  pour  monter 
peu  à  peu,  comme  par  degré,  jusqu'à  la  connaissance  de:»  plus  com- 
posés, et  supposant  même  de  l'ordre  entre  eeitx  qui  ne  se  précèdent 
point  naturellement  les  uns  les  autres  ; 

»  Et  le  dernier,  de  faire  partout  des  dénombrements  «i  entiers  et 
des  revues  s*  généiMles.  qne  je  pusse  être  assuré  de  ne  rien  omettre.  » 

Tels  sont  les  ioiidements  de  la  loepque  cart(«îienne ,  les  règles  tres- 
MUiples  de  la  mélhode  d'après  laquelle  il  a  entrepris  de  réformer  les 
sciences  tout  entières.  Mais,  comme  un  homme  qui  veut  rebfttir  sa 
maison  doit  cherctier,  en  attendant,  un  toit  pour  s'abriter,  il  se  forma, 
pour  cet  intervalle  de  temps,  afin  que  l'indécision  de  ses  opinions, 
suspendue  jusq 11* 'i  >  (•  qu'il  eût  reconstruit  le  nouvel  édifice  de  la  sienne, 
n'influât  pas  sur  s*  s  actions,  une  morale  provisoire  qui  ne  consistait 
également  qu'eu  trois  ou  quatre  maximes. 

La  première  maxime  était  d'obéir  aux  lois  et  aux  coatumes'  de  son 
pays,  de  denoeurer  fidèle  h  sa  reHjgion,  et  de  se  omidnipe  en  toute»- 
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choses  par  l'opinion  des  gens  ies  pins  sages  qu'il  pourrait  rencontrer 
et  les  plus  éloignés  de  tout  extrême.  £t  aiin  tlt*  coauaitre  la  véritable 
opinion  de  ces  sages,  il  regarda  plus  à  ce  qu'ils  faisaient  qu'à  oe  qu'âs 
disaient,  nou-^eulement  parce  qn*à  cause  de  la  corruption  des  ncnirs 
peu  de  gens  disent  ce  qu'ils  pensent  rèetlement,  mais  aussi  parce  que 
plusifurs  l'i^orent  etir-mèmes. 

Sa  deuxit  uip  uiaxinie  fut  d'être  aussi  résolu  qtie  possible  d^v^  foutes 
s(*s  actions,  quand  bien  uième  l'opinion  qui  servirait  de  londeuieiit  à 
sa  conduite  serait  douteuse. 

Là  troisième  maxime  était  de  se  vaincre  soi-même,  de  ne  pas  com- 
battre  la  fortune  ,  et  de  penser  à  changer  ses  propres  dénrs  plutôt  que 
le  cours  des  choses  ;  de  croire  que  rien  ne  nous  appartient  et  n'est  en 
notre  pouvoir  que  nos  pensées,  et  de  considérer  les  biens  qui  ne  nous 
in.inquent  pas  par  notre  faute,  comme  aussi  inaccessibles  ou  aussi  peu 
regrettables  que  la  possession  de  la  Chine  ou  du  Mexique.  Alors  nous 
ne  souhaiterions  pas  plus  la  santé  quand  nous  sommes  malades,  ou  la 
liberté  quand  nous  sommes  prisonniers,  que  nous  ne  souhaiterions 
d'avoir  des  corps  de  dririvtnt  OU  des  ailes  comme  les  oiseaux.  Mais 
Dêscartes  comprend  qu  d  iaut  une  longue  pratique  et  une  application 
répétée  pour  s'habituer  à  considérer  toutes  les  choses  d'un  tel  point 
de  vue;  et  il  croit  avoir  trouvé,  selon  lui,  le  secret  de  ces  anciens 
sages  qui  savaient  se  soustraire  à  l'empire  du  destin  et  qui ,  malgré  les 
douleurs  et  la  misère,  étaient  plus  riches,  plus  libres,  plus  lortsque 
les  antres  hommes  et  disputaient  de  félicité  avec  les  dieux  mêmes. 

Pour  conclusion  de  cette  morale,  il  examine  les  professions  des 
autres  hommes,  et  il  ne  trouve  rien  de  mieux  à  (aire  que  de  rester 
lidèle  à  ta  sienne ,  et  de  consacrer  sa  vie  entière  à  la  culture  de  sa  raisou 
et  à  la  recherche  de  la  vérité,  que  sa  Méthode  lui  donne  le  moyen  de 
découvrir,  parce  que  rien  n'est  comparable  au  bonheur  que  lui  assu  - 
rent  les  progrès  qu'il  fait  chaque  joiu-  dans  la  science,  et  qu'il  doit  à 
sa  Méthode;  et,  comme  c'est  une  loi  de  la  nature  que  notre  volonté 
recherche  ou  fuie  ce  que  la  raison  lui  présente  comme  bon  ou  comme 
mauvais,  il  est  persuadé  qu'avec  la  connaimance  profonde  et  exacte 
des  dioses,  il  acquerra  tous  les  biens  et  toutes  les  vertus:  et  cette 
conviction ,  cette  espérance,  le  rmplissentdn  contentement  le  plus  pur 
•et  de  la  plus  hante  félicité. 

Après  avoir  mis  de  côté  ces  diverses  matières ,  comme  autant  d'ar* 
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ticlai  fie  ftM  tout  à  fait  inébranlable»  f  U  crut  pouvoir  se  délivrer  de 

totitos  sps  autres  opinions  sans  exception;  mais,  pour  élever  le  nouvel 
étlitice,  il  voulut  attendre  un  A^m-  un  plus  mûr.  Jusqu'à  ce  mo- 
ment, il  veut  consacrer  sou  temps  a  ia  seule  science  qui  a  des  prin- 
cipes et  des  preuves  certaines,  les  mathématiques  ;  ci  par  là  il  exerce 
scm  esprit  à  s'appliquer  à  la  vérité  seule ,  et  à  ne  fMS  se  contenter  de 
principes  purement  plausibles.  11  gagne  une  ccMinaiMance  plus  pro- 
fonde des  phénomènes  de  la  nature,  eu  a|>pliquant  les  mathématiques 
à  la  physique,  en  faisant  des  observations  et  des  expériences;  i!  se 
perfectionne  d'autant  plus  dan;»  la  praiiqui:-  de  sa  Méthode,  et  il  re- 
pousse toujours  davantage  les  anciens  préjugés  et  les  vieilles  opinions  : 
puis  y  quand  il  a  atteint  l'Age  mûr,  pressé,  par  de  pieux  cardinaux, 
comme  nous  l'avons  vu ,  db  publier  son  système  et  ses  découvertes, 
devoir  sacré  qu'on  lui  impose,  Uest  arrivé  enfin  à  poser  la  base  de  ia 
nouvelle  philosopliie.  Mîiis.  comme  il  a  détruit  le  monde  entier  de 
ses  idées  antérieures,  tout  chauctlle;  il  ue  seul  plus  le  sol  sous  ses 
pieds  :  dauà  celte  mer  de  doute  et  d'ignorance,  où  tronvera-t-il  la  pre- 
mière proposition,  l'absolue  certitude,  qui  soit  la  base  de  son  édifice? 
Doît'^m  s'étonner  qu'un  homme  qui  a  consacré  son  être  entier  à  la 
pensée,  ne  trouve  qu'une  seule  chose  inébranlable,  plus  sûre  que  sa 
propre  existence,  ou  qui ,  du  moins,  rend  seule  son  existence  certaine, 
à  savoir  qu'il  pense.-*  Ainsi  donc,  il  pose  pour  premier  principe  de  sa 
philosophie  :  * 

«  le  pense,  donc  je  suis  :  cogitoj  ergo  âuUL  9 

Ce  mot  a  été  le  point  de  départ  de  la  nouvelle  philosophie;  c'est 
l'inscription  du  drapeau  sous  lequel  il  pousse  la  science  k  marcher  en 
avant.  L'homme  sent  alors  ce  qu'est  son  essence;  les  nuages  de  la  schu- 
h\rif|ue  sont  déchirés;  le  soleil  de  la  |>ensée  se  lève  sur  un  nouveau 
monde,  où  nous  voyageons  encore  aujourd'hui.  G*  n'est  pa;»  luie.  m- 
«urrection  aveugle  et  violente  ccmtre  l'État  et  la  roligion  ;  c'est  la  tran- 
quille assurance  d'un  esprit  qui  a  conscience  de  lui-même,  et  qui 
peut  résoudre  dans  l'État  et  la  religior) ,  et  avec  tous  deux  ,  tous  ]e« 
problèmes  qu'y  trouve  l'esprit  humain.  I.a  modéiation  pleine  de 
sagesse,  jointe  k  une  sorte  d'enllunisiasnie ,  c  est  surtout  ce  qui  dis- 
tingue Descartes,  et  Rome  elle-même  n'a  placé  ses  écrits  dans  ï Index, 
qu'avec  uue addition  trèa-atténuante  idontc  carriganturj  aa  nov.  i663). 
T««im-lbMi847.  i5 
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Je  n*ai  pas  rintention  de  dérouler  ici ,  devant  vous,  le  système  COOio 
ptrt  que  Descartes  a  développé  dans  les  dernières  parties  de  sa  Mé- 
fljode,  rf  pins  lard  dans  ses  Principes.  Je  ne  veux  que  dire  quelques 
mots  sur  les  deux  princesses  avec  lesquelles  Descartes  a  eu  des  rela- 
tions ,  qui  continuèrent  jusqu'à  la  tin  de  sa  vie. 

Dans  le  village  de  la  Baye,  qui  peut  être  comparé  aux  plus  jolies 
villes  de  FEurope,  on  voyait  alors  trois  cours  remarquables.  Deux  mille 
nobles  sous  les  armes,  avec  leurs  ceintures  et  leurs  baudriers  de 
bufllfs,  avec  leurs  écharpes  oranges,  avec  leurs  énormes  hottes  à  ca- 
nons et  avec  leurs  sabres,  entouraient  le  prince  d'Orange,  ('ouverts  de 
velours  nuw,  avec  leurs  larges  iraises,  leurs  barbes  carrées,  on  voyait  les 
députés  aux  états  généraux  et  les  bourgmestres ,  qui  représentaient  la 
force  de  Taristocratie  bourgeoise.  La  reine  douaunère  de  Bobéme, 
avec  ses  cinq  filles ,  formait  la  trotsièroe  cour,  où  les  dames  du  pays 
se  réunissaient  chaque  jour,  et  où  la  société  élégante  venait  offrir  ses 
hommages  à  l'esprit  et  à  la  beauté  ries  prince^sses.  A  deux  milles  de  là, 
à  Eindegeest,  dans  un  petit  village  placé  près  de  Leyde,  sur  les  bords 
de  la  mer,  vivait,  depuis  l'automne  de  tG4i,  Descartes,  qui,  avec  les 
années,  était  devenu  plus  accessible.  La  plus  âgée  des  princesses, 
Élisabeth ,  était  un  prodige  d'instruction.  Après  avoir  sssea  loi^tempe 
étudié  les  belles-lettres,  et  avoir  acquis  la  connaissance  pratiqtie  d'un 
grand  nombre  de  langues  (elle  en  avait  appris  siv,  comme  ses  sœurs, 
de  la  reine  lenr  mère),  elle  s'était  appliquée  à  des  choses  plus  graves, 
aux  niathéuialtques  et  à  la  physique. 

Mais  tout  ce  qu'elle  avait  appris  lui  parut  bien  insuffisant  et  très- 
faible,  quand  les  ouvrages  de  Descartes  tombèrent  entre  ses  «nains.  Les 
conversations  du  burgrave  de  Dohna,  qui  était  lié  avec  elle,  lui  don- 
nèrent le  désir  de  connaître  personnellement  le  philosophe.  Elle  l'invita 
à  se  rendre  auprès  d'elle,  et  elle  se  fit  son  écolière  zélée.  II  pouvait  lui 
cotnnintiiqner  ses  pen.sées  les  plus  profondes,  ses  spéculations  méta- 
piiysiques  les  plus  sublimes,  ses  recherches  les  plus  abstraites  de 
géométrie  ;  et,  dans  lapré&ce  aux  Principes ,  qu'il  lui  a  dédiés,  il  dé- 
clare que,  seule  parmi  totis  ses  disciples,  elle  peut  comprendre  com- 
plètement ses  écrits  [*].  Par  amour  pour  la  plûlosophie  de  Descartes, 

[*J  C'est  ainsi  qu'à  l'aide  de  la  {géométrie  analytiquCf  créée  par  suu  iiutîux',  tlk  a 
iiaîté  le  problème  i  Trouver  on  cercle  qai  tovdie  trois  ceretes  donnés. 
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elle  accepta  la  main  du  roi  de  Pologne,  Ladtdas  lY.  Quand  son  plut 
jeune  frère,  Philippe,  emporté  par  la  jalousie,  eut  tué  un  M.  d'Épinay, 
sur  le  innrclx'  di'  la.  Havp,  m  plnin  jour,  elle  fut  bantiic  pai-  su  mère, 
qui  la  sonproiirjaîl  tie  complicité;  un  counnerce  de  lettres,  avec  Des* 
cartes,  remplaça  les  instructions  orales  :  mais,  malheumisement,  nous 
ae  possédons  pas  les  lettres  de  k  princesse.  Iitsqu*&  la  paix  de  West- 
phsJie»  elle  vécut  à  Crwsen  et  à  Berlin,  chez  ses  parents  de  Brande- 
boui|;,  iniia  à  Heidelberg,  auprès  de  «on  frère  Charles-Louis,  qui 
recouvra  son  |>:>l:itinat  par  suite  de  la  paix, 

Quand  la  li'uime  tit*  ce  palatin,  lit-r  d'.irrniié  uvec  la  princesse,  eut , 
sous  le  prétexte  d'une  chasse,  et  grâce  a  dvs  relais  préparés  à  l'avance, 
itti  loin  de  son  mari,  avec  qui  die  était  brouillée,  et  qu'elle  se  fut 
retirée  à  Gassel,  chcx  sou  frère  le  landgrave,  la  princesse  Élisabeth  se 
l'élira  ansn  dans  la  même  ville.  Enfm,  dans  un  Age  avancé,  elle  reçut, 
quoique  calviniste ,  la  dirvrHon  dr  l'abbaye  luthérienne  <lo  Heesvorden , 
qui  était  située  tian»  le  comté  ilr  liavpnsbcrg,  et  dont  li'  produit  s'éle- 
vait, annuellement,  à  aoooo  tiialers;  ce  fut  seulement  .durs  qu'elle 
jouit,  pour  la  preniière  fois  de  sa  vie,  d*ane  existence  indépendante 
«t  exemple  de  soucis.  Elle  fit  de  cette  abbaye  une  académie  de  philo- 
sophie» qui  fut,  jusqu'à  sa  mort,  une  des  plus  célèbres  académiés 
cartésiennes.  Cnflioliqtie ,  crdviniste,  luthérien,  socinien,  déiste,  tous 
y  étaient  âccuedtis  sans  distwictiun  tie  religion,  pourvu  qu'Us  s'occu- 
passent de  philosophie.  Cette  princesse  mourut  au  mois  de  mars  de 
Tan  1680 ,  à  l'âge  de  soixante  et  un  ans. 

Un  autre  prodige  non  moins  remarquable,  dans  ce  temps-là,  c*était 
Christine,  reine  de  Suède.  Cette  jeune  princesse,  à  peine  Igée  de  dix- 
neuf  ans,  étudiait  Tacite  tous  les  jours,  apprenait  le  t;rec  et  s'occupait 
sérieusement  des  sciences;  elle  était  trés-habile  dans  tous  les  exercices 
du  corps  :  aucun  des  seigneurs  de  sa  cotu'  ne  tirait  aussi  bifu  qu  elle 
un  lièvre  à  la  course;  elle  excellait  dans  l'art  de  l'équitation,  et  tlau.s 
les  grandes  chasses  elle  restait  volontiers  dix  heures  k  cheval  ;  son  corps 
était  midurct  au  froid  et  au  chaud;  elle  ne  portait  ni  bonnet  ni  voile, 
mais  seulement  un  chapeau  orné  de  plumes,  qui  l'abritait  contre  les 
rigueurs  cU-  la  saison;  elle  ne  passait  jatnnis  plus  d'un  quart  d'heure  à 
sa  toilette;  un  peigne  et  quelques  nœuds  de  riibatis  <nrinaient  toute 
sa  coilTure.  Sa  nourriture  était  simple,  et  cinq  heures  scuieuient  {étaient 
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données  par  elle  au  bOiumeii.  A  toutes  ces  qualités,  elle  joignait  le 
talent  de  porter  avec  dignité  une  des  plus  puissantes  couronnes  de 
l'Eim^;  elle  suppléait  à  son  inexpérience  i>ar  sa  haute  intelligence, 
qui  Taidait  à  ptoétrer  les  affiurcs  les  plus  difficiles,  et  à  les  décider  ; 
son  esprit  supérieur  dominait  son  conseil  à  un  tel  point,  que  les 
hommes  qui  avaient  dans  l.i  politique  éfait-nt  même  parfois 

étonnés  de  la  condescendance  qu'il.s  montraient  pour  elle.  Ia^s  ambas- 
sadeurs étrangers  ne  traitaient  plus  avec  les  ministres  comme  autre- 
fois; il$  traitaient  directement  avec  la  reine.  Dés  qu'elle  connut  les 
écrits  de  Descartes,  elle  désira  vivement  recevoir  de  lui  personnel- 
lement des  leçons  de  philosophie  ;  niai«.  comme  il  tardait  k  se  rendre  ' 
auprès  d'elle,  malgré  sa  pressante  it;ition ,  elle  envova,  au  prin- 
temps  de  Tan  1649,  Tamiral  Flemnutig  en  liollaiule,  avec  im  bâti- 
ment, et  U  devait  se  mettre  tout  à  la  disposition  du  philosophe.  Des- 
cartes ne  résista  pas  plus  longtem|)s  :  en  octobre  de  la  même  année, 
il  me  rendit  i  Stodibolm;  et,  malgré  les  rigueurs  de  Thiver,  la  reine 
recevait  tous  les  matin»,  à  ciuq  heures,  dans  son  cabinet,  les  leçons  du 
philosophe.  Pour  se  rnltaclier.  elle  s'ocLupait  de  lui  assiu'er  un  do- 
maine héréditaire  dans  ses  Etats  tle  iJrenie  on  de  l'ouieranie ,  lorsf]M'il 
mourut  au  couuneiicement  de  février  de  i "année  suivante,  après  une 
maladie  de  quelques  jours,  causée  par  le  climat  rigoureux  de  la  Suéde, 
auquel  il  n'était  pas  habitué.  Dix-sept  ans  après  sa  mort ,  époque  où 
(  hristine  avait  déjà  depuis  longtemps  déposé  la  couronne,  les  cendres 
du  [jliilosophe  furent  envoyées  en  France  et  placées  dans  l'église  de 
Saiiite-CTeiievieve,  aiiintirfl'hni  le  J'anthéon.  II  est  souvent  pins  com- 
mode de  posséder  les  cendres  des  grands  hommes,  que  de  les  posséder 
enx-mémes  de  leîir  vivant. 
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NOTE 

r 

SUR 

LA  DÉTERMINATION  DES  AXES  PlUNUPAUX  DXN  CORPS, 

Pm  h.  r.  LOBATTO, 


On  mît  qne  les  axes  principaux  pwmint  par  un  point  (pielc-uiupie 
d'iin  corps  ont  la  propriété  de  rotitlre  ntillos  les  In  ils  intégrales  J xydni^ 
/  .»  ;<////,  \  y  z-(lm ,  éteiitliies  .1  la  masse  «-n tu  rc  du  corps.  ^T.'^is  il  faut  dé- 
montrer qu'il  existe  en  chaque  pouit  un  tel  système  d'axes.  Les  géo- 
mètres ont  employé  pour  cela  diffêrentes  méthodes,  dont  la  plus 
simple  ramène  la  déterminatiou  des  axes  demandé»  à  une  question 
résolue  antérieurement,  celle  des  trois  axes  de  figure  d'un  ellipsoïde. 
"Nous  nous  proposons  de  traiter  ici  le  piol)l«;nie  d'une  manière  di- 
recte, sans  recourir  a  la  tlicoiic  des  surfaces  du  secom!  dcijré-  c'est 
ce  qu  ont  fait,  du  reste,  la  plupart  des  auleuii»  de  Iraites  de  méca- 
nique, et  en  particulier  Poiiion  ;  mais  la  mardw  de  nos  (»lctds  parait 
plus  facile  et  |^us  rapide. 

Désignons  par  p,  f ,  r  les  cosinus  des  angles  compris  entre  une  droite 
quelconque  passant  par  l'origine,  et  les  directions  des  axes  rectangu- 
laires des  r.  r,  z.  \.v  moment  d'inertie  pris  par  rapport  à  cette  droite 
aura  évulemmeitt  pour  valeur 

ou  bien 

Jt        -h  e  —  \Xp*  -f-  ^*  -H  ©/■'-»-  a<D^     iCpv  a^r), 

en  faisant,  pour  abréger, 

fx*dm==x,   fjr*dm:^ikt  /»*<*n=©, 
fxydm  =  <»,   fxzdttt  =  C,   fjrtdm  =  ^. 
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Prenons  maintenant  un  second  svsfémc  de  roordonnées  rei  langii- 
laires  x\y'y  2' de  même  origine,  et  pour  lequel  les  quantité»  p,  y,  r, 
ui,  e  se  changent  eu  p\  <y',  /  ',      dl',      Si  ces  nouveaux  axes  for- 
ment on  ^fttème  d*ftxes  principaux,  les  trois  inlégrales  tf>,  c,  $ dispa» 
raitrottt»  et  la  valeur  précédente  du  moment  d*inertie  se  réduira  à 

Or,  puisqu'on  a  évidemment 

A  -4-  Hd  +  e  =  ^'  +  ifti'  -K 

il  résultera,  des  deux  valeurs  du  même  moment,  l'équation 

Il  8*agit  seulement  de  dt'montrer  qu'on  pourra  toujours  obtenir  un 
système  de  coordonnées  .r'.  )  r'  propre  à  vérifier  l'écjuation  11 V  A 
cet  effet,  soient  a,  h,  c,  a\  //',  c',  a'\  b",  cf  les  cosinus  des  neul  angles 
formés  par  les  nouveaux  axes  des  x',^  ',  s' avec  ceux  des  x,  ;  ,  r.  Le» 
six  variables  7,  r,  p\  </',  r'  seront  liées  entre  elles  par  les  équations 
linéaires 

!p'  =  pa  -h  (^b  -i-  rct  pss  p'a  +  q'a*  4-  r'rt*, 
(}' =  fui' ffb' n',  =  p'b-^  <j'b' -\- r'b\ 
r'  =  pa"-h  qb"-\-  rc",      r  =  p'c  -4-  q'c'-h  q'c' . 

Désignons  le  premier  membre  de  r(  (|iiafioii  \i)  par  9  { p,  q,  /•),  et  le 
second  parip'  ip'.  q',  r').  T-e  calcid  aux  di£lérei)tielks  partielles  iour> 
nira  directement,  en  vertu  des  équations  (A),  les  relations  suivantes  : 

dr  —a  dp         dq  dr 

Si  Ton  difierentie  la  fonction  f  par  rapport  à  chacune  des  trois  variables 
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pt  9i    «m  en  tirera 

^  SB  a(©r  ^9)î 
et  puisque  la  fonction  9'  donne ,  en  ayant  ^rd  aux  équations  (A), 

îl  Tiendrai  aprè»  avoir  substitué  ces  valeurs  dans  l'équation 

(Art  -h  (oô  +  a-)  p 
k*{pa  -t-pb-t-  iv)=  I  H-  (®«  -I-  ^c)  q 

(     {ca  -h     H-  ©c)  r. 

Celte  nouvelle  relation  étant  indépendante  des  valeurs  particuiîères 
des  variable»  j»,     r,  on  aura  néoessairement  les  trois  éqaatîons 

(B)  Jk*b  =0Dia  +  iib6-t' ^c, 

xfc       -H    H-  ec, 
qui  y  jointes  à  Téquation 

a»-i-     +  c»  =  1, 

sdlEsent  pour  déterminer  les  quatre  quautite»  .1.',  a,  Z>,  c. 

Mais  on  pourra  parvenir  ainsi  qu*il  suit  &  une  équation  qui  donnera 
directement  la  valeur  de  a'. 

Po|ir  cela,  écrivons  les  équations  (B)  son»  la  forme  tuivante,  m  et  n 

exprimant  les  rapports  ~  '  ^  : 

I       A'  =  A»  =  6ùin  —  w/i, 
B')  j  (.1.'  —  \ii,)m—  (B  +  ,^n, 

(  (,v  —  Gjn  =  <^  -f-  im. 

Résolvant  les  deux  dernières  équations  par  rapport  à  m  et  n,  on  eu 
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déduira  sans  peine 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  première  des  équations  (B'),  il  Tiendra 
(7    I  _     _  jt)  :f»    (ju'^  A)  c»  +  (A'-  e) ©•]  -  ^a>tJ  =  o, 

équation  ii  oisicnie  degré  qui,  ayant  toujours  au  mouis  une  racine 
réelle ,  indiqua  d*abord  Texistoioe  de  Taxe  des  x',  un  des  axes  prâid> 
panx.  En  effet,  les  valeurs  de  m,  n  données  par  les  équations  (5)  et  (6) 
seront  alors  également  réelles;  et  il  en  sera  de  même  des  quantités 


a  = 


b  = 


qui  fixent  la  direction  de  Taxe  des 

En  opérant  d'une  manière  analogue  sur  les  équations  (3)  et  (4)»  on 
parviendra  à  deux  systpmes  d'équations  parfaitement  semblables  à 
celui  ^R;,  et  d'où  l'on  déduira,  par  conséquent,  deux  équations  finales 
du  troisième  degré  qui  ue  différeront  de  l'équaiion  (7)  que  par  les  in- 
connues B%  C  Ces  deux  denières  quantités  en  r^résenteront  ainsi  les 
deux  autres  racines  qui  seront  rédles;  car  n  oelles-ci  étaient  imagi- 
naires, les  valeni-s  de  a,  h,  t-,  a',  h',  c\...,  qui  y  répondraient,  léseraient 
également  ,  el  l'on  s'assurera  facilement  qu'elles  ne  pourraient  vérifier 
les  relatioiis  qui  existent  entre  ces  neui  quantités  [*J. 

L'existence  des  axes  principaux  est  donc  non-seuiemeut  prouvée, 
maïs  00  voit  en  même  temps  qu'il  ue  pourra  exister  généralement 
qn*un  seul  système  passant  par  un  point  qndconque. 


[*]  \  ()Yf7.  lii  Mi-cnnifjue  analytique ,  2*  édition,  lomc  TI,  paj^p  aSi 
Le  inude  de  dt-iiiuu»traUOD  doBt  Lagrangesesert,  dans  le  passage  auquel  auu»  tva- 
vojom,  «été,  depnb,  totiveiil «mptoyé  d'une  maoièie plus gèicrale,  niia  pour  na 
iMiBB  aembUbk,  par  d*aittm  «utenn  q«i  avraientipii  citer  la  mécanique  nnatyti^iu, 

(J.  LlOUVILLS.) 
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NOTE 

SUR  LE  PROBLÈME  DES  TAUTOGRONES; 
P*a  M.  J.  BERTRAND. 


Le  problème  des  Uatochronoi,  rôsoln  d'abord  par  Huygeiw  et 

Newton  pour  le  cas  d'un  poiijt  situé  dans  le  vide  ou  dans  nn  miîieti 
qm  rt'siste  proportionnellement  it  la  vilesse ,  le  fut  ensuite  par  I  lU  i  |*] 
et  Jcaa  BernouUi,  dan&  l'hypotlièse  d'une  résistance  pruportiunnelte 
au  carré  de  la  vitene ,  et  par  Fonlaïue ,  en  ajoutant  même  un  terme  pro- 
portioimel  à  la  nmple  Yitetie.  Dans  les  Mémins  de  Berlin  pour  i  j6S , 
Lagrange  te  proposa  la  question  plus  générale  de  déterminer  quelle 
est  la  force  nécessaire  pour  produire  le  tautochronisme  en  ronsidé- 
rant  celte  force  comme  wuc  fonction  quelconque  de  la  vitesse  et  de 
la  position  du  uiobile.  La  formule  a  l'aide  de  laquelle  Lagrange  iv- 

sout  ce  problème  parut  assez  importante  k  d'Alembert  pour  qu'il  en 
cherchlt  une  démonstration  qui  se  trouve  dans  les  Mémoires  de  Berlin 
à  la  suite  de  celle  de  I^agrange.  Lagrange  Ini-méme  est  revenu  sur  oette 

fornnde  dans  les  Mcnittira  de  Berlin  pour  1770,  et  la  présente,  je 
crois,  coinine  beaucoup  plus  générale  qu  elle  ne  l'est  en  effet  : 

«  Ayant,  tlit-il,  eiivisagé  la  question  îles  tautochiones  sous  un  point 
»  de  vue  un  peu  plus  général  qu'on  ne  l'avait  fait  avant  moi,  je  suis 

[']  Euler  est  le  preBiii-r  gi  onKirc  qm  cheffdié  ki  tsntQcliKmet  du»  un  railîMi 
dont  la  rf.sistîince  eit  une  fooctiuo  de  lu  vitesse  autre  que  la  première  puissance  ;  sop 
premier  travail ,  sur  œ  sujet,  date  de  1^26  Î^Aetts  de  Ltiptig).  La  sululiuo  qu'il  donne 
«st  défceOMiit»,  comne  il  l'a  ltti>inéiiie  qad4|iiei  année*  pint  tard  «n  traitant 

de  nouveau  la  même  question  dans  le  tome  IV  des  Commentaires  <1i-  Saint-Péters- 
bourg (1739).  Le  Mémoire  de  Jean  BcrnoulU,  imprimé  dans  le  Recueil  de  l'Académie 
d*  Vam  pour  1 730 ,  est  postérieur  d'une  «docc,  quoiqu'il  paraÎMe  compoié  amtérmi» 
NMtà  h  pablleation  decrfoi d'Mw. 
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»  parvprx)  ii  nue  forniiile  g<^n<^rale  et  très-simple  qm  renferme  tioti- 
»  seulement  tous  les  résultats  déjà  connus,  mais  eucore  tuie  infinité 
M  d'autres. . . .  Mon  travail  n'a  pas  été  juge  si  ravurableuient  |>ar 
«  M.  Fontaine,  qui  ^ient  de  m*attaqiier'  dâDt  le  volume  de  F  Académie 
»  de  Paris  pour  1768.  Je  m'attendais  avec  raison  à  trouver  dans  ce 
»  Mémoire  des  objections  solides  et  dignes  «J^  cet  iUiplre  tdtersaire; 
»  mnis  j'ai  été  bien  surpris  de  n'y  voir  que  quelques  expressions  peu 
w  oblij;eaiit(^s.  sans  aucune  raisOQ,  bonne  ou  mauvaise.  Comme  la 
»  seule  lecture  de  son  Mémoire  et  du  mien  peut  suffire  à  me  mettre  à 
»  couvert  de  ses  critiques,  je  les  passerai  entièrement  sous  âlence.  » 

Et,  en  effet,  Lagrange,  dans  ce  nouveau  Mémoire,  ne  répond  nul- 
lement aux  objections  fiiites  par  Fontaine,  qui,  il  faut  le  dire,  étaient 
formulées  d'une  manière  obsenre et  flans  développement,  mais  dont  la 
plus  importante  au  moins  me  paraît  très-fondée.  Je  me  propose  de 
faire  voir,  dans  cette  Note,  que  loin  de  donner  la  solution  générale  du 
problème  qu'il  s'était  proposé,  Lagrange  n'en  a  traité  qu'un  cas  très- 
parCicalînr,  et  que,  si  Ton  cherdie  à  appliquer  sa  formule  k  la 
rechiurdbe  de  la  courbe  taatochrone  pour  une  loi  donnée  de  ta  ré> 
sistanoe  du  milieu ,  elle  ne  pourra  servir  que  dans  le  cas  traité  anté- 
rieurement par  Fuler  et  Jean  Bcrnonlli.  Ainsi  on  ne  peut  pis  regarder 
comme  générale  la  démonstration  que  Lagrange  a  donnée  du  théorème 
suivant  qu'd  déduit  de  sa  solution: 

«  Toute  courbe  qui  est  taatochrone  dans  une  hypothèse  quel« 
»  o<»M|ne  de  force  et  de  résistance,  l'est  encore  si  Ton  suppose  la  ré- 
»  «iatUMie  augmentée  d'un  terme  proportionnel  à  la  vitesse.  » 

L 

Le  problème  que  se  propose  Lagrange  dans  le  Mémoire  de  176$  est 

énoncé  par  lui  dans  les  termes  suivants  : 

"  Quelque  profonde  et  quelque  ingénieuse  que  soit  la  théorie  des 
»  tautochronc» ,  elle  laisse  beaucoup  à  désirer.  Lorsqu'il  n'y  a  point 
»  de  résistance,  et  que,  par  conséquent,  la  force  accélératrice  est 
»  mdépendante  de  la  vitesse,  on  sait  depuis  longtemps  que  cette 
»  force  doit  être  proportionnelle  k  re^Nice  qui  restft  à  parcourir.  Mais 
»  quelle  est,  en  général ,  la  force  néeessaire  pour  pruduire  le  tanlo- 
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>'  chrodisme,  en  la  regardant  comme  iinr  fonction  quelconque  de 
■  IVspace  et  de  la  vitesse  Voilà  le  problème  qu'il  tawt  résoudre 
•  pour  avoir  une  théorie;  générale  et  complète  deg  tautochrottes. 
»  M'éNut  oocQjyé  de  ce  problème ,  voici  1«  ^ittk»  que  j'en  flf  trdu* 
»  vée,  qui  cet,  ce  me  Mmblef  génértle  et  nioitvellii.  »  - 

On  peut  remarqner  que  le  problème,  énoncé  de  cette  manière,  éet 
t>^sf  ntietlemeni  inrlét(  rminé,  et  que  la  lohitton  devrait  renleruer  une 

lonctioti  arbitraire  de  deux  variables. 

Considérons,  en  pfïrt,  une  fonction  arbitraire  du  temps  f  et  d'tuie 
ligne  a,  et  supposoi»»  que  cette  fonction     {f ,  n)  satisfa8!>e  à  la  double 

condition  f  —  o  pour  <  =  /,  ^  ^       pour  t  =  o;  il  est  évident  qu'en 

représeniant  lemouvemnt  rectiligne  d'un  point  par  la  fbnm|b 

(i)  x=^{t,a), 

les  différents  mobile»  dont  le  mouvement  serait  défini  |Mr  cette  for> 
mule  dan»  laquelle  on  donnerait  à  a  toutes  les  valeurs  posuble»,  par^ 
viendraient  dan»  le  même  temps  an  point  pour  lequel  on  a 

«  =  o. 

Or  la  force  nécessaire  [)our  produire  un  pared  mouvement  peut  s  ex- 
primer  facilement  au  moyen  de  la  position  et  de  la  vitesse  :  on  a ,  en 
dfet,  en  désignant  cette  force  par  p  et  la  vitesse  par 


et  si,  entre  les  trois  formules  (i),  (a)  et  (3),  on  élimine  <  et  a,  on 
aura  la  solution  la  plus  générale  du  problème  proposé  par  L^grange. 

rajoalerai  que  cette  éliommtîon,  fut'elle  même  possible  sous  une 
forme  simple,  n'avancerait  pas  beaucoup  In  snhttioii  de  la  question 
des  tautochroiieB,  qui  exigerait  que  l'on  pùt  déterminer  la  manière 
dont  la  force  doit  varier  avec  la  position,  lorsque  la  ré&istance  du 
est  donnée  en  fonction  de  la  vitesse. 

i6.. 
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II. 

La  «olutioo  que  je  viens  d'indiquer  en  quelques  mots  contient  une 
fonction  arbitraire  de  deux  variables;  celle  de  Lagrange  contient 
seulement  deux  fonctions  arbitraires  d'une  seule  variable:  aussi  n'est- 
rl|p  [>Hs,  li  beaucoup  prés,  aussi  générale  qu'on  a  semblé  le  croire.  Je 
cQiiHiiencerai  par  en  donner  une  démonstration  qui  me  semble  beau- 
coup plus  simple  que  celles  qui  avaient  été  proposées  par  d'Alembert 
et  Lagr^nge  lui-même. 

Soit 

(0  P  = 

une  force  accélératrice  sous  i  intluence  de  laquelle  uu  mobile,  par- 
courant une  droite  donnée  en  partant  sans  vitesse  d'un  point  de  cette 
droite,  ait  un  mouvement  tel  •  que  sa  distance  à  Textiémité  soit  ex- 
pritnée  par  une  certaine  fonction  du  -temps,  en  sorie  que  Von  ait 

x  =  91O; 

SI  l'on  voulait  que  x  tut  exprimé  par  la  formule 

m  étant  une  constante,  il  suffirait  de  rendre  la  force  m  fois  plus  grande 

à  chaque  instant,  et,  comme  la  vitesse  augmenterait  dar.s  le  même 
rapiuiri .  il  faudrait,  pour  que  la  force  fut  représentée  par  la  for- 
mule      que  I  on  eût 

mp  —  <|  (mx ,  mv) , 
et,  par  suite,  d'après  la  théorie  des  fonctions  homogènes, 

(u)  p=:x^{^^y 

"c'est  là  une  première  formule,  qui  donne  une  solution  patficiilière 
du  problème  ile^  tautochroiies  Avant  d'aller  plus  loin ,  je  terai  remar- 
quer que,  tout  en  renlermaiit  une  fonction  arbitraire,  cette  formule 
ne  pourrait  résoudre  le  problème  que  dans  un  très-petit  nombre  de  cas. 
Supposons,  en  eflfet,  que  Ton  demande  la  force  nécessaire  pour  pro« 
duire  le  tautochronisme  dans  un  milieu  qui  résiste  suivant  une  fonc- 
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llou  de  la  vitesse;  li  faudra  chercher  à  déterminer  la  foncdoo  »|»  de  telle 
façon  que 

ce  qui  exige 

d'où  Fou  tire  iiuméiliatt  ineut 

♦"(;)=". 

en  aorte  que 

♦  (i)=*-«; 

et 

/»=  Av-i-  Bjp; 

c  esl  la  îMjluiioii  connue  de  Newton,  et  la  lorinide  (aj  ne  peut  en  donner 
d'autres. 

III. 

Pour  déduire  de  cette  formule  fa)  le  résultat  de  Lagrange ,  posons 

0?  = 

et  cherchons  ce  quf  doit  devenir  la  force  p ,  pour  que  la  distance  du 

mobile  à  l'origine,  au  bout  du  tem|>s  /,  soif  u  et  non  plus  r.  Il  est 
tHident  qu'il  y  aura  encore  tatitochronisme,  pouivu  {\w  I  on  ait 
=  o  pour  M  =  o  ;  or  la  vites5it'  v,  du  nouveau  mobile  sera 


et,  en  dilTéreotiant ,  nona  «nran»,  pour  la  force  capable  de  produire  le 
mouvement , 


pi  


«te  \dm) 
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En  remplaçant  ^  par  sa  valaur  ,  et  v  par  ir,  ~,  il  vient 

du 

nom  ferons  coïncider  cette  formule  avec  celle  de  Lagt  aiige,  en  posant 

iî 

dm  I 

d*où  Ton  tire  sans  difficulté,  par  la  simple  difKrentiation , 

^ '  —         —  _  I  fi! 
et,  eii  multipliant  par  I  =  ^ 

rf^;  ■        I  I  </  î 

ce  qui  met  la  valeur  de  F  sous  la  forme 
Mettons    en  facteur,  et  posons 


il  vient 


(3) 

Ç  désigne  ici  une  fonction  quelconque  de  a. 

IV. 

La  formule  que  nous  venons  d'obtenir  est  précisément  celle  de  La* 


uiyui^co  Uy  Google 


PURE.S  KT  APPLignf,ES.  127 

grange;  cherchons  mainteuaia  suivant  quille  fonction  de  k  viteK»e 
doit  varier  la  résistance  du  milieu ,  pour  que  cette  formule  puisse  être 
appliquée.  Od  Terra,  comme plnahAut,  que ,  pour  ctAtLf  on  doit  avoir 

rf'F  _ 

OU  y  ce  qui  revient  au  même ,  puisque  |  est  fonction  de  u, 

il»F  _ 

remarquons  que  l'on  peut  poser 

l-(0=/r 

en  sorte  que  Texpression  de  F  devient 
et  la  dérivé  seconde 

ou ,  (  Il  (  galant  à  zéro  après  avoir  soppriiaé  le  laeteur  9f  et  multiplié 
par 

OU ,  en  posant  z, 

et  I  pouvant  être  considérés  comme  variaUes  indépendantes,  cette 
équation  e»g^  évidemment  que  Ton  ait 

+ «/•(») 

m  étant  une  constante.  La  première  de  ces  équations  nous  donne- 
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et  la  seconde 

d'où  Ton  conclut 

P  =  v  -  - -H*H--  ~  — -  —e'v*, 

OU }  en  réduisant , 
Or  nous  avon»  dit 

donc 

=  — i — , 

On  déterminera  A:  par  la  condttioii  ^  =  o  pour  u  =  o. 

Kn  sorte  (jue  1,1  fonction  F  se  compose  d'un  terme  fonction  dp  h  vitesse 
el  de  la  foriiie  f>v  —  r  '  v  ' ,  et  d  iin  terme  fonction  <le  la  position  du  mo- 
bile, représenté  par  la  valeur  decÇ}  c'est-à-dire  que  la  seule  loi  de  ré- 
sistance du  milieit  dans  laqudie  la  formole  de  Lagrange  puuse  servir 
à  déterminer  la  force»  est  priciséroeni  oeUe  à  laqudie  s'appliquait  la 
méthode  de  Fontaine 


n  D  B**  M  qiNilioD,  dans  eet  trtide»  que  du  nMWveneot  «n  ligne  draite;  mùm 

OD  sait  qu'un  mouvemont  curviligne  quelconque  peut  vXrv  .issimilé  à  un  mouvement 
rectUigoe,  pourvu  que  l'on  remplace  ia  force  accélératrice  par  sa  compoMote,  suivant 
U  laiigeiileà  le  nmjectoïre. 
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NOTE 

SUR  QUELQUES  POIim 
DE  LA  THEORIE  AN  AL  \  TIQUE  DES  SUKiACES; 

Pab  h.  b.  amiot. 


51. 

MoDge,  dans  son  ^Application  de  l  Analjse  à  la  Théorie  des  Sut^ 
Jaces  et  des  Courbes  {vojet  3*  éditîoii,  $  XIX),  démontre  que  :  La 
surface  de  la  sphère  est  la  setde  qui  fouisse  de  la  pn^triéÊé  tPanfoir 
pour  chacun  de  ses  points  les  centres  de  ses  deux  courbures  réunis,  et 
(h fit  Vaire  ne  soit  pas  nulle.  Pour  cela,  il  exprime  que  l'équation  du 
deuxième  degré 

R»(r/       +  R  Vu- +       +      -afV+  (1  î*)rl 
-h(H-/i*+^*)»  =  o» 

entre  les  rayon»  de  courbure  principaux  en  un  même  point  d^une 
surface  quelconque,  a  aes  deux  racines  égales  et  de  même  signe.  Il 
obtient  ainsi  l'équation  aux  différaices  partielles  secondes  de  la  surface 
cherchée 

(a)  [(i + />')<  *  aw*  +  (»■»■  9*)'*? -  Airt^  **) (1  +       9^  =  b. 

Pour  intégrer  cette  équation ,  Monge  dbtingu«  deux  cas  : 

1*.  Le  cas  particulier  où  Ton  aurait  les  trois  équations  de  condition  : 

{i-^q')s—pqt=o,    (i  4- fiçr=o,    (1 4- (1  ■4-/»*)<  =  o, 

dont  l*une  quelconque  est  une  conséquence  des  deux  autres  ; 

a*.  Le  cas  général ,  c'est-à-dire  celui  où  Ton  suf^Hise  que  les  diffi^ 
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I  ences  partielles  p,  f ,  «  et  <  ne  satisfont  pas  à  deux  au  moins  des  rela- 
tions précédentes. 

Or,  le  cas  général  raitre  dans  le  cas  particulier,  puisque  l'équation  (d) 
se  décomptât  nécenairement  dans  les  deux  siiivantet  : 

(3)        ritf'-hi)  ~  t{p'^-hf)-=o   et   »(/»■-<- 1)  — />^r=o. 

Foiii  le  Uéiiiuiitrt'i  pUii>  biuipleineat  qu'on  ne  le  fait  d'orduiaire,  je 
pose 

r(9»  +  i)-<(/»«  +  i)  =  X   et  *(/»*  +  i)-/»5r  =  Yî 

d'où  je  déduis 

En  portant  ces  deux  valeurs  de  i  et  <  dans  Téquation  (a) ,  et  nommant  V 

le  premier  membre,  on  a 

-Hi-*-p*-^q%r^{t+p^-¥tf')-rX[p'  +  i)-Y'--2/HfrYli 

d'où,  en  développant  et  réduisant,  on  déduit  aisément 

V(i  4-  f»«)  =       AY'H-  (f»X  a^Y)». 

Par  conséquent,  T  ne  peut  être  égal  à  séro  sans  que  Ton  ait 

X  =  o,    Y  =  o, 

et  réciproquement;  l'équation  (a)  équivaut  donc  au  système  des  deux 
équations  (3).  Telle  est  la  véritable  explication  de  ce  que  M.  CbarW 
Dupin  appelle  une  espèce  de  panuloxe  (  vojex  JUéi>doppements  de 
Géométrie,  page  199),  à  savoir  :  Commet  ta  coexistence  des  deux 

équeUiofis  {3)  ne  dit  rien  de  plus  particulier  que  l'existence  de  la  seule 

équnfion('/\  entre  les  mêmes  variables. 

ïjès  équatiuu.s  ^J>)  peuvent  se  mettre  sous  la  iorme  connue 

r     _  #    t 

OU  bien  sous  la  suivante  t 

1^       —  **>   3::  <»> 
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et  cooduisent  à  l'tDtégrale  générale 

(x  —  a)*  -+-  (  j  -  M*  -»-(«  —     =  c\ 

;'  ^ niypz  Traite  de  Monge  ,  déjà  cite ,  page  i  j'j,  ] 

Par  conséqiieut,  ia  sphère  est  la  seule  surface  reprcj»eutcc  par  l'iHjua- 
Hon  (») ,  et  il  devient  inutile  d'intégrer  cette  éqaation  elle^niéine,  puis- 
qu'elle ne  peut  rien  dire  de  plus  que  les  deux  équations  (3),  dans 
lesquelles  elle  se  décompose  néceseairement. 

L'équation  générale  des  deux  lignes  de  courbure  qui  se  croisent  en 
chaque  point  d'une  surfiice  quelconque 

{t)\'i'  +     -  /'VM Ê (H .         -  i(«  -f-  J 

rpq  -h^*)  —  o 

devient 

(5)        (|)'l«X-l-Y(^  +  ,)]^-g(^  +  .)X-(,,^+.)Y  =  o, 

lorsqu'on  y  remplace  s  el  t  par  leurs  valeurs  en  Xel  Y  employées  au 
paragraphe  précédent.  On  déduit,  de  Téquation  [j)  , 

^  _  _  v'^r -M) l X' -H 4J=-t- i pTCi-^i^n . 

ce  qui  montre,  comme  on  le  sait  d'ailleurs,  que  les  deux  valeurs 
de  ^  fournies  par  l'équation  (4)  stHit  toujours  réelles,  et  que  le  ra- 
dical qu'elles  renferment  est  identique  avec  celui  qui  afieele  les  va- 
leurs des  deux  rayons  de  courisures  principaux,  fournies  par  i'équa* 
tion  (i). 

T^s  ombilics  d'une  surface  quelconque  étant  définis  par  la  condition 
qu  en  chaque  point  de  cette  espèce  h  surlace  est  susceptible  d'être 
osculée  par  une  sphère,  ou,  ce  qui  revient  au  luèuie,  a  ma  rayons  de 
courbure  principaux  égaux  et  de  même  signe,  on  voit  qtie  les  ombilics 
d'une  surface  quelconque  sont  déterminés  par  les  deux  équations  (  3), 

17.. 


i3»  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES, 

jointes  à  celle  de  la  surface 

F(jc,7,  *)  =  o. 

Observons  d'abord  que  «i  U»  deux  rqnations  (3)  sont  distinctes  et 

compatibles  avec  celle  de  la  surface,  celle-ci  n'aclniet  que  des  poitrts 
nmbilicaïuc  isoles.  iMais  si  les  deux  équations  'i)  sont  conséquences 
l'une  de  Tautre,  il  ne  reste  plus  alors  cpi'une  seule  équation  qui, 
jointe  à  cftUe  de  la  nirfiwe,  déturminc  généralement  une  ligne,  de 
pointa  ombilicaux.  Dans  tous  les  cas,  en  chaque  point  ombilical, 
Téquation  des  lignes  de  courbure  devient  indéterminée,  puisque  les 
coordonnées  d^un  tel  point  satisfont  toujours  aux  deux  équations 

X=o,   Y  =  o. 

Il  peut  arriver,  toutefois,  que  les  lignes  de  courbure  de  la  sur&ce 
qui  passent  par  un  ombilic  soient  en  nombre  infini  ou  bien  en  nombre 
limité.  De  là  résulte  entre  les  points  ombilicaux  une  distinction  essen- 
tielle sur  laquelle  nous  allons  donner  quelques  développements. 

§  HI. 

Pour  cela  supposons  que,  dans  l'équiition  (/i),  on  ait  remplacé  p, 
(/,  /  .  jet  <  par  leurs  valeurs  en  j,  z  déduites  de  l'équation  de  la 
suitace;  admettons,  en  outre,  qu'on  ait  élimuié  z  au  moyen  de  la 
même  équation  :  alors  Téquation  générale  des  lignes  de  courbure  sera 
de  la  forme 

A,  B,  C  étant  des  fonctions  de  x  et  de  seulement. 
Cda  posé,  pour  les  valeurs  jc  =  x«»  déduites  des  équations 

X  s  o,   Y  =  o , 

on  a 

A  4=  o,   B  s=  o,   C  =  o. 

Afais  bâaom 

jr  =  jt-hâj'    et   jr  =  x, +         avec    (3j  —j'âx. 
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ce  qui  revient  à  passer,  sur  la  surface,  <le  Tombilic  à  un  point  infi- 

ir 

iiinient  voisin  en  suivant  une  direction  déterminée  par  j-'s  En 
substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (G) ,  on  obtient 

,  ,       fdr\'idA      ,IA    ,\  'im      fin    \       dC      dC  , 

Supposons  d'abord  que  cette  équation  aoit  déterminée  quand  ou  y 

hit  x  =  x,^jr  t^jTt.  On  aura  deux  valeurs  de  ^i  fonctions  de j^' , 

qui  déterminent  les  directions  des  deux  lignes  de  courbure  de  la  sur- 
face pour  le  point  infiniment  voisin  de  l'ombilic  OÙ  l'on  s'est  placé. 
Pour  que  l'une  de  ces  deux  lignes  de  courbure  passe  par  Tombilic,  il 

&ut  et  il  sulBt  que  Tune  des  valeurs  de  ^*  fournies  par  Téquatiou  (7), 

soit  égaie  à  celle  de^'  qui  détermine  la  direction  suivie  sur  la  surface. 

Cela  posé,  fiiisons  j'  —  ^  dans  Téquation  (7),  et  supposons  (pi'elle 

devienne  identique;  c'est  que  son  premier  membre  est  divisible  par 

dr 

—  x't  >  par  ronséquenf .  quelle  que  soii  la  direction  suivant  la- 
quelle on  s'éloigne  de  l'oiubdic,  on  suit  toujours  une  ligne  de  cotir- 
bure  de  la  surface.  Donc,  dans  ce  cas,  il  passe  par  l'ombilic  une 
i^nîté  de  lignes  de  courbure. 

Supposons,  en  second  lieu,  que,  par  l'hypothèse  jr'  =:  l'équa- 
tion (7)  ne  devienne  point  identique  et  soit  généralement  de  la  forme 
(8)  Pj  *     Q/"  +      'H-  S  =  o. 

Chaque  valeur  réelle  dej^'  qu'elle  fournira,  donnera  une  direction 

suivant  laquelle  on  peut  marcher  sur  la  surface,  à  partir  de  l'ombilic, 
PU  suivant  une  ligne  de  cotirbure.  Donc  le  nombre  des  racines  rMles 
,  de  iet^uation  [S)  indique  combien  d  passe  de  lignes  de  courbure  à 
l'ombilic  considéré. 

Supposons  ensuite  que  Téquation  (7)  devienne  elle-même  indéter- 
minée, qud  que  soit  j%  quand  on  j  fiiit  x^^ae,  eXjr^yt  ;  en  y  faisant 
de  noiivean 

4P-=jr, -i-tfjr   et  j'=j, -i-dy,    avec   âjr-=  x'èxt 
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on  obtient 

e(}iialioii  à  laquelle  un  p^^iif  appliquer  le  raisoiuu  int'tit  que  nous  venons 
<!»•  faire  sur  l'équation  S  Nou>  remarquerons  seuleineiil  que  si  l'équa- 
tion q*.  qui  devient  du  qualneniedegrc  par  rhypotLf»e^=_;'',  avait 

se>  qiiaiK  r;«cinrs  imaginaires,  il  ne  pourrait  passer  à  Tombilic  aucune 
ligne  «le  cuurjjure  de  la  surface. 

Si  Téquation  (t))  «>tait  elle-incme  indéterminée,  on  y  ferait  encore 
x=x^-i-âx ,  j  =  j,  ^^j',  et  ainsi  de  saite. 

$  IV, 

Appliquons  celle  théorie  générale  à  rdlipsoîde.  On  trouve  pour 
l'équation  des  lignes  de  courbure, 

et  pour  les  équations  des  ombilics, 
Soient 

jr=o  et  ap=±ay/;;^.î 

ce  qui  suppohe  û  >  A  et  i  >  c ,  jjour  que  la  valeur  correspondante  de  a 
soit  réelle. 
En  diflérentiant  l'équation  (C) ,  on  trouve 


(9 
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^nation  qiii ,  povtr 

jr5=o  et  x=±^a^^j--^,. 

devient 

et  pour 
on  a 

équation  qui  n'admet  que  la  seule  racine  réelle    =  o.  Donc  la  «ection 
de  Telliparàle  par  le  plan  principal  du  plus  grand  ét  du  plus  petit  axe 
est  la  seule  direction  des  lignes  de  courbure  passant  par  les  ombilics  . 
lorsque  Tellipsoîde  n'est  pas  de  révolution. 

Mais  supposons  a*=b*  avec  x/  =  o,  on  a  alors,  pour  déterminer 
les  ombilics , 

ar  =  o,    r  =  o, 

et  i'équation  (C)  esr  elle-même  uidcteruunée.  £n  la  diltérentiaiil  lie 
nouveau,  on  trouve 

I  -è'j'fn*- tf«)  =  o, 

équation  qui  peut  être  mise  sous,  la  forme 

On  voit  qu'elle  est  vérifiée  par  ~=jr\  quel  que  soit^'.  Donc  il  paiise 
par  chaque  ombilic  une  infinité  de  lignes  de  courbure. 
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EXTHAIT  D'UNE  LE  FI  RE  DE  M.  KUMMER  A  M.  LIOU  VILLE. 


-  f!ro«lan,  U> -iS  avril  1847. 
..  Rnga^é  par  mon  ami  M.  Lejciino-Dirichict ,  prends  la  liberté  de  voua  en- 
voyer quelques  exemplaire»  d'uoe  Dis&ertatioo  que  j'ai  écrite ,  ii  y  a  trois  aas ,  à  ToccaMon 
dit  jtiliilé  fléeuldre  de  lUoivernié  de  KunijgdMrg*  «t  d'ane  nitie  Diwirtatioa  d*aa  de 
mesamisetdiscipl)  s,  M.  Kn-nnker,  jeune  j;«Vimèlre  distingué .  Dans  ces  Mémoires,  que 
je  vous  prie  d'accepter  en  signe  de  ma  profonde  estime,  vous  trouverez  des  dévelop|ie- 
ments  sur  quelques  points  de  In  tUnrie  des  nombres  complexes  composés  des  radnes 
de  l'unité ,  cTcit-A-diivde  l'éqution  r*s=  i ,  qui  ont  clé  récemment  le  sujet  de  quelque* 
discussions  au  sein  de  votre  illustre  Amdémie,  à  Toccasion  de  l'essai  d'une  Démonstra- 
tion du  théorème  de  Fermât,  propose  par  M.  Lame.  Quant  à  la  propositioo  élémentaire 
|KMir  cet  nombres  complexM,  ^u'hii  tumère  complrxe  compoté  ne  peut  An  dénmpMP 
ea/aetutn  frmien  que  d'une  uub  mumên,  que  vous  regrettez  très-justemeat  dans 
,  »  ptt»»  démonstration  défectueuse  en  outre  en  qnelfin»^  atitrf^  points ,  jt>  puis  vous  a<wnrer 
ifu'etir  n'a  pat  lieu  gént'ralcment  tant  qu'il  s'a(^(  de  nombres  complexes  de  la  forme 
et,  r4.«,r*-t-...-l-«,,_i  r*-*,  nmit  qn'en  peut  U  ttiiTer  en  introduisMl  an  ncavean 
genre  de  nombres  complexes  que  j'ai  ap|»  If'  nombre  compliK-  iilt'al.  Les  résultais  de 
mes  recherches  sur  cette  matière  ont  été  communiques  à  l'Académie  de  Berlin  et  impri- 
més dâi»  les  Compte»  rendu*  (ram  1 84^)  >  Hônoire  tnr  le  même  sujet  parailn  Ûen* 
t6t  dans  le  Juunial  de  M.  Crelle.  Les  applicatioot  de  cette  théorie  à  la  démonstration  du 
théorème  «le  Format  m'ont occujié  tl<  i)iiis  longtemps,  et  j'ai  réussi  à  f  iln-  <U'i>endre  l'im- 
possibilité de  l'équation  «' — =  de  deux  propriétés  du  nombre  premier  n,  en 
sor<e  qn*il  ne  mie  plut  qn'à  rachevefaer  si  elles  appwliauieot  i  tous  les  noubrei  pre- 
miers. Dans  le  cas  uù  ces  ivstiUats  vous  paraîtraient  dignes  de  quelque  attention,  TOUS 
les  Irotn  ère/  expost-s  dans  le  (jtnipte  rendu  de  l'Académie  de  Berlin  de  ce  mois.  >• 

Note  de  M.  Liocville.  —  Le  Mémoire  de  M.  Kummer,  dont  il  est  d'abord  quesùou 
dans  oMe  Lettre,  et  qui  porte  la  date  de  i844<  estéeift  en  htin ,  sous  w  tilret  De  tm- 

métis  complexis  qui  radiribus  itnitath  il  rtuinfris  inu-^ns  rcalibiu  constant.  Celui  de 
M.  Kronecker,  qui  y  f^it  suite  et  qui  est  intitule  :  De  mitatibus  romplexùt  traite  spé- 
cialement des  diviseurs  complexes  dtt  nombre  i  ;  il  a  para  «a  t845 ,  et  l'anteor  annonce 
qu'il  reprendra  la  question  avec  plus  de  détails  dans  le  Journal  de  M.  Crelle.  Le  Mémoire 
do  M.  Kummer  offrant  Ix  aneonji  d'intérêt  et  ne  parnissnnt  pas  avoir  été  jusqu'ici  connu 
eo  France ,  nous  le  donnerons  en  entier  dans  un  prochain  cahier,  à  la  soite  d'un  travail 
de  M.  Ii«mé,  sur  le  même  sujet,  qui  est  imprimé  depuis  qvdqne  temps  déjk.  On  devra 
consulter,  en  outre,  le  Journal  de  M.  Cicllc,  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  de  Berlin, 
et  enfin  ceux  de  notre  Académie  des  Sciences  qui  contiennent  des  recherches  étendues  de 
M .  Caucby .  Kous  n'avons  pas  à  examiner  ici  en  quoi  les  auteurs  que  nous  citons  s'accor- 
dent ou  difffarcBt,  ni  quels  sont  les  droits  dedmcnni  Pantériurilé  de  idle«n  telle  dcoou- 
veite.  Cest  an  temps  k  fixer  la  valeur  de  leurs  travaux  et  à  mettre  Mute  ebose  àsa  place. 
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MÉMOIRE 

sia 

LA  RÉSOLUTION,  EN  NOMBRES  COMPLEXES,  DE  L'ÉQUATION 

A»4-B»H-C»  =  o; 

Pas  m.  6.  LAMÉ. 


Ce  Mémoire  se  compose  de  deux  parties  :  la  première  rappelle  les 
propriétés  connues  des  nombres  complexes ,  relatifc  k  Texposant  5,  et 
en  signale  de  nouvelles  ;  la  seconde  traite  directement  Féquation  pro^ 
posée,  et  démontre  son  impossibilité. 

Ph£àUÈRE  PARTIE. 

SI. 

Les  nombres  complexes,  dont  il  s'agit  ici,  sont  de  la  (bme 
(1)  A=  «0+ «,r4- «tr»H-«,r»  +  a»r*  =  A(/); 

les  Goefficiento  (tt  ^sad  dés  nombres  ratiers,  et  r  une  des  quatre  ra- 
dnes  îmaipnaires  de  Téquation 

on  de  cdle-ci 

(a)  ^(r)  =  I  +  r r"  +  r*  -I-  r*  =5  o. 

On  sait  que  l'une  des  racines  étant  r,  les  trois  autres  sont  /  r',  r*, 
et  qu'en  posant 

(3)  =  f  4- r*  =  r-*-i»  a,  =  r»  H- r*  =  r» -H  j^, 

T«iM  XII. — AniL  i^J,  18 
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«1  et  s,  «ont  les  racine»  réelles  de  l'équation 
(4)  «•  +  »  —  I  =  o, 


d'où  résultent  les  relations 

(5)  «,  -V-  2,  =  —  1,    z,     =  —  I ,    sj  +     =  S. 

LofDqiie  a,  =  «ti  1^  nombre  complexe  A  se  réduit  à  la 

forme 

(6)  *  =«.  +  «,«1 + 

il  est  alors  réel. 

On  peut  augmenter  ou  diminuer  d*an  même  nombre  entier  m  les 
cinq  coeflBcients  de  A,  (i),  sans  pour  cela  en  changer  la  valeur:  car 
cette  transformation  revient  à  augmenter  ou  k  diminuer  A  de  (r) , 
quantité  qui  est  nulle  par  l'équation  (a).  On  peut  augmenter  ou  dîmi* 
fiuer  d'un  même  nombre  entier  m  les  trois  coefficients  de  6',  ce 
qui  revient  a  mettre  à  la  suite  de  ±:  m  (i  -h  H-  z,),  quantité  qui 
est  nulle  par  la  première  des  relations  (5). 

Si  l'on  multiplie  successivement  le  nombre  A  par  r,  i",  r',  r*,  et 
si  Von  réduit  les  puissances  de  r,  en  remplaçant  r*,  r*»  r*,  r*  par 
leurs  égales  i ,  r,  /  /  *,  on  obtient  la  série  de  cinq  nombres  complexes 
[A  .  A  r.  \  r-,  \r\  Ar*J ,  que  l'on  désignera  par  [A ,  A',  A%  A",  A"]. 
Ce»  iiotubies,  que  M.  Diricblet  appelle  associés  de  A,  ont  tous  la  même 
puissance  cinquième,  car 

(Ar*/=  A»r"  =  A». 

Ix»rsqu'on  substitue  successivement  dans  A(r),  r*,  r',  r*  à  r,  en 
réduisant  les  puissances  de  r,  on  obtient  la  série  de  quatre  nombres 
complexes  [A(r;,  A  r'  ,  A(r'),  A(r')],  que  l'on  désignera  par 
[A,,  Aj,  A,,  A4].  Ces  nombres,  que  M.  Diricblet  appelle  conjugués 
de  A,  ont  des  puissances  cinquièmes  différentes.  Chacun  d'eux  a  ses 
associés ,  ce  qui  lait  en  tout  vingt  nombres,  tons  déduits  du  même 
nombre  A ,  et  qui  jouissent  de  propriétés  remarquables.  Pour  rintelli- 
gence  de  ce  qui  va  suivre ,  il  convient  de  placer  ici  les  valeurs  de  ces 
vingt  nombres  complexes  : 
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A',  ssa^    fit»  r+ttt  r"  -HO,  r* +«,  r* ,  A,  =«« r+    r'+a|  r'+ r 

A*  =a«,+«4r+«or'-*-«ir'-l-a,r*,  A^sot+tti  r+aor'H-a»!**-}-»,?' 

A"saag+a,r4-0(«r*-f-a«r*+«,r*,  A'=«,-i-«eii'+a,r»+«»f*+a«r 

A7=a4+iis''+>«  r*+a*  r'+Oor* ,  A4=a4+ct|  r+«tr"H-«,  r*+«»r 

A,  =a„"i-a,/  -+-a,  /  ^-f-a,  /^-i-a,r* ,  A,  =:ao-f  «jT+a* /  '-»-  a,  /  'H-ajr 

A',=aa-hao;M-a,  r'-f-a,  r»H-a,r*,  A'g  =  a,-f-aor+aj/''-4-a«  r*-f  «,  r 

A',  =a,  t  a, r-f- a©  /  '-+-«,/'* 4- a,  /  * ,  A', = a,  -H a,  /    «o    -+- «î  z'* a* 

Al=a,-ha,  r-t-otî  r*-i-œ,^r*4-a,  r' ,  Aj^a^+a,  /  -(-a,  r'+ao  r*  +  st,  r 

A'j=a,-(-a,  r-ha^r^-^-air^  -i-a^r*  f  A3=aj-(-  a,  r+a,  /  '-ha, + 

Les  conjugués  de  A  étant  [A,,  Aj,  A,,  A4],  ceux  de  A'  »oiit 
[A',,  Aj,  Aj,  a;],  ceux  lie  A",  [A',,  A'J,  A.,,  A^J,  ceux  de  A"', 
[A',,  A',,  A3,  A'^],  ceux  de  A",  [A',',  A,,  A3,  A'4].  Si  Toi»  substitue 
Kuccessivetnent  r'»  r',  r*  k  r,  dans  A,,  on  retrouve  respectivenieut 
A4,  A|,  Ai;  si»  dans  Ag,  on  retrouve  A|,  A4,  A^f  ai,  dans  A4,  on 
relrouve  A, ,  A^,  A4. 

S 

Lorsqu'on  substitue  r*  ou  r',  à  r,  dans  les  nombres  oonkpleze« 

réels  z,  et  3, ,  z,  se  change  en  Zj ,  et  rériproquenient  ;  qiiniid  on  y 
substitue  r*  à  r,  ces  nombres  restent  lis  niciiies.  Ainsi  les  quatre  con- 
jugués de  z,  sont  [2,,  s»,  z,,  z,],  ceux  de  Zj,  z, ,  z,,  rj.  D'apre» 
cela,  les  quatre  conjugués  de  tout  nombre  complexe  réd,  on  de  la 
forme  (6) ,  sont  égaux  deux  à  deux  ;  on  a 

(8)     X,  ~       =«„ -H  rt,  2,  -h  fl,  Zj, ,     ^Vj  ==  X,  =       4- a,  Z,  +  <I,Z,. 

On  peut  donc  n'admettre  que  deux  conjugués  pour  tout  nombre  com- 
plexe réel;  on  les  désignera  par  4.,,  '^^j.  T-e  produit  de  ces  deux  con- 
jugués est  toujours  un  nombre  entier,  positif  ou  negatii;  en  effet,  on  a 

j        .V,  ,v,  =      -4-  /ï,  2,  +  a,  r,)  (rto  -t-     ï,     «a  :■,  ) 
(  =  «2 -^  <!,) ap(a, -t-     4-  («î  -h  fl») 2,  a,  H-  a, «.(«î  -h  s»), 

18.. 
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on,  d'après  les  relations  (  5 ) ,  . 

X,  »S  =  al~     4-  flj)"o  —  fl?  —  + 


(10) 


ce  qui  donne  une  valeur  entière,  puisque  Uq,  r/,,      août  ilei»  entiers. 

Dans  le  cas  général  où  A  est  imaginaire,  les  sommes  A(r)+A  {r*)  ou 
A4  +  A, ,  et  A(r*)  +  A{i'*)  ou  A,  -1-  A, ,  se  reproduisant  l'une  l'autre , 
ou  restant  les  mêmes,  quand  on  y  substitue  r*,  r*,  r*  à  sont  «tes 
nombres  complexes  de  la  forme  (6)  ;  le  tableau  (7)  donne,  en  effet, 

* 

iA,  H-  A4  =  afle»+(a,  a^)Zt  +  («,  +  «1)2, , 
A,  +  A.  =        («,  +  «0*t  +  («•  H-  «»)»»  î 


00 


le  prochùt  de  ces  deux  sommes  est  donc  un  nombre  entier,  positif  on 
né^tif ,  qui  est 

(la)  (A,-f  A»)(A,4-A,)=^^2«,  j  -5^  j- 

Si  l'on  ajoute  les  équations  (11),  on  trouve,  en  fitisant  usage  de  la  pre- 
miére  relation  (5) , 

(13)  A,  +  A,  -I-  A,  +  A,  =  5«o  —  (a„    «,  -l-  a,  -f-     4-  «i); 

ainsi  la  somme  des  quatre  conjugués  de  ttait  nombre  roinplexe  A  ('st 
un  nombre  entier:  on  reconnaîtra  facilement,  par  le  tableau  que 
la  somme  de  ses  cinq  associés  est  toujours  nulle. 

Les  produits  A(r)  A(r^)  ou  A,  A4,  A(r*)  A  (r*)  ou  A,  A„  se  r^radui^ 
santl*unl*atitre,  ou  restant  les  mêmes,  quand  on  y  substitue  /  %  r\  /  * 
à  r,  sont  encore  des  nombres  complexes  de  la  forme  (6);  le  tableau  (7) 
donne,  en  effet, 

(14)  A,  A4  =  A,A,=  ^«H-6,3,  +  ^,s,, 
en  posant ,  pour  tnmplifier, 

«J    -+-ay    -f-a^    -hal    4-«^  —h^, 

(15)  aoûti -t- +       ^- «j^»      ,'^o~  ^1  • 
OoOLa  ^  «laj  4-  a,a»  +  a,«o    a, a,  =  ^'j. 
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Parmi  les  quatre  nombres  [A|,  A,,  A|,  A4] ,  on  peut  appeler  cotifuguét 

directs  ceux  dont  le  produit  donne  un  nombre  complexe  ré,v]  de  \a 
forme  ■G):  A, ,  sont  deux  conjugués  directs^  ainsi  que  Ati  Ai;  A« ,  A, 
sont  deux  conjugués  indirects. 

Le  produit  Â,  A,  A,  A,  e&t  un  nombre  entier,  car  on  a,  en  multi- 
pliant les  deux  valeurs  (  1 4) , 

(16)         A,  A,  A,  A,  =  62  -  {b,-+-b^]b^  ~  b- -bl  + 

on  peut  appeler  ce  produit  entier,  norme  de  A ,  expression  introduite 
par  M.  Ganse,  et  le  désigner  par  le  symbole  ^(A);  on  peut  écrire 

Cette  norme  est  esscntiellemeut  positive  :  en  effet ,  Féquation  du  qua- 
trième  degré,  qui  n  pour  racines  les  quatre  conjugués  [A,,  A, ,  A,,  A,], 
et  qu'il  est  facile  de  composer,  a  pour  dernier  terme  ^'(A),  sou 
sf  cond  membre  étant  zéro.  Si  A  est  unagiuaire ,  les  conjugués 
[A, ,  A, ,  A, ,  A4]  le  sont  aussi;  réquation  aux  conjugués  a  toutes  ses 
racines  imaginaires,  scm  dernier  terme  est  donc  essentiellement  positif. 
Si  A  est  réel,  les  conjugiu's  sont  réels  et  é^tx  deux  à  deux,  savoir,  , 
A,  —  A,  ,  A,  " A  ,  ;  réquation  aux  conjuguée  n  ses  racines  réelles,  égales 
deux  k  deux  ,  son  premier  membre  est  un  carré ,  et  son  dernier  terme 
est  encore  positif. 

Ainsi  tout  nombre  complexe  réel  X,  de  la  forme  (0  ,  qui ,  multiplié 
par  son  nnîque  conjugué  A,,  donne  un  produit  entier  négatif  (10),  ne 
peut  pas  èire  le  produit  (  i4)  de  deux  nombres  complexes  imaginaires 
conjugués  A,  A4  ou  A,  A ,  V.n  tel  non)l)re  ne  peut  être  déconij>osé  rn 
deux  facteurs  de  la  forme  ^1),  qu'a  l'aide  de  coefticients  contpliques 
d'imaginaires;  il  doit  être  considéré,  dans  ce  Mémoire,  couiine  uu 
nombre  complexe  simple ,  ayant  quatre  conjugués,  égaux  deux  à  deux, 
et  dont  la  norme  est  alors  positive. 

Par  exemple,  S|  et    (3)  sont  des  nombres  complexes  simples,  puis- 
que s,  a,  =£  ~  I  ;  il  en  est  de  même  de  (5+ qui  donne 

(3-f-aa,)(3  +  as,)=-iî 

la  norme  de  ces  deux  nombres  est  l'unité:  elle  est  égale  à  z'I  zl  dans  le 
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premier  exemple  ,  el  à  (3  —  îx,)'  (3  4-  azj  '  dans  le  second.  Le  nombre 
(3-i-  2Z-|^  est  d'ailleurs  égal  à  —  z.î  :  r\ ,  eu  pénér.il .  tout  nombi^e  com- 
plexe dont  la  norme  est  riioité,  qiu  rcpr«^sente  un  des  facteurs  du  pre- 
mier membre  de  Téquation 

et  qui  est  de  la  forme  (3  ■+-  az,)'  ou  (3-K  aa,/,  est  égal  à  (—  »)*»J'  ou  à 
(  —  I  l'sJS  et  s'exprime  par  une  puissance  de  ou  dez,.  Une  puÎMaDCe 
quelconque  de  r  a  pour  norme  l'unité,  car  les  quatre  conjugués 
[/•',  r*',  r*']  donnent  pour  produit  r"'=  i.  Les  nombres  conjugués 
[(  I  -i-r),  (i  4-r*),  (i  -Hr»),  (i  •4-r*)]  ont  aussi  pour  nonne  TuniK,  c»r 

et  la  norme  de  chaque  facteur  r*  et  z,  est  i  ;  chacun  de  ces  nombres, 
ou  Tune  de  leurs  puissances ,  se  réduit  donc  aussi  à  une  puissance  de  r, 
multipliée  par  une  puissance  de  z,  ou  de  z,.  Il  résulte  de  ce  rapproche- 
ment, que  le  produit  r*r'  ^^^^  représente  généralement  tous  les  sous- 
facteurs  (le  l'unité,  ou  tous  les  nombres  complexes  dont  la  norme  est  i . 

La  forme  générale  (17)  de  d&(A)  jouit  d'une  symétrie  remarquable. 
On  vérifie  aisément  qu*elle  reste  la  même,  ou  qu'elle  conserve  la  même 
valeur,  lorsqu'on  change  les  coefficients  de  A4  en  ceux  d*un  quelconque 
de  ses  conjugués,  et  lorsqu'on  augmenta  ou  diminue  d'un  même  nom* 
bre.  soit  ces  coefficients  eux-mêmes,  soit  leurs  indices,  en  ayant  soin 
de  réduire  ceux  de  ces  indices  qui  surpassent  5,  ou  ceux  qui  lui  sont 
inférieurs.  C'est<&-dire  que  les  vingt  nombres  du  tableau  (7)  ont  la 
même  norme ,  et  que  cette  norme  n'est  pas  aflEg»ctée  par  toutes  les  traiis* 
formations  qu'on  peut  faire  subir  à  l'expression  (1)  du  nombre  com- 
plexe A.  On  peut  donner  à  l'un  quelconque  des  vingt  nombres  du  ta> 
bleau  f  7) ,  le  nom  de  sous-Jacteur  de  (A). 

$  in. 

Lorsqu'on  uuiltiplie  l'un  par  l'autre  deux  nombres  complexes 

iA  -:  «o  4-  a,/  4-  a,r*  -4-  a,r'  -f-  a*/*, 
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on  obtient  d'abord  un  poJyiiùaie  du  liuilième  degré  en  r,  qui  est 

«o^o -t-f^aoiS* -+-ailS«)r-i-(ao/3,4-a, |3,H-a,^„)H-H(ao^,-Ha, ^,-1- a,/3,  f-a,; 
H-(aoj34-Ha,i3,+a,/3,+a,jS,-f-a,,So)r*4-(a,|3,-+-7,^?3-Ha,^,-ha4P,) 

puis ,  observant  que  r*  =  i ,  r*  =  r,  r*  »  r*,  r'  =  r*,  on  réunit  les 

coeflicients  des  qtiatro  derniers  termes  aux  coefificients  des  quatre  pre- 
miers, ce  qui  donne  le  polynôme  du  quatrième  degré  : 

iKjSo  +  «ii54  +     |3,  -f-  «3  /?,  4-  a,  (S,  ) 
^  «oPi  +  «iP,  >+-  «ïp*  "H  «1/3,  4-  a«  j3,  )/- 
4- («op,  +  a,/3, -H  a,j3,  -f- a,Po  +  ««P*)'-' 
-I-  («.^4  -t-  «,/3,  4-        -I-  a,|3,  -f-  «4^0)'-' } 

enfin»  dans  le  but  de  simplifier  cette  nouvelle  expression  du  produit 

obtenu,  on  retranche  de  ce  polynôme  celui-ci  (i  -h-  r-H  r*  4-  r*  4-r*) 
(lequel  est  nul  d'après  la  déCuiitioii  de  r),  multiplié  par  un  entier  con- 
venable m  ;  et  l'on  a  aiu&i  un  nombre  complexe  C  de  la  forme 

(ai)  C  =  Y,  -h  y.r  +  y«r«  -»-  y, #••  +  ftr*, 

qui  est  Tespression  définitive  du  produit  de  À  par  B. 

D*eprès  celftf  et  dans  un  ordre  inverse,  veut-on  savoir  si  le 
nombre  C  (ai)  est  divisible  par  A,  ou  s'il  peut  être  le  résultat  de  la 
multiplication  de  A  par  un  autre  nombre  complexe  B  de  même  espèce? 
on  ajoutera  un  nr>m1>re  potier  indéterminé  m  à  tous  les  coefficients 
de  C)  lequel  prendra  ia  forme 

j     (7o-<- (v« -+-'")  ^-^  (y» -H  m)r» 
i     (y,  +  m)  r» (74  4- m)r% 

de  valeur  identique  à  celle  (ài),  et  qui  devra  reproduire  la  forme  (ao) 
du  produit  diercbiéy  pour  une  certaine  valeur  de  m;  puis ,  retranchant 
des  quatre  premiers  coefficients  du  polynôme  (aa),  des  nombres  en- 
tiers différents  et  itidétemiiiiés  rt^,  (7,,a, ,  /}, ,  pour  les  ainuter  ensuite, 
respectivement  multipliés  par  r\  r%  r%  r',  on  obtiendra  la  nouvelle 
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/  o\  I  ~^  ("y*  ~^ ~  «i)'* r/ï  +  *"  —  ^^^'f* 

encore  de  même  valeur  que  C  (ai),  et  qui  devra  reproduire  Ia  forme  (tg) 

du  prodtiil  clierclu-.  pour  certaines  valeurs  entières  de  a,,ai,aj. 

Alors,  les  coefiicients  «o,  «i,  a,,  a,,  a»  et  y, ,  j^.  y^,  y,  étaTJt 
entiers  et  numériquement  connus  ;  jSo,  ]S«,  ,  jSj ,  ^4  étant ,  au  con- 
traire ,  indéterminés  ;  s'il  est  possible  d'identifier  les  deux  polynômes 
du  huitième  degré  (33)  et  (19)  par  des  valeurs  entières  de  toutes  les 
indéterminées  /3o ,  /3, ,  jS, ,  jS, ,  ^4 ,  m,a„f  a^^a^,  a^,  on  pourra  affirmer 
que  C  (ai)  est  divisible  par  A;  c'est-à-dire  qu'il  sera  le  résultat  trans- 
formé du  produit  de  A  par  un  autre  polynôme  B,  }>our  les  coeffi- 
cients duquel  l'identification  aura  fourni  des  valeurs  entières.  Si,  au 
contraire  I  les  deux  polynômes  ne  peuvent  être  rendus  ideutiqucâ  par 
aucun  système  de  râleurs  entières  des  indéterminées  introduites,  on 
pourra  dire,  d'une  manière  certaine ,  que  C  ^est  pas  divisible  par  A  ; 
c'estA-dire  qu'il  ne  peut  être  le  résultat  transformé  du  produit  de  A 
par  un  nombre  complexe  de  même  e^ce,  ayant  des  coefficients 
entiers. 

C'est  ainsi  qu'il  faut  entendre  la  divisibilité  des  nombres  complexes. 
On  voit  <|U6  cette  propriété  repose  sur  la  possibilité  de  l'identification 
de  deux  polynômes  du  huitiràie  degré ,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la 
lettre  ou  la  quantité  r,  dont  les  diverses  puissances  oonatituent  ces 

polynômes. 

Tout  nombre  eoniplexe  A ,  dont  la  norme  eut  N ,  ne  peut  être 
divisé  par  un  sods-facleur  a,  d'un  nombre  premier  n  autre  que  l'unité, 
qui  ne  diviserait  pas  N  ;  car,  si  l'on  avait 

A4  =  «|Bo 

il  en  résulterait 

Aia=4l|Bt,    A|=:«ljBt,  A4SA4B4, 

et,  en  multipliant, 

A(  Aj  \,  A4  =        ttf  a, .  B|  B,  B,  B4, 
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c'est-a-tliiv  . 

X  f  A ,)  =  r^,  {^t^) .  3t  (B,) ,    ou    N  t:  «  .  J&  ^ B, ) , 

i'-quation  absiirde,  puisque  n  ne  divise  pas  N,  cl  que  lî  t'l:ml ,  par 
hypothèse,  un  qiiotiettt  complexe  à  coelIicienU  entiers»  &a  norme  serait 
un  uoaibre  entier. 

Soit  x(A)  =  N,  et  N  un  nombre  premier;  si  A  estdécompOBable 
en  deux  focteurs  complexes  B  et  Tun  de  ces  facteurs  aura  pour 
nonne  N,  l'autre  aura  pour  norme  l'uniti.  En  effet,  si  l'on  a 

A|  =  BtC{ , 

on  en  conclura 

X(A)  =  X(B).  Jî.(Cj  =  N; 

or  >î>(B)  et  X  (C)  sont  (les  nombres  entiers,  leur  produit  devant  être 
un  nombre  premier  N  t  l'un  de  ces  fecteurs  est  N ,  et  l'autre  i . 

S  IV. 

J^oritcjue  A  et  B  sont  deux  nombres  complexes,  a^aut  pour  norme 
un  même  nombre  premiiA'N»  A  est  divisible  par  un  des  conjugués 
de  B.  En  effet,  on  peut  admettre  que  le  polynôme  algébrique,  au 
moyen  duquel  s^exprime  B ,  no  soit  pas  décomposable  en  denx  fac- 
inirs  rationnels,  puisque,  s'il  Téiait,  l'un  de  ces  facteurs  ayant  |)Our 
norme  l'unité,  on  prendrait  l'autre  facteur  pour  B.  I>es équations 

3&(A)  =  N,    Jt(B)  =  Iï 

expriment  uiiiqut  inenrrégalitédes deux  produits  A,  A,  A^,  B,  BjBjB,, 
quand  on  a  é<^:ii  (l  à  la  définition  de  r,  et  quand  tous  les  calculs  sont 
elFectiiés.  On  \>e\xl  donc  poser 

(a4)  A,A,A,A»=:B,B,B,B„ 

avant  d'entreprendre  ces  calcul.  Supposons  qne ,  ne  faisant  subir 
aucune  transformation  aux  polynômes  du  quatrième  degré  B^BaiSg^B,, 
et  regardant  /  comme  une  lettre  indéterminée,  on  effectue  leur  tniilfi- 
plicaiion  ;  le  produit  du  second  membre  de  l'équation  sera  im 
polynôme  P  du  seizième  degré  en  r.  Mettons  chacun  des  polynômes , 
facteurs  du  premier  membre,  sous  ta  forme  (aS);  les  nombres  m,  a,, 
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<7j,  éiant  tliflV'rcnts  pnur  chaqTic  facteur.  Dans  le  produit  efTec- 
tué  du  premier  membre  ainsi  Uansforiné,  on  peut  regarclfr  /  coimiie 
une  quantité  indéterminée;  ce  produit  sera  un  polynôme  M  du  trente- 
deUxïéme  degré ,  qui  se  réduira  à  P,  quand  on  iniroclmra  la  oonditioD 
que  r  soit  une  racine  de  l'éqnatton  (a).  On  peut  toujours  composer  un 
polynôme  Qi  du  seizième  d^ré  en  r,  contenant  un  graïui  nombre 
d'indéterminées,  qui  satisfasse  à  la  condition  de  devenir  égal  à  runitc 
lorsque  r  vérifie  l'équation  {2);  en  effet,  ç  (r)  étant  le  promior  membre 
de  cette  équation ,  et  ({/(r)  un  polynôme  complet  du  douititiue  degré, 
dont  les  treize  coefûcients  soient  indéterminés,  on  prendra 

Q  =  i  +  K'H  ('•)• 

# 

Gela  po«é ,  le  polynôme  M  et  le  produit  FQ ,  qui  sont  déjà  iden- 
tiques  pour  les  quatre  valeurs  de  r,  racines  imaginaires  i\r  l'équa- 
tion (2),  pourront  être  identifiés  à  l'aide  des  indétertinmfs  iniro- 
iluites,  lesquelles  sont  au  nombre  de  trente-trois.  Mise  sous  cette 
ferme,  Téquation 

(a5)  A,  A,A, A4     ii, B,B,B,  [i  4-       .j»  (1)] 

peut  être  regardée  conune  une  identité  en  r;  alors  le  polynôme  B, 
indécomposable  en  facteurs  rationnebt  devra  diviser  l'un  des  fectenrs 
du  premier  membre.  .Soit 

on  en  conclura 

etf  par  l'équation  (a4)f 

X(R,)  =  I. 

Ainsi  A,.  A,.  A,,  A,  sont  respectivement  divisibles  [i.ir  les  quatre  con- 
jugués de  B,  et  les  quotients  sont  des  nombres  complexes  dont  la 
norme  est  l'unité. 

Ainsi ,  lorsque  les  nombres  complexes  A  et  B  cmt  tous  deux  pour 
norme  un  nombre  premier  N,  antre  que  Tunilé,  un  des  conjugués 
de  B  doit  diviser  A.  Et  l'on  peut  dire  que,  réciproquement,  B  est  divi- 
sible par  l'un  des  conjugué»  de  A:  en  effet,  si  l'on  trouve,  comme 
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A,  =  B,  ft,, 

el ,  comme  conséquence , 

A.      H,  U. , 

puisque  K|  RtH^R*  =  i  nécessaireinent,  on  en  conclura 

RaR«R«A»  =  Bi; 

cVst-à-tiire  que  U,  sera  é^al  à  A,  iniiltiplîé  par  RjRjR^,  muitiplicateur 
ooniplexe  dont  la  norme  est  t. 

De  ce  qui  pr^hxde,  il  résiilte  que  si  un  nombre  complexe  C  esi 
divisible  par  un  des  conjugués  de  A,  diviseur  complexe  qui  a  pour 
norme  le  nombre  premier  îî ,  il  sera  aussi  divisible  par  l'un  des  con- 
jugués dp  tout  autre  diviseur  complexe  B,  qui  aurait  la  même  norme  N 
que  A  :  en  eifel,  si  l'on  trouve 

C,  =D,Aii, 

comme  A*  est  nécessairement  divisible  par  J'un  des  conjugués  de  B, 
on  doit  avoir 

A«  =c  R,       d'où   C,  =  D,  R,  B/, 

fi,  ayant  d*ailleurs  pour  norme  l'uniié.  Donc  C*  est  divisible  par  B/, 
ou  par  l'un  des  conjugués  de  B,  s'il  Test  par  A»»  ou  par  Tun  des  conju- 
gués de  A. 

Inversement,  si  C  n'est  pas  divisible  par  l'un  îles  conjugués  de  B, 
sous-iacteur  du  nombre  premier  N  ,  il  ne  pourra  l  être  par  aucun  des 
conjugués  de  A,  autre  sous-facteur  du  même  nombre  premier  N.  Si 
Ton  essaye  de  diviser  C  par  B„  par  B,,  par  B, ,  par  B«,  4^  que  Ton  ne 
réusrisse,  dans  aucune  de  ces  qnatre  épreuves ,  à  obt^iir  pour  quo- 
tient lin  non)bre  complexe  entier,  on  pourra  alBrmer  que  ne 
contient  pa&  le  Êicteur  premier  N. 

S  V. 

Soit  toujours  X.  fB)  =  (A)  =  N  ,  et  N  un  nombre  premier;  A,  psI 
divisible  par  i'un  des  conjugués  de  B,  iioit  par  Bf  :  peut-il  i  être  par  un 
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autre  conjugué  de  B,  jiar  B.,  par  exempK- '  Soit  A,  H,  15,  V.Iî.; 
R,  et  P,  sont  nécessauement  des  nombres  complexes  dont  la  norme 
est  l'unité.  De  l'équation 

R.B,  ==P,B, 

ou  conclura,  en  multipliant  par  R,  BtRâ,  et  faisant  RiKifi^P,  =  Q, , 

B,  =  Q,B,. 

Si  l'on  change,  dtatê  wtte  dernière  équation»  r  en  r*,  elle  devient 

B.  =  Q»R»; 

li  uù  r<psnltt>,  par  ia  multiplication, 
et,  en  divisant  par  BjB,, 

Q.Q.  =  i  : 

or  on  a 

R,R,R,P,  =Q,, 
d'où,  eu  changeant  r  en  r* , 

multipliant  et  réduisant,  il  vient 

On  reconnaît  bellement  que  cette  équation  ne  peut  être  satisfaite  que 
si  Pi  =       ,  ce  qui  donnera 

B,  =  B,,    ou    B,  —  Bj  =^  o. 

Soient  prises  poitr  B,,  B,,  B,  les  expressions  A,.  A,,  A,  du  tableau  '7V 
t'\  Si  Bj  =  Rj,  il  faudra  que  Ton  ait,  en  supprimant      dans  les 
deux  membres,  et  divisant  par  r, 

«a  H-.«i  r  H-  ««r'  4-  a,  r*  =  a,  H-  «4  r  +  a«  r*  -h  a,  ; 

or  cette  équation  ne  peut  subsister,  à  moins  qne  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  /-  ne  siHent  respectivement  égaux  dans  les  deux 
membres ,  car  r  ne  peut  être  racine  d'une  équation  du  troisième  degré; 
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donc  il  faut  que  a,  ss  09,  «»     et|  :  alors 

B|  =  *o  +  *i  *i  —  ®*  »   B|  =     -4-  tt|  =  B.I , 

et 

B|    ~  B}  B4  ~  n  f 
n  étant  un  entier.  On  aurait  donc 

B«B,B»B4  =  ^(B)  =  N  =  n>  ; 

cf  t|m  ne  peut  être,  puisque  N  est  un  nombre  premier,  ef  non  pas  un 
carré. 

2".  Si  B|  +  Ba  =:  o,  on  aura 

aso     («»  +  «»)  «1  +  (a*  +  «*)  «1  =  o, 

Ci'  qui  exige  que 

a,  +  a,  =  «,  +  «4  =  9«oî 

de  là  on  tire 

etf  =  aet^  —  «s,    a*  =  aot»  ^  «i  > 

el  B,  devient  hucccHsivemenl 

B,  —  a„(i  -f-  ar*  »  9.r*)  -h  a,  (r  —  /•')  \-  a,  ir'  — 

=  ot-oi—  r  —     -f-  /•*  +  /•*)  -h  a,  (r  -  r' j  -t-  a,  (r^  -  ■  /■■') 
=  (i  —  r)[(a,  -  a.)(r-h  #■»  -h  r')  -i-  ^a,  -  Oo)/  '], 

c'eiit-è-dire  que  B»  est  décomposable  en  dem  facteur» .  dont  Tun , 
(1  —  r),  a  pour  norme  5;  car 

(,  _  r)  (I  -  r*)  =  a  -        (i  -  r«)(i  -  r")  =  a 
(a  -  a^Xa  -  *,)  =  4  ~  a  (a,  -H  z,}  +  a,    =  5. 

Or  on  a  tu  que  ai  B|  était  déoomposable  en  deua  focteurs,  l'un  de  ce» 
facteurs  devait  avoir  pour  norme  N,  et  Tautre  Tunité;  donc  il  faudra 

que  N  =:  5,  et  que  le  second  fiMAeur  ait  pour  nonne  1 . 

Ainsi,  excepté  lorsque  la  norme  est  5,  si  A,  est  divisible  par  B,,  il 
ne  peut  l'ctre  par  son  conjugué  <lirect  B,,  et  réciproquement.  Il  faut 
voir,  en  outre,  si  l'on  peut  avoir 

A,  =  B,B,  =  P.B„ 
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ou  «  A  peut  être  divisible  pu-  denx  conjugués  indirects  de  B.  On  aurait 

iVoù ,  changeant  r  en  r* , 

de  ces  deux  équations  on  déduit 

B,  =  R1R1R4P1B1  =  PiPiPtR^Bj» 

cVst-à-dire  que  et  B, ,  respectiTeraent  multipliés  par  deux  coeffi- 
cients complexes  ayant  pour  norme  l'unité,  pourraient  donner  des 
produits  égaux;  ce  qui  vient  d*élre  démontré  impossible,  lorsque  V 

n'est  pas  5. 

Donc  si  (A  —  X  :  H)  N  ,  N  ét;int  un  nombre  premier  autre  qtie 
A  sera  divisible  par  un  des  conjuguée  de  B  et  ne  sera  divisible  par  au- 
cun des  trois  autres;  et  A  pouvant  être  précisément  un  des  conjugués 
de  B ,  cette  proposition  démontre  que  les  qiuttre  sous-fiicteurs  conju* 
t;iiés  d'un  nombre  premier  autre  que  5  s<mt  /avmhrs  entre  eux»  c*est* 
à-dire  qu'ils  ne  peuvent  avoir  d'autres  diviseurs  communs  que  des  sous^ 
facteurs  de  l'unité. 

L'exception  relative  à  l'exposant  5  est  caractéristique  :  5  est  le  seul 
des  nombres,  pouvant  servir  de  normes»  dont  les  quatre  sous^fiusteurs 
conjugués  ne  sont  pas  premiers  entre  eux.  On  peut  prendre  pour  ces 
sotts>lacteurB 

(aô)       I  — r=X,,    I  — r*=X,,    1  — r*=ïX,,    i  — r*=X,, 

et  l'on  reconnaît  aisément  que  l'un  quelconque  de  ces  quatre  conju- 
gués reproduit  les  trois  autres,  lorsqu'on  le  multiplie  par  des  sous-fac- 
teurs de  l'unité:  en  effet,  on  a  identiquement 

X,=  — r*2,X,=    r*2,  Xa— — /X», 
/»-.,).,=  =-  r»/.,  =  — r*z,/.,, 

—  r2,X»  — —  r»).,  =        X,    =  /'ZaX*, 

—  =      rr,Xj  =  — /'z,X,—  X,,; 

et  puisque  5  ^  X|  X|  X,  \ ,  on  trouve ,  en  multipliant  les  quatre  membres 


(«7) 
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de  ces  éi|uations qui  occupent  It;  même  rang  vertical, 

(a8)  5  =  r»  »|XÎ  =  r«;  X*  =  r*  t*  XJ    r«»JXÎ , 

c*«iNhdife  que  5  est  ^1  k  la  quatrième  puissance  d'un'  de  aen  iov»- 
fiicteunt,  multiplié  par  un  coefficient  complexe  dont  la  nonne  est  i  ; 
tandis  que  toute  norme  première,  autre  que  5,  est  égale  au  produit 

de  quatre  sous-facteurs  conjugués  et  premiers  entre  e»ix.  D'jiprcs  cela , 
:>  n'a  réellement  qn'iui  seul  sous-facteur;  on  peut  adopter  \  —  /  ; 
5  sera  divisible  par  sa  quatrième  puissance,  et  non  par  une  piussancc 
supérieure  ;  car  on  a 

et  ni  r,  ni  z,  ne  sont  divisibles  par  X|. 

S  VI. 

Lorsque  A  a  pour  nortne  le  produit  de  deux  nombres  premiers  dif- 
férents metn,  dont  on  connaît  deux  sous-iacieurs  respectif»  a  et  6 ,  A 

est  divisible  par  un  des  conjugués  de  a,  ensuite  par  un  des  conjugués 
de  6,  et  le  quotient  définitif  a  pour  norme  l'unité.  De  Téquation 

A|  Af  A«  A4  =  01  Oitft  A« .     6a  6«  ^4 

on  peut  conclure ,  par  une  méthode  semblable  à  celle  du  §  IV,  que  a , 
doit  diviser  Tun  des  fiictetire  du  premier  membre.  Soit  A,=a4B, ,  il  en 
résultera 

A4— rtjBj,   A^^a^Bft  A«=a4B4, 
et,  en  substituant, 

B,  Bi  B,  B4  ~  b,  bf  6,  bt  ; 

donc  bt  doit  diviser  un  des  conjugué»  de  B.  Soit  64=  6,  R, ,  on  en  coii< 
dura 

B»=6tRsf   Bi~6,R,,  B|=&4R4i 
et,  en  substituant, 

on  aura  donc 
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c'est>à-dire  que  À  sera  divisible  par  Tun  des  conjugités  lie  a ,  ensuite 
par  Tiin  des  conjugués  de  6 ,  et  que  le  quotient  définitif  aura  pour 
norme  Tunité. 

Ijorsqiie  la  norme  N  de  A  contient  comme  facteur  un  nombre  pre> 

mier  n  élevé  à  la  puissance  / ,  A  est  snrrrssivenient  divisible  /"  fois  par 
un  des  sous-facleui"S  conjugués  de  n.  N'  le  quotient  de  N  par /t'y 
a  un  sous-facteur  de  ra,  B  un  sous-facteur  de  N',  on  aura 

A,  A,  A,  A,  —  a\a'fa',a^ .  BiBaU^li^; 

a,  diviseur  complexe  du  second  membre  doit  diviser  le  premier,  et 
conséquptnment  Tun  des  quatre  facteurs  qui  le  composent;  soit 
A,=  /2|U| ,  on  en  conclura 

A4=A,R,,    A«— A,R, ,  At==ii*^t, 

et,  en  substituant, 

R,  R,R,R,  =  a^'rt'f  «V-'a'r' .  R,  B,B,B4  ; 

ii  filudra  encore  que  l'un  des  facteu^s  du  premier  membre  soit  divisible 
par  4S| ,  etc. 

Si  la  norme  N  de  A,  décomposée  en  ses  £icteiirs  premiers,  est  te 

produit  n''.n''*.n"^..,  de  l'unité,  par  a  fois  n,  dont  un  sous- facteur 
est  a,  par  fi  fois  t/,  dont  un  4»  sous-Êicteurs  est  h ,  par  7  fois  n",  dont 

un  ries  sntis-facteurs  est  r.  .  .  .  A  sera  le  produit  d'un  sotis»factenr  de 
l'unitc .  par  a  sous-facteurs  égaux  à  un  ou  h  plusieurs  di  s  conjugués 
(le  il ,  par  [j  sous-£acteurs  égaux  à  un  ou  à  plusieurs  deb  conjugués  de  b, 
par  y  sous-facteurs  égaux  &  un  ou  à  plusieurs  des  conjugués  de  c. .. . 
Ainsi,  pour  décomposer  ce  nombre  A  ^  ses  fiicteurs  premiers,  on 
sayera  successivement  a  fois  la  division  par  les  conjugués  de  a,  et  l'on 
réussira  à  toutes  les  fois  (si  n  =  5,  a  =  }.,,  on  pourra  diviser  de  suite 
A  par  ),*);  ensuite  on  procédera  aux  /3  divisions  parles  conjugués  de  h. 
aux  7  divisions  par  les  conjugués  dec',...f  le  quotient  définitif  aura 
)>our  norme  l'unité.  De  là,  et  de  ce  qu'un  nombre  complexe  ne. peut 
être  divisible  par  nn  sous-focteur  d'un  nombre  |H-eniier  qui  ne  divise 
pas  sa  norme,  on  conclura  aisément  qu*un  nombre  cmuplexe  ne  peut 
être  réductible  que  d'une  seule  manière  en  ses  facteurs  premiers. 
Quand  il  s'agit  de  trouver  ie  plus  grand  commun  diviseur  D,  entre 
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deux  nombres  oomplesceB  A  et  B,  il  hnt  calculer  d'abord  3^  (A)  et  X,  (^), 

Si  ces  fletix  normes  sont  premières  entre  elles,  les  nombres  complexes 
A  et  T>  sont  proniîers  entre  eux  ,  et  f)  ne  pouvant  avoir  pour  iioi  tue  que 
l'unité,  tout  calcul  ultérieur  est  umtile.  Si  a^(A)  et  S^(fi)  ont  tui  plus 
grand  commun  diviseur  il  faut  d^'gaget ,  dans  Aet  dans  B,  touBlessoua» 
facteurs  conjugués  des  nombres  premiers  qui  divisent  Nt  et  oenx4à  seu* 
lement;  il  «st  facile  ensuite  de  composer  D.  Si  N  est  divisible  par  5^ 
)/,  est  un  facteur  de  D,  et  il  esi  inutile  de  s'occuper  des  fiicteurs  X|  dans 
les  opérations  à  effectuer  sur  A  et  B, 

5  VII. 

l^i  somme  de  deux  cinquièmes  puissances  (A'  B*)  est  divisible 
par(A  -f-  B);  mais  cette  somme  pouvant  s'écrire  ainsi  :  [A*  •+-  (Br')^J, 
sera  aussi  divisible  par  (A  H-  Br'  )  ;  la  somme  (A*  +  B*)eBt  donc  divi- 
visible  par  A  -h  B,  A  +  Bi%  A -i-  Br%  A  +  Br*,  A  *t-  Br*  ;  d'ailleurs 
elle  est  égale  au  produit  de  ces  cinq  facteurs.  En  elTet,  si  l'on  repré- 
sente par  r<o),  r\  r",  r",  r"  les  cinq  racines  de  Téqualion 

r"  —  I  =  o, 

et  si  Ton  désigne  par  S*  la  somme  des  produits  A  à  A  de  ces  racines,  le 
produit  dont  il  s'agit  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(A     Br:»',  (A  -h  Br')  (A  H-  li/")  i  A  -f-  B/  ")  (A  +  B/'") 
=  A  -  I  S,  BA»  ^  S,  B»A*  t  S,  B'A»  -i-  S,B'  A  -I  S,B^  ~  A*  t-  B*j 

car,  d'après  l'équation 

r*  —  1  =  o, 

on  a 

S|  =  S,  =  S,  =  S4  =  o ,    S.  =  i. 

On  â  donc,  généralement, 

(ag)  A»-hB*  =(A-4-B)(A-|-Br)(A-f.B/*)(A-4-Br»)(A-f-Br'), 

quels  que  soieot  les  nombres  A  et  B,  entiers  ou  complexes. 

Lorsque  A  et  B  sont  des  nombres  entiers,  le  premier  membre  de 
l'équalion  (09)  et  le  premier  fiideur  du  second  membre  le  sont  aussi  ; 

T«n«  XII.  -  A*ui  1847.  90 
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les  quatre  demie»  Cacteun  «ont  complexes  et  conjugués;  leur  nonne 
est  ['^^^]*  L*équation  (ag)  ayant  encore  lieu  lorsque  B  est  négatif»  on 
peut  poser,  généralement , 

ou,  inversement,  «  Ton  désigne  par  le  symbole  s/{1i)  un  sou»>fiiCteur 
complexe  dont  la  norme  est     on  pourra  écrire 

En  donnant  dans  ces  formules  à  A  et  B  des  valeurs  entières,  on  a 
immédiatement  Its  sous-facteurs  complexes  de  nombres  premiers  ou 
composés,  sur  lesquels  on  peut  vérifier  les  propriétés  relatives  à  la 
divisibilité  des  nond>res  complexes.  Lorsqu'on  prend  A  =  B  =  Té- 
quatioD  (3o  bis)  donne 

n-r=.ï/(i),    i  —  r=sj{^}. 

Voici  quelques  autres  exemples  : 

(i)  a+r=^/(ii),  (6)  5-Haf»  j/(i..4t), 

(a)  a-r=*/(3i),  {7)  4  -  r  =  j/ (i  i .  3i;, 

(3)  3+r=  sf{6x),  (S)  9-  ^/ 

(4)  4  +  r=  ^/-(5.4i),  (9)  5  -4r=  £/(ii.i9i), 
(^5)  3-r=^(ii*),  (10)  7  +  r=;  */(ii.i9i). 

Les  trois  premiers  donnent  les  sous-fiicteurs  des  nombres  premiers 
II,  3i,  61.  Du  quatrième  on  déduit ,  en  essayant  la  division  de(4->-r) 
par  un  80iis>facteur  de  5 , 

(4-Hi')  =  (i^r»)(a-t.r»-r»)} 

on  a  donc 

a  -I-  r»  —  r"  = 

D'après  le  cinquième  exem|^e,  (3  —  r)  doit  être  divbible  deux  fois 
par  un  sous-facteur  de  1 1;  si  l'on  essaye  succe^ivement  la  division  de 
(3  —  r)  par  les  conjugués  de  (a  +  r),  elle  réussit  pour  (a  -h  r  * },  et  Ton 
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troiiTe 

(3  -  r)  =  (a  -I-  i        -  /•-  r»)  : 

donc  (  I  —  r  —  r*)  est  auisi  un  souft*fiactear  de  1 1 ,  ce  qui  se  vérifie;  on 

a  d'ailleurs 

(a-Hr«)  =  (i-hr»)(i-r--r«),    d'où   (3-r)  =  (i4-r*)(i^r-r«)». 

Diaprés  le  sixième  exemple ,  (  5  +  u  r)  doit  être  divisible  par  un  des 
sous-facteurs  de  1 ensuite  par  un  des  sous^&cteurs  de  4i ,  et  le  quo- 
tient délinitir  doit  avoir  pour  norme  Tunité.  Les  épreuves  de  division 
donnent,  en  effet, 

5  +  ar  =  (a  +  /  )  (a     1  '  —  r» )(n-  r). 
liS  septième  exemple  est  ftcile  à  vériBer,  car 

(a  4-  /)  =        i),    (i  ~  r)  =  sj\it)i 

donc 

(a  M-  r)  [a  —  r)  =  4  —     =  */(*  '«^O* 

et  aussi 

4  -  r=.  */(ii.3i). 
De  même  pour  le  huitième  exemple,  car 

3-r  =  3  +  r=:=  */(6i)ï 

donc 

et  aussi 

(9-r)  ./(ri'.6i). 

\jR  neuvième*  e»  le  «îixième  exemple  donnent,  pour  sfHis-facttMirs 
f|p  '  I  1 .  tf)i''  les  ilt  ux  niiiiibres  complexes  (5  —  f\r)  et  i  r  r).  Les 
vssais  tle  division  jt;mlf!it  Louiple  de  cette  coïncidence;  on  trouve 

(5— 4f)=  (a-*- 0(4 +         <*  où    4 -h  2r»-»-r*=:  j/(i9i)î 
et  ensuite 

f-  /•)  =  (i  -H  r")  (a     r')^<i     ar'  +  r*). 

Ainn»  (5  —  4'*)  «t  (7  +  r)  sont  divisibles  par' le  même  sous^facleur 
de  1 91 ,  mais  par  deux  sous-facteurs  différents  de  1 1 . 

ao.. 
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Toute  norme  non  divisibli'  par  "j,  ol  dt-cotnposable  <*n  (piatre  sfnis- 
facteuru»  conjugués  d»-  la  forint  i  .  est  iu''ct'ssairetneu<  un  nombre  tle  la 
forme  (5/-|-  r).  En  effet,  ci  apirs  It^ualioM  (17),  1p  nombre  cotn- 

plexe  A(i)a  (Kjur  norme  ||^i„— ^(A, —  — /jj)]  |»'''o.*m 

/^a  ayant  les  vaIoiirs(i  ')i  ;  (l('signantpar<»la8omine(ao4-a,-»-«a-Haj-ha4) 
des  coettîcients  de  A ,  on  aura 

=  a» -a(&, 

et,  coiiiéqueinaient» 

(3,)  .(A)  =  [„.-5(^±-^)J'-5(^)'. 

Si  a  est  un  multiple  de  5,  Sfb  (A)  sera  divinble  par  5 ,  et  A  par  À,,  ou 
p«r  Tun  des  sous-facteurs  de  5.  Si  X(A)  n^est  pas  divisible  par  5,  a  sera 
premier  avec  5  j  et,  employant  la  notation  de  M.  Gansa,  oti  aura 

jn^(A)»a*si  (mod.S), 

c'est-M-dire 

4«»(A)  =  5/  -I-  I. 

Cette  propriété  a  été  signalée  par  M.  lacobi  (tome  V111  de  ce  Journal , 
page  171). 

La  norme  de  tout  nombre  complexe  A  («)  divise  une  infinité  de 

/  X'  ;dr  y  \ 

nombres  entiers  de  la  forme  (  y^-t-y  )•  ^  *^tt  il  est  toujours  pos- 
sible ,  et  cda  d*une  infinité  de  manières,  de  trouver  un  nombre  com- 
plexe B(i8),  qui,  multipliant  A,  donne  un  produit  (ao)  dont  trois 
coefticienls  soient  nuls;  car  ce  problème  conduit  à  trois  écpialioiis  du 
premier  degré  enll'e  les  cir^q  coefficients  de  li,  et  l'on  trouve,  pu-  une 
analyse  facile,  mais  longue,  des  valeurs  entières,  etcepentiaut  encoi-e 
trèa>îtidétermiiiées,  de  w  cinq  co«ffici«its ,  qui  vérifient  les  trais  équa* 
tions  posées.  On  aura  alors 

7*  et  ft  dépendant  des  coefficients  de  A,  et  de  deux  autres  entiers 
arbitraires. 


u\.jn\^cô  uy  Google 


PURES  ET  APPUQUÉES.  167 

Ces  remarques  ex[^û|uait  pourquoi ,  6am  tons  les  exemples  déduite 
de  la  formule  (3o)  ou^o  bii  ,  on  no  trouve  que  des  normes  décompo- 

sables  en  facteurs  premiers  de  la  loruie  5  et  {^n-\-i).  Klles  indiquent 
aussi  qu'en  augmentant  le  nombre  de  cfs  cxeinples,  on  parviendrait  à 
composer  une  table  des  sous-facteurs  de^»  nouibres  premiers  (5/-;-i), 
soit^rectement,  soit  par  dMmAion,  comme  00  Ta  fait  plus  haut  à  Té* 
gard  de  4 1  ei  de  191 .  Il  suffit  d^i  de  calculer  les  cinquièmes  puissances 
des  nombres  auodessoiis  de  la,  pour  obtenir,  à  peu  d'exceptions  près, 
les  soiis-facteiu  s  des  nombres  premiers  (5/-)- 1)  inférieurs  à  loai ,  avec 
ceux  de  beaucoup  d'autres  nombres,  supérieurs  à  cette  limite. 

S  Vin. 

(^uand  A  et  P  'oat  des  nombres  complexes,  ii  est  préférable,  pour 
ce  qui  suit,  de  donner  à  l'équation  (29)  la  forme  suivante: 

{3a)  A»H-B*  =:(A'4-B)(Ai  ^-Br*)(Ar>+Br»)(Ar»H-Bi'*)(Ar*+Br), 

laquelle  en  est  une  conséquence  ;  car  les  quatre  derniers  facteurs  de  (3  a), 
respeciivemeni  divisés  par  la  puissance  de  r  qui  accompagne  A,  don- 
nent, dans  un  autre  ordre,  les  quatre  derniers  facteurs  de  (^9)1  et  le 

produit  des  diviseïirs  est  r'°—  i . 

Si  Ion  désigne  par  M.  M\  M",  M",  M'*  les  cinq  facteurs  du  second 
membre  de  l'équation  (/^aj,  les  accents  n  ayant  plus  ici  la  signification 
de  ceux  du  tableau  (7) ,  on  reconnaît  bellement  que  ces  facteurs  vé« 


rifient  les  dix  équations 

/  (i)   M'-i-M-  = 

(6) 

l  (a)  M'+M-'r- 

i7) 

M  -»-M''  =  s.M', 

(33)       (3)   M"JhM  = 

(8) 

1  (4)    M  +M' 

(9) 

M''-4.M'»=»,Wr, 

1(5)  lir-^M'  = 

.  Mit 

(10) 

qui  n'en  comportent  réellement  que  trois  distmctes,  puisque  A  et  h 
étant  connus,  ou  les  deux  premiers  facteurs  (A-J-B),  (Ar-i-Br*),  le» 
trois  autres  doivent  s'ensuivre. 
Il  résulte  des  relations  (33) ,  qu'un  nombre  complexe  dont  la 
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iiunnc  n'est  pas  runité,  ne  peut  diviser  deux  ties  cinq  facteurs  M  '\  sans 
diviser  tous  les  autres.  Par  exemple,  si  un  nombre  complexe  &  divise 
M  et  M',  d'après  1«  «ixiéme  (33),  ^  divisera  M'*,  d'après  la  septième  M*, 
d'après  la  première  M*.  Ainsi  le  second  membre  de  rèquation  (3a)  sera 

divisible  par  (f',  et  les  cinq  quotients  des  M'*^  par  à  vérifiei  ont  encore 
les  équatiotis  (3Ti.  On  peut  supposer  que  l'on  ait  ainsi  divisé  les  M  '  par 
toits  les  sous-facteurs  communs  à  deux  d'entre  eux,  et  par  const^quent 
aux  trois  autres.  Aiore  l'équation  (3a)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(34)  A»-»-B»=K.*.m.m'.i»*.in'.TO", 

K  étant  le  produit  des  diviseurs  communs  aux  M"^  et  in<'>  le  quotient 
de  M<"  par  K;  les  nombres  m''\  actuellement  premiers  entre  eux, 
c'est-à-dire  n'ayant  d'autres  diviseurs  communs  que  ceux  dont  la  norme 
est  l'unité,  vérifieroiif  1''s  «■quêtions  (33). 

On  peut  toujours  supposer  que  A  et  lî  sont  premiers  entre  eux  ,  car 
si  â  est  le  plus  grand  diviseur  complexe,  commun  à  A  et  B,  divi- 
sera A',B',  et  nécessairement  K."  dans  Téquation  (34) ,  et  l'on  pourra 
supprimer  ce  diviseur  commun.  Alors,  si  A  et  B  sont  premiers  mtre 
eux,  K  ne  pourra  être  que  le  souS'facteiir  de  5  :  en  eflèt,  les  deux 
équations 

A  +  B:sM=:Km,  Kr^Br*==:W^Jim' 

donnent 

A(i--r*)=K(m'-r*m),   B{r-r*)  =  K(iw--m')» 

et  R  ne  pouvant  diviser  à  la  fois  A  et  U ,  qui  suat  premiers  entre  eux  . 
divisera  nécessairement  (  r  —  r*  )  ou  (  i  —  r'  )  ;  R  ne  pourra  donc  être  que 
le  sous'fitcteur  de  5 ,  à  la  première  puissance  seulement. 

La  somme  des  cinquièmes  puissances  de  deux  conjugués  directs 
d'un  nombre  complexe  imaginaire  A  est  le  produit  de  cinq  nombres 
OOmpleiKS  réels.  Les  deux  sommes  (AJ  -t- AJl  et  (A^  A*)  snnt  con- 
juguées, et  leur  produit  donne  cinq  facteurs  entiers.  £n  effet,  la  for- 
mule {3a)  donne 

i  Aî  -A;  =  (A.h-  A,MA',  -A-;)(A-.  ,,A;)(A';  ;  A'JIA'.+Aj, 

^  ' '  (  Ai   Aî  -  (A,  -h  A,)  (A,  -t-  A-;)  (a;  *  a;)  (.\;  -^  a;j  (A',-  4-  a',), 
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en  ro|MTnant  ici,  pour  les  accents  supérieurs,  la  même  si^ification 
qu'au  tabieau  (7), lequel  fournit  les  valeurs  suivantes: 

IA, -HA*=a«o+(«,-ha4)z,-»-(at-»-a,)i,,  A,+A,=sfle«+(a,+a4)««+  («j-f 

A'i-hA\  =ii«i  -h  («,4-«»)  2, +(«,+«4)2,,  A^"l-  A', =aa,  -I-  4-  («, + «»)  » 

A'+A«=atfi+(a,-<-«i)»,-H(«44-a,)»»,  A',+A*;=aci,+(fle.+«,)2,-h  (««-«-«Js 

A'j  +A'— a«e.+(a4-i-«,)*,+(«.+«,)a„  Aï+ A',=a«,+(«4-»-«*)*t-l-  («oH-kO^ 

A',  +  Aî=a«4-I- (ao+«a)<f-t'(«(«  +«»)«t»  A',-l-Al|=a«44- (««4-«»)«t-ï-  («i-*-*»)- 

pour  les  facteurs  des  seconds  membres  des  équations  (35).  Les  facteurs 
de  (As  4-  A^)  soDt  évidemment  les  conjugué  de  ceux  qui  apparticnuent 
à  (Af  +  A{).  Léacinq  nombres  que  donnent  les  produits  de  deux  fiac- 
teiirs  conjugués  sont 

I(A, +A«)(A, A,)  =  ^aoo 
{Aî^-A'4)(A;+A;)  =  (a«, 
(A;+A;)(A;+Aî)=(aa, 

(A;+a;}(A2-+-A,)^  ^aa, 

(A;-i-A;){A;+A;)={a«4 

On  i-econnait  lacilemeat  qu'ils  sont  entiers  y  et  que  leur  somme  est 

nulle, 

La  dillérence  (AJ  —  A^)  est  le  produit  de  ï.^  par  cinq  facteurs  com- 
plexes et  réels.  La  dilférence  (AJ  —  A|)  est  le  produit  deXJ  par  cinq 
antres  fiicleurs  complexes  et  réels,  conjugués  des  cinq  premiers.  En 
elfet«  la  formule  (Sa)  donne  aussi 

j  aî-a;  =  {a.-a.)(a',-av')(a',^a-j(a:-a;)(av-a;), 
M  a;-as  =  (a,-a,)(a,-A3')(a;-a;)(a;-a;)(a--a'j. 

et  le  tableau  (7)  conduit»  par  des  transformations  faciles,  aux  va- 
leurs 


g.-f7ix,-f-«»+ 


5       j  S  ) 


 5  ;  ), 

«,•4- «H- «•4-0,  j  '  _  g  |^a.-t-*i— a,— a/j  * 
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-a,) 

—  («, 

M  \  •  1 

A',  -  a;  =r»X,  [(«»-«,)  -                   A-J  -  a;  =  r » 

-(«»■ 

-a,)2,]» 

A";-  V;-'-*>.,[(«.-««)-(a,~a.):»l.    A',  - A'J^r/ «J^IVa. 

-(«3 

AV  -  A',  ^  /  '  X,  f(a ,  -a*)  -  (.«j  -  «o)*»]  ■    A;  -  A^  -  /  'X,  [(a. 

-(a. 

5^0  2,]; 

d'où  Ton  conclut 

(4o)  A?-.AÎ=X;Z„    AS-AÎ  =  )1Z,, 


en  déMgnant  par  Z,  et  Z,  deux  procUiHs  réels  et  conjugués. 

Les  entiers  (37)«  et  ceux  que  donneraient  les  produits  des  facteurs 
conjugués  de  Zt  et  Z, ,  sont  des  nombres  qui  se  déduisent  de  A ,  et  que 
l'on  pourrait  appeler  ses  normes  latérales.  Ils  ne  soiif  plus  pssei>tip!- 
iement  positifs,  tu  toiijfnu's  de  la  forme  (  ">?'  ^  i\  l>eur  étude  conduit 
a  lies  remarques  unportantes,  mais  qui  sont  étrangères  à  l'objet  du 
Mémoire  actuel. 


DEUXifeMR  PARTIE. 

Soit  proposé  de  résoudre»  en  nombres  complexes,  l'équation 
(1)  A»  H-  B»  H-  C»  =  o. 

■ 

On  peut  supposer  que  A,  B,  C  sont  premiers  entre  eux  :  on  si  un 
même  sous-facteur  d'un  nombre  premier  dont  la  nortne  11  est  jias 
Tunité,  divise  a  la  iois  A,  B,  C,  on  pourra  diviser  i'équation  par  d', 
et  le  quotient  sera  encore  la  somme  de  trois  cinquièmes  puissances. 
On  agira  de  même  pour  tout  diviseur  complexe  commun  aux  trois 
nombres  A,  G.  Ces  trois  nombres  n'étant  plus  divisibles  tous  les 
trois  par  un  même  soustracteur,  deux  quelconques  sont  aussi  premiers 
entre  eux  ;  car  si  A  et  B  avaient  un  sous-fac  leur  caimnnii  o",  0*^  divi- 
<>erait  A'  -r-  B*,  et  par  suite  C°:  donc  C  serait  aussi  divisible  par  «?; 
A,  B,  C  ne  seraient  donc  pas  premiers  entre  eux. 
Un  des  trois  nombres  A»  B,  C  est  néoessatrement  divisible  par 
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(i  —  r)  =  )h  sous-facteur  de  5.  En  effet,  on  a  gënéFalement 

-t-5(A     B)  (B -t- C)  (C  <  A)[(A4-B-+C)»-(AB+Cil-l-BC)J, 
et  l'on  aura,  en  vertii  de  l'équation  proposée, 

I  =  5(A  +  B)(B-i-C)(C-i-A)[(A-i-B-»-C)»-(AB-!-CA-i-BC)]. 

Or  5  é{;ale  i  *zlX\;  le  second  membre  de  rt^iuatioi)  ^Ji  est  donc  divi- 
sible par  X,,  le  premier  doit  donc  l'élre:  étant  uue  cinquième  pui^ 
sance,  il  sera  divisible  par  X  ^  ;  le  second  devant  Tétre  aussi,  et  5  n'étant 
divisible  que  parX*,  il  faudra  que  l'un  des  quatre  autres  facteurs 
soir  divisible  par  X,.  Si  c'est  le  dernier,  puisque  (A-i-B  ^  C)  est  divi- 
sible par  X, ,  il  faudra  qiu*  i  AB     C\  -i-BC)  le  soit,  et  par  suite  aussi 
(  A' H- B'  i- C*)  ;  les  sommes  des  coefficients  de  A,  B,  C,  divisées 
par  5 ,  donneront  les  résidus  ±.i,  :^  a ,  et  les  sommes  des  coefficients 
de  leurs  carrés  les  résidus     i ,     i  :  or  la  somme  de  trois  résidus  -f- 1 
et  —I  ne  peut  être  nulle,  ni  égale  à  5;  donc  il  faudra  qu'une  des 
sommes  des  coeffîcients  de  A ,  de  B,  de  C ,  donne  le  résidu  zéro ,  c'est- 
à-(lir*'  que  l'un  drs  trois  nombres  A,  B,  C  soit  divisible  par  X|.  Sinon, 
le  dernier  facteur  du  secoiui  membre  de  l'équation  précédente  n'ad- 
mettant pas  le  diviseur  X, ,  il  bodra  que  ce  soit  im  des  tvds  facteurs 
(A  -f-  B} ,  (C  4-  A) ,  (B  H-  C) ,  qui  Tadoiettc;  alors,  puisque  (A  +  B  -<- 
est  divisible  par  i, ,  C,  B  ou  A  le  sera  aussi.  Ainsi  un  des  trois  nombres 
A ,  B ,  C  est  nécessairement  divisible  par  X,  ;  nous  suppoaerons  que  ce 
soit  C. 

Si  l'on  a  à  résoudre  i'(  (|iiatioii 

A»-hB»  =  s?C', 

il  est  facile  de  voir  que  C  doit  être  divisible  par  X,  :  en  effet ,  l'équa- 
tion (a)  devient  alors 


(4; 


/  l  A  ^B^-Cr  =  Uî +"1  C? 

I    H  f»  (A  ^  B  (B  +  C) ^  A; [(A  -h  B  +  CJ»  -  (AB  +  CA  +  BC  j, 

T'jmii  XH.  -  Amit  tH\',.  a  » 
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et  Ton  a 

5  =  r»»«XÎ,   »?  +  i=-»-«.=(i~J^(i«r*)=-r«Xî; 

donc  le  second  membre  de  Téquation  (4)  est  divisible  par  1\  ;  (Â+B+C) 
doit  «kmc  être  divisible  par  X, ,  le  second  membre  par  X^,  d'où  G  par  X«i 
et  par  suite  aussi  (A+B). 
Si  fon  se  propose  r^itation 

il  fatit  encore  que  C  soit  divisible  par    :  en  efTet ,  on  a  généralemoit 

^A-^-  B  -  aC)*  =  A*  -h  B'  -  3aC» 
H-  5(A-h  B)(A-  aC)(B  -  aC)[(A-4-B-  aC)»  -*-aC(A-H  li)  -AB], 

et,  d'après  Téquation  4  résoudre,  on  aura 

(AH-B-*q*=(»,— ft)C» 
-f.  5((A+B)  (A-  ftC)(B-  aC)[(A-KB  -  aC)*-l-  aC(A-K  B)  -  ABJ-6C»); 

or  S=r*z\\\f  z^—■^  —  r^\\,  donc  le  second  membre  de  l'équation 
précédente  est  divisible  par  'k\  ;  (A+-B— aC)  doit  donc  i^tre  divisible 
par  X,  I  le  second  membre  par  X^,  d*où  C,  et  par  suite  (A+  B)  par  X, . 
On  démontre  de  la  même  manière  que  les  équations 

A'-i-B'sssîC",  A»+B»=s,C» 

w  peuvent  exister  si  C  n'est  pas  divisible  par  X|.  Ainsi  les  cinq  équa- 
tion!» 

tA»-i-B»=(-C)». 
A»+B»=«,C%  A*-i-B»=:=s,C», 
A*+B*=s?C%  A'H-B'^aîC, 

sont  telles,  que  le  second  membre  est  nécessairement  divii>ii>le  par  À,  , 
A  et  B  étant  premiers  avec  X, . 

On  démontre  que  C,  dans  les  équations  (5),  est  nécessairement  divi- 
sible par  XJ;  en  eifet,  ni  A,  ni  B  ne  sont  divisibles  par  X, ,  et  Ton 
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pourra  po«er 

pttp'  étant  desquotitottcomplexf^,  </  et  q'  <I«>s  nombr<>s  entiers,  res- 
pectivement égaux  aux  sommes  des  coefficients  de  A  et  B.  On  aura 

alors 

B» = A» p'V 5X} p'*q'+  loX» loX»^ V ^- 53^1       H-  ¥'*  î 

(A'-+-B*)devaiit  être  diviaibleparX^,  il  fiiudra  que  (f*-^-^'*)»  nombre  en- 
tier, soit  aussi  divisible  par  XJ  t  il  ne  sulfira  pas  alors  que  (7*+'/'')  soit 
divisible  par  5  =^  r'  X^,  il  faudra  qu'il  soit  divisible  par  a5  =  rsJX5. 
Gela  posé,  (A*  +  B*)  pourra  s'écrire  ainsi  : 

A»  +  B»  =  Xî  f  s*  (^♦-1-  /»'9'*)J-H  Q  .X-, 

Q  étant  un  quotient  complexe  entier.  Lorsqu^on  substituera  cette  va- 
leur dans  Tune  quelconque  des  équations  (5),  on  pourra  remplacer  le 
«eoond  membre  |)ar  X\  xj^R*»  diviser  par  X^*  et  il  faiulra  que  la  somme 

soit  divisible  par  > , ,  ou  qu'elle  s'annule  pour  /'  —  1  ;  c'est-à-dire  que,  si 
Ion  sultôlitue,  dans  celte  expression,  aux  nombres  complexes  les 
sommes  de  leurs  coefficients,  et  aux  entiers  leurs  résidus  relatif  au 
module  5,  le  résidu  total  doit  être  nul  :  or  soient  n,a'f  p  les  résidus 
des  sommes  des  coefficients  dans  p,ft\B.t^  étant  celui  de  t,  et  de  «, , 
on  a 

«•^p,  a*i:zrat  «''=F.a',  ^'*=i,  (niod.5), 

et  U'  rt'sidvi  lolal  de  l'expression  précédenfe  devient  (a  ha'  -~{a~ha')—  j.'  fj\ 
ou  sunpienieiit  [  —  '*'f'\i  «'sidu  duU  être  nul ,  donc  fi  —  o  (inod.  5), 
c'est-à-dire  que  R  est  divisible  par  X, ,  et  par  X^  ;  donc  C  est  divisible 
parX»,elC»parX{». 

§  ni. 

Ainsi ,  dans  l'une  quelconque  des  équations  (5),  le  premier  membre 

ai.. 
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^A»-^  B')  est  divisible  par  XJ*^,  A  et  11  étant  premiers  avec  À,.  Ce  pre- 
mier membre  étant  décomposé  en  deux  facteurs,  qui  sont,  lorsquou 
|>ose  A  ~h  B  "  / ,  d'où  B  —  /  —  A , 

/.(<♦-  5/' A-i-  loi'A'-io/A'  r  5A*), 

]«sdeux&cteurs  tle  ce  produit  ne  peuvent  admettre  de  diviseur  commun 
qu'une  puissance  de  X,;  alors,  le  second  ne  peut  être  divisible  fjue 
par  on  5  ,  et  /  par  )^  ,  sans  quoi  A  devrait  être  aussi  divisible  par  , 
et  <  et  A ,  par  suite  A  et  B ,  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux. 

Donc,  dam  la  décomposition  du  second  fiicleur  en  quatre  autres, 
ainsi  qu'il  suit  : 

A»  -tli'    (A  ^  B;(Ar-4-Br*)(Ar«-HBr«)  (Ai'»+Br*)(A/ •-4- Br), 

A -H  B  sera  divisible  par  1%  et  les  autres  facteurs  seront  chacun  divi- 
sibles par  X,  seulement.  De  là  suit  que ,  pour  satisfaire  à  Tune  des  équa- 
tions (5) ,  si  l'on  pose 

A     B  =  X,  M,  Ar-f-  Br*  =  X,  M',  Ar'  ^  Br»  =  X,  M% 
A/  '  ^  Br»  r^.  X,  M-,  Ar'  +  Br  =  X,  W\  C  =  X,  R, 

on  aura  à  vérifier  l'équation 

(«)  M.M'.MMfl''.M"  =  »iR*, 

M  et  R^  étant  divisibles  par  X^ ,  et  aucun  des  facteurs  M',  M",  M",  M** 
ne  rétanl  par  X, .  L*indioe  A  est  t  ou  a  |  alors  Fesposant  /  est  o,  i ,  ou  a: 
car,  dans  le  cas  où  ;  surpasse  2 ,  on  peut  remplacer  z\  R*  ou  s',  R^ 
par  z5--'[(-i>'z,R]*  ou  s î --'  [(- «y  2. R]*,  et  prendre  (5-»  pour/, 
et[(— iV  s.  R]  ou  f(-  iV  zjR]  pour  R. 

Les  facteurs  M  '  de  l'équation  (6),  doivent  vérifier  ie^»  dix  équations 
(première  partie,  § VIII) ; 


(0 

M"  =^ 

M, 

(6) 

M"H-  M'  ^ 

M, 

^r-^ 

M'  = 

2,  M', 

(7) 

M  M"=^ 

z, 

M', 

{^) 

M'  -f^ 

M 

2a  M-, 

(8) 

M'  H-  M'"  = 

2l 

w. 

M  h 

M'  rrr 

r,M% 

(9) 

M" -h  M'= 

z. 

(5) 

AI'  -+ 

s.  M" 

(10) 

M'  t-  M  - 

2l 
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On  jMMit  s!i(»jioii(M'  que  les  facteurs  M  "  n'ont  plus  uui  un  cHvisenr  com- 
plexe couHiiuii  dont  la  norme  ne  serait  pas  rtinité,  puisque  les  équa- 
tions (7)  démontrent  qu'un  tel  diviseur  ^,  commun  à  deux  de  ces 
f«cle»rs,  le  sera  à  tous,  et  conséquemment  à  R;  on  pourra  donc 
diviser  par^  les  denx  membres  de  l'équation  (6),  qui  conservera  la 
même  forme;  et  les  quotients  des  M''  j)ar  i  vérifieront  toujours  les 
équations  (7V  Alors,  à  rhnqiip  diviseur  rf)iuj)lexe  et  premier  f,  de  R, 
correspondra  un  diviseur  f*  du  secuud  membre  de  l'équation  (6), 
lequel  devra  entrer  tout  entier  dans  la  composilton  d*nn  des  fac- 
teurs H^'i,  et  non  se  partager  entre  eux;  de  là  résulte  enfin  que  tes 
facteurs  M'"  seront  tous  des  cinquièmes  puissances  de  nomlires  com- 
plexes ,  multipliées  par  des  aona-&ctetirs  de  l'unité ,  et  qu'on  satisfera  à 
l'équation  (6) ,  en  posant 

(8)  M  =  vf*%   M'sr/fi'',   M''=»>**,    Br=v>-',  M":=v'>*'*. 

Les  coeflkienls  v<",  ayant  pour  norme  Funité,  seront  tous  de  la 
forme  '''«i,  '^'t*  *t  excluant  z,  ou  », ,  en  vertu  de  la  rela- 
tion 

Z^Z^  =  —  I. 

L'exposant  i  de  r  est  moindre  que  n,  puisque  r^"=  H;  l'exposant  i 
|ieut  aussi  être  regardé  comme  moindre  que  5,  car  on  peut  remplacer 

*i"^"jui^'*  par  z\.  [s{i|U.'^'J*  «*t  prendre  ilpy'  pour  fi'". 

On  peut  réduire  à  l'unité  l'un  des  cnelTîcietits  v''\  qui  est  rgal  à  r*-; 
ou/~*2î,  dans  les  valeurs  (8),  en  multipliant ,  dans  Téquation  (6), 
chacun  des  nombres  M'^etR^par  r»-*»i  on  r*~*»î,  ce  qui  ne  trou- 
blera pas  l'équation  (6) ,  et  ce  qui  n'empécbera  pas  les  nouvelles  va> 
leurs  de  M  '  de  vériiiet  les  équations  7  .  Nous  supposerons  qu'on  ait 
ainsi  réduit  à  l'unité  le  coefficient  v"  dans  M",  qui  n'est  pas  divisible 
par     Ou  aura  ainsi  les  valeurs 

(8  bis)  M = ,   M'=ï  v'fi''.  M*=:  M''=  v>''.   M" =jui 

S  IV. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  (8  hh)  dans  les  équations  (7),  qui  n'eu 
comportent  réellement  que  trois  distinctes ,  les  deuxième ,  troisième  et 
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cinquième  de  ces  équations  deviennent 

Si  l'on  prend  tous  les  nombres»  complexes  compris  dans  ces  trois  é(|tu- 
tioDB  comme  premiers  conjugués  «  en  leur  donnant  l'accent ,  çn  Im», 
et  qu'on  changer  en  r\  on  obtiendra  les  quatrièmes  conjugués,  le»» 
quels  serviraient  à  résoudre  TéquatiOQ  H-  =  aj^C^,  et  Ton  aura 
les  six  équations 

»»$,•''■  ,v*  »i5 

IcsHuelles  donnent  par  soustraction 

Or  la  différence  {{i"*—  jx^')  des  cinquieuius  puissances  «le  dt  r x  t<jn- 
jugués  directs  d'un  même  nombre  complexe  est  divisible  |jai  '  pre- 
mière partie,  §VIII),  de  plus  et  fil  sont  tous  les  deux  divisibles 
parXttpuisqiieM  Test  (alors  la  deuxième  (lo)  exige  que  (v'ifi-'i*~")'«f''V*) 
le  HOit}  la  troisième,  qu'il  en  soit  de  même  de  (i/^  t^i  *^  ^'i  enfin,  la 
première,  que  (v7  fi.'*— vl  fi!|[')  soit  aussi  divisible  par  X\, 
On  peut  écrire  ces  trcw  did&rences  de  la  manière  suivante  : 

i  ( •''i  -  "•'4)  f".  * -t-  ••''4  (f'i  *  —  f*'«  ' *  ' 

\  I,»  tint  »S\ 

J';  j  (•-'. -'■'4)^,  -  v,(«,  -a,  1, 

Les  dernières  parties  sont  divisibles  |>ar  X',  d'après  ce  qtron  vient  de 
dire;  yit^i  V^"       preouers  9vec  X,  :  donp  il  faudra  que  le»  trois  dii- 
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férences 

f>.~v,).    (v'.-v-J,    (v-i-v-;)  > 

soienl  divisibles  par),^.  Chacun  des  coefficients  v<"  est  de  In  forme  <  *rv,; 
en  y  cLinge^int  r  en  r\  il  devient  r -  ,  et  l'une  quelcor.qiie  des  trois 
diffêrences  précédentes  est  de  la  furme  s;  /  *  (i  —  r'*).  Or,  si  A  «  est  pas 
nul ,  cette  quantité  n*est  divisible  qui^  par  X, ,  et  non  par  ;  donc  il 
fAut  que  k  =  o. 

Ainsi  les  coe/Bcients  v',v",  v*  se  réduisent  essentiellement  à  des  puis- 
sancps  dp  5,  on  de    ,  et  ne  contiennent  pas  de  facteur  /■  isolé.  Reste  ra  le 
coeiiticieat V  de  ju.*;  mais  éfaiii  !e  seul  qui  puisse  contenir/**,  il  Lindrané 
cesaaircment  que  A'  —  o ,  ou  5 ,  pour  que  l'équation  (6)  soit  vérdiée. 

S  V. 

Ainsi,  f*  étant  divisitkie  par  X,,  ft',  ,a  ,  ,a  ,  ne  Tétant  pas,  le  coeffi- 
cient de  ffc'**  étant  réduit  à  l'unité,  les  coefficients  des  autres  fi^"'  se- 
ront senlement  des  puissances  de  z,  ou  de  2,.  Les  cas  de  A  =  f  et  de 

A     a  se  traitant  de  la  même  manière,  il  suffit  de  considérer  l'un 
d'eux;  soit  donc  h  ^  \  .  On  peut  rédtnre  les  coefficients  à  ne  contenii' 
que  des  puissances  de  z^ ,  en  remplaçant  2'^  p.'-'  *  par  2  j~'[(—  i)'rj y.  ' 
et  prenant  [(— i)'  £,,a^  J  pourft'-".  On  aura  ainsi,  pour  vérifier  t'équa- 
tion  (6) ,  le  tableau  définitif 

(ia)|  M  =  «'./i%  M'=:z',>'''  ^=^:i^\  W=z'^ii'\  M-^ix'"', 
I  I  -H  *' -f- 1"     /"  =  ;  -K  5/,  R  =  flfL»-fi"a', . 

Cliactm  dos  exposants  t,  t',  i\  Test  au  plus  éfjalA  4,/  au  plus  t'gal 
H  u;  donc  /  sera  au  plus  égal  à  3  ,  et  l'on  aura  un  nombre  limité  de 
valeurs  de  ces  exposants,  correspondants  »  /  =  o.  i ,  a ,  à  i  =0 .1,2,  3. 

Or,  en  examinant  avec  attention  tous  ces  systèmes,  les  valeurs  (la) 
qui  correspondent  à  chacun  d*enx  étant  substituées  dans  les  équa- 
tions (7) ,  on  trouve  toujours  qu*au  moins  une  de  ces  équations  se  in- 
duit à  la  forme 

h  étant  1  ou  9,  /'  étant  o»  ou  1,  ou  a. 
En  effet,  tous  ces  systèmes  se  groupent  en  trois  cas  génémux  :' 
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I  Ou  l'un  des  exposants  est  nul ,  soii  i'  =  o  ;  alors  la  sixième  équa- 
tion (7)  donne 

a*.  Ou  deux  des  qtiatre  exposants  sont  égaux,  soit  i*  i";  alors  la 
première  équation  (7)  donne 

5*.  Ou  enfin  les  quatre  exposants  sont  inégaux  et  aucun  n*est  nul , 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  /'  =  o,  1=:^,  ces  exposants  étant 
j,  j,  3 ,  4  •  dans  un  ordre  (|ueiconque;  alors,  soit  /*  s  i ,  la  dixième 
équation  (7)  donne 

Si,  dans  l'équation  (i3;,y'  n'est  pas  nul ,  et  si  m'  n'est  pas  fif  qui 
est  seul  divisible  par  )., ,  cette  équation  est  impossible,  et  le  système 
correspondant  de  valeurs  des  exposants/,  est  inadmissible.  Il 

eu  est  de  même  encore  quand ,  j'  étant  nul ,  ft  n'est  pas  itn  des  trois 
nombres  m%  m',  m".  Ces  cas  d'impossibilité  immédiate  sont  nombreux, 
et  il  ne  reste  qu'un  petit  nombre  de  ^sternes  admiasibles,  c'est-à-dire 
tels  que,/' étant  nul,  est  l'un  des  trois  nombres  m', m", m*;  ou 
tels  que ,  /'  n'étant  pas  nul ,  m  '  est  précisément  a. 

Alors,  si  l'équation  (1 3)  est  t.ernl)lable  à  celle  des  eciiialions  (5  d'oii 
Ton  est  parti ,  l'impossibilité  de  1  équation  primitive  sera  établie  de 
suite,  puisqu'une  solution  supposée  de  cette  équation  conduit  à  une 
solution  en  nombres  beaucoup  plus  petits;  la  grandeur  d*nn  nombre 
complexe  se  mesurant  par  celle  de  sa  norme. 

Si  l'équation  (ij'  est  une  des  équations  (S)  autre  que  la  première 
d'où  l'on  est  parti,  on  traitera  de  nouveau  celte  .seconde  équation (  i !i  , 
qui  conduira  à  une  troisième  de  la  même  forme  générale;  si  cotte  troi- 
sième est  semblable  à  la  seconde  ou  à  la  première,  leur  impossibilité 
sera  encore  établie.  Si  elle  est  encore  difiérente,  on  en  déduira  une 
quatrième  équation ,  toujours  de  la  forme  (1 3). 

l-'-n  continuant  ainsi,  on  retombera  nécessairement,  fiprès  cinq 
transformations  au  plus,  sur  une  équation  semblable  k  l'une  de  celles 
qui  la  précèdent,  dans  la  série  de  ces  équations  dépendantes;  d'où  ré- 
sultera kur  impossibilité. 
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ïjes  équations  (5)  ne  sont  donc  possibles  qu*en  nombres  Gotn|^exes 
dont  la  norme  est  infinie. 

S  VI. 

Toutefois  y  il  esisie  un  cas  singulier  qu'il  est  nécessaire  de  traiter  k 
part  :  car  la  démonstration  qui  précède  suppose  implicitement  que  les 

nombrps  jx"  rnntienncnt  d'autres  facteurs  complexe*  que  ceux  dont 
la  norme  fst  l'unitc';  et  l'on  doit  se  demander  si  les  valeurs  (8)  ne 
pourraient  pas  vérifier  réquatioti  (6) ,  en  supposant  que  fi" 
aient  pour  norme  Tunité ,  et  que  /x ,  contenant  X«  facteur  indispen- 
sable, fiît  un  nombre  complexe  ayant  Ia  même  norme  que  R. 

Or  on  peut  démontrer,  plus  généralement ,  qu'il  n'est  pas  possible 
que  deux  facteui-s,  par  exemple  M*  et  M"»  n'aient  pour  norme  que 
Tunité.  En  effet,  soil 

(i4)  M=atk\,    M'ssv»,    M"  =  ir, 

métant  un  lUMidire  conqilexe,  et  v",  v*  étant  de  la  Sonnt  r'^zi^k  inft> 
rieur  à  5 ,  mais  1  n'ayant  plus  de  limite.  La  première  des  équations  (7) 
et  sa  quatrième  conjuguée  deviennent 


(«4M 


v\-^  v«  =  —  z^nul\. 


car  À^  =  — XH,  et,  en  retrancltant  la  seconde  de  la  première,  il 
viendra 

(1 5)  (v'i— V4)  +     --  v;)  =  »,  (m,  -t-  AJ. 

Soiten général  R,=r*Sif ,  d*où  it,=r**a^,  et  n,— /(«sr* (i  —  r*^)zL\ 
on  reconnaît  facilement  que  (1  —  r*')  est  toujours  égal  à  ±  X, ,  mul- 
tiplié par  z,  r',  ou  par  r'  seulement  ;  oir 

Si         I,  on  a   r  (1  — r*)=î~  r»r,X„ 
*=a,  r*(i-r)  =r«X.. 

*=3,  r«(i-r*)=-#-»X„ 
*  =  4.  r«(i-r»)  =  r«a,X,. 

TMn«Xll.-a«iuci^7. 
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Aiusi .  les  exposants  de  /■  dans  v"  et  v"  ne  sont  pas  nuls,  l'équation  (i  5)} 
divisée  par    et  multipliée  par  r*,  sera  de  la  forme 

(i6)  Z4-Z'=r»x,(<»,-hi»4)Xî, 

Z  et  Z'  étant  deux  puisi»noe8  de  s«  ou  de  z^- 

Il  ne  se  peut,  d'ailleurs,  que  les  exposants  de  r  dans  v"  et  v"  soient 
nuls:  eu  effet ,  si  l'nn  d'eux  seuleiiu-nl  est  nul,  l'équation  (i 5)  exigera 
qu'une  puissance  de  z,  ou  de  boil  divisible  par  ).{,  ce  qtii  ne  peut 
être;  si  ces  deux  cxpusaiils  sont  nuls,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i5)  s'éranottit,  et  Ton  a  néccMairemetit  (ffii  +  1114)  a=  o,  œ  qui 
exige  que  Ton  ait,  ou  nt|  =0,  cas  inadmissible ,  «m  Qii  =  X\f  cas  facile 
à  traiter,  et  que  nous  écartons  pour  le  moment. 

Il  reste  donc  à  chercher  si  l'équation  (iG)  est  possible,  ou  si  la 
somme  de  deux  puissances  de  z,  ou  de  peut  être  divisible  par  )  *. 
On  ne  peut  avoir  Z  -J-  Z'  =  o,  puisque,  comme  il  vient  d'être  dit,  le 
second  membre  de  l'équation  (16)  n'est  pas  nul. 

Dans  tous  les  cas ,  on  peut  mettre  (Z+Z')  sous  la  forme  ±.  i  ±  sâ  )t 
en  s*«idant  de  la  formule 

s,  a,  =  —  I  î 

le  premier  foctenr  ne  saurait  être  divisible  par  X|,  il  fondra  donc  que 

le  second  (1  ±z',,)  le  soit  par  ).|  ;  ce  qui  exige  d'abord  que  la  somme 
des  coefficients  soit  un  multiple  de  5,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

{i  +  ft^)»o  (mod.  5), 

d*où  j  de  la  fcn-me  5 1  +  a  >  lors  du  signe  (+ ) ,  et  de  la  ferme  (  S  4)  t 
lors  du  signe  (^).  Ainsi  le  focteur  (i  ±  sj^}  doit  être  de  la  forme 
(1  -t-         ou  de  oelle'Ci  (t  —  aî'*****);  ou  bien,  comme  on  a 

ai  =  Sa*  —  3  =  5(1*  -  1)  -K  a, 

il  faut  que  (1  -j-a'Z/f  )  ou  (i  — a'  z4  )  soit  divisible  par  ).}. 

L'exposant  i  ou  1'  est  inférieur  à  4 ,  puisque  1  (mod.  5)  ^  alors 
{  ou  i'  ne  peut  être  que  zéro ,  afin  que  la  somme  des  coefficients 
dans  (i-i-a'z.')  ou  (i— 2'  sj)  soit  toujours  un  multiple  de  5,  Donc 
enfin ,  (1  -t-  si!)  ou  (1  —     doit  être  divisible  par  X}.  Comme 

(i  -  ait)  =  (1  -  si)  (I  +  si)  =      +  z}) , 
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les  deux  cas  se  confoodeut  II  fiiut  et  il  suffit  que  (1  +  ii)t  ou  son  égal 
(2  —  Si^f  soit  divisible  par  X\»  Mais,  ûk^t, 

»-«,  =  (i-r)(i-r*)=: 

et  si  A  33, 

a-s,=r(i^r*)(i^i«)=  -r*s|X?; 

donc  (i  -f-  «2)  est  seuiement  divisible  |Mir  X\. 

L'équation  (16)  est  donc  impossible  ;  à  moins  que  Ton  ait  iit,  ^  X\ , 

(roù  =  =  —  et  (m,  )-  m,)  —  o.  Or,  pnur  cette  valeur  par- 
ticulii:re  de  m,,  les  équations  [i^bis)  deviennent 

V",  -  V-  =:X,)r, 

«t,  en  les  ajoutant,  on  a 

(«7)  (v.  +  v'j+Cv-.^-v'J^w.Xr. 

Soit  en  général  n^  —  r*«i,  d'où  «,  4-  »,  =  r*(i  +  r**)»V;  on  recon- 
naît ftcilement  que  r*  (i  +  r'*)  est  égal  à  z,,  pour  A:  —  r ,  4* ^  pour 

A  — -?!.  3,  à  a  pour  k  =  o;  d'où  résiilt»'  que  le  premier  membre  de 
l'équatioii  1 17  sera  la  somme  de  deux  puissanct  s  de  ou  de  2,  :  si  ce 
ne  sont  pas  deux  cinquièmes  puissances,  il  vient  d'Otre  démontré  qu'une 
pareille  somme  ne  peut  être  divisible  que  par  X\  ;  si  le  premier  membre 
de  l'équation  (17)  est  (x^  —  z^),  /  étant  premier  avec  5,  ce  premier 
membre  est  divisible  par  Xf,  et  non  par  )  |"  ;  si  /  —  5,  (sj*  —  Z^')  est 
divisible  par  Xj",  mais  le  quotient ,  outre  des  farteurs  oomplexes  dont 
la  norme  est  i,  contient  le  fadeur  iooi ,  nombre  premiei',  qui  ne  peut 
diviser  le  second  membre.  L'équation  (1^)  est  donc  impossibles. 
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LA  RÉSOLUTION,  EN  NOMBRES  COMPLEXES,  DE  L'ÉQUATION 

A''-»-B"-l-C"=o; 
PAft  H.  G.  LAMÉ. 


Dans  un  travail  précédent,  j'ai  démuntié  i'unpuiisiLilitc  de  cetle 
équation  pour  TexpoMot  n  =  5.  P^t-on  établir  la  même  imposii- 
bililé  pour  tout  exposant  n,  premier  et  impair?  Avant  de  répondre 
à  cette  qucftion ,  il  est  nécessaire  de  paner  en  revue  les  différentes 

propositions  qui  composent  la  démonstration  relative  k  l'exposant  5 ,  et 
d'examiner  si  ces  propositions  sont  généra lisabl es ,  c'est-à-dire  si  elles 
ont  leurs  analogues  pour  les  exposants  supérieurs  à  5. 

f .  Pour  chaque  exposant  n  premier  et  impair,  tel  que  «  =  7,  11,  1  ^. 
17,  19,  23|... ,  les  nombres  complexes  que  l'on  considère  sont  de  la 
forme 

(1)    A  =  a» -+-flt,r-i-«,r« +  «,*•»•+-... -t-a^.ir"-' =  A  (r); 

les  Goeffieients  étant  des  nombres  entiers»  et  r  une  des  racines  imagi« 
naires  de  l'équation 

r*  =  I, 

ou  de  celle-ci  : 

(a)  ^  (r)  =s  I  -H  r+  r*  h-  r*  h-  i . .  -f-  r""*  —  o. 

On  sait  que  les  autres  racines  imaginaires  de  la  même  équation  sont  r*, 
, . .  - ,  r*-',    qu'en  posant 

(3)  H-^-^       -    H-  p  , 
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les  ^Izij  uombres      2..      •  •  •  ^  radues,  toutes 

réelles  »  d*uue  équation 

«—I         w— 3 

^4)  (J, (i)  =  2"^  H-  s      -h  . .  .  :t  I  =  o, 

dont  les  oodfidentB  sont  entiers ,  et  d*où  l'on  conclut  les  relations 

(5 )    I  -h  »,  4-    +  =  o , . . . ,  S|  «9  s«  .  ■  •  2 — 

"ï"  » 

le  signe  (-)  ayant  lieu  si  «  est  de  la  forme  4/  -4- 1 ,  et  le  signe  (+)  si  »  est 

de  la  ferme  4/  ^^ 

r.orsque  tous  les  coefllcn  nts  et,  du  nombre  A  sont  tels  que       —  (ti, 

A  est  réel ,  et  se  réduit  à  la  forme 

'6)  A  =  «0  4-  «,  «1  +  <»»  «t     -  •  ■  +  ^«->î 

sinon ,  A  est  imaginaire. 

On  peut  ajouter  ±:iii(t+rH-r"+...-i-  r— •)  i  Texpressiou  (1) 
de  A,  et  ±rn^n- a,  -{-«,  +  ...-»-  z,.,'^  ^  «X^  (6)  de  sans 

changer  les  valeurs  de  ces  nombres  complexes.  Le  nombre  Ar',  dé- 
signé par  A  '  ,  est  un  associé  de  A.  Le  nmnbre  A  (r') ,  désigné  par  A< , 
«•t  un  conjugué  de  A.  Les  associés  de  A  sont  au  nombre  de  a  ;  leurs 
r^*^  paissances  sont  toutes  égales  à  A".  Les  conjugués  de  A  sont  au 
nombie  de  (n  ^  i )  ;  leurs  n^'  puissances  sont  diffièrentes. 

2.  Les  (»  —  1)  conjugués  du  nombre  X     sont  égaus  deux  à  deux  ; 

car  s»  (3)  restant  le  même  quand  on  dunge  r  en^ «  on  aura 

On  peut  n'admettre  que  conjugués  pour  A;  le  produit  dv 

ces^îlnl^  conjugués  est  lui  nombre  entier,  positU  ou  négatif. 

Ij^^n  —  t)  conjugués  du  nombre  complexe  imaginaue  A  (i)  se  par- 
tagent en  (^^)  groupes  binaires;  chacun  de  ces  groupes  [A|,  A«_/], 
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joiiissnnt  de  K  ttc  [tropriété  que  les  deux  nombres  qui  le  composent 
•lonnent  un  produit  réel  [  A, ,  A„_ij,  ou  de  la  lorme  (6)  ;  ces  deux  nom- 
bres sont  des  conjugués  directs. 

Le  produit  des  (  n  —  i  )  con j  ugués  de  A  est  un  nombre  entier ,  dëei^ 
par  •'"•(A),  et  qui  est  la  norme  de  A.  Celte  norme  est  essentielleinent 
positive.  Les  associés  et  les  conjugués  de  A  ont  tous  la  nicme  norme. 
Cette  norme  n'est  pas  affectée  par  les  transformations  qu'on  peut  faire 
subir  à  l'expression  (i)  du  nombre  complexe  A. 

I^s  nombres  /  ,  2a,(h-'),  leurs  conjugués,  leurs  associés,  leurs 
puissances  et  leurs  produits  divers  »  ont  tous  l'unité  pour  norme  com* 
niune.  Tout  nombre  complexe  peut  être  appelé  un  sous^focleur  de  sa 
norme.  La  forme  la  plus  générale  de  tous  les  sous-facteurs  de  l'unité 
est  [r's[««.'2|,°. . .  j  ;  c'est  le  produit  d'un  nombre  imaginaire  r^  par 
un  nombre  complexe  réel  [  z  J  z  z  j[' . . . .] . 

5.  Lorsqu'on  forme  le  produit  C  de  deux  nombres  complexes  A  et  B 
df  la  forme  f  i  ) ,  on  obtient  d'abord  un  polynôme  «-n  r  de  degré  {in—  a)  ; 
ou  le  rt'duit  au  degré  («  i),  en  réunissant  le  coi-llinent  de  r"*'  à  celui 
de  /  puisque  ces  deux  puissances  sont  égales  d'après  la  déiiuition  de  r, 
enfin ,  dans  le  but  de  simplifier  le  produit  obtenu  et  réduit ,  on  en  le- 
tranche(i  H-r-i-r'H-  ...  +r^0  ■n^^'ip'li^PMriui  entier  m, 

convcn^ement  choisi. 

Inversement,  veut-on  savoir  si  un  nombre  complexe  C  est  divisible 
par  A  ,  ou  s'il  est  le  résultat  trausiorau''  du  produit  de  A  |>ar  un  nntre 
nombre  complexe  B?  On  ajoute  à  C  Texpre^ioa  "'f  (/),  m  i  tant  un 
entier  indéterminé  ;  on  ramène  G  à  la  forme  d'un  polynôme  du  degré 
(an — a) ,  en  remplaçant  chacun  de  ses  termes  (  7/  +  m  )  r'  par  les  deux 
termes  [(7/  m  —  a,)  r'  -t-  «ir"**] ,  étant  un  entier  indéterminé  ; 
puis ,  regardant  comme  des  inconnues  les  n  coefficients  de  B ,  et  les  n  in- 
déterminées Jii  et  a,,  on  clierche  s'il  est  possible  d'identilier,  par  des 
valeurs  entières  de  toutes  ces  uicounues,  le  nombre  C,  préparé  comme 
il  yneM  d'être  dit,  avec  le  produit  ^bctué  et  non  réduit  de  A  par  E  Si 
cette  épreuve  réunit,  C  est  ^mibU  par  A)  «Tert-à-dire  que  C  est  le  ré- 
sultat transformé  du  produit  de  A  par  un  autre  nombre  complexe  fi, 
pour  le<^  coefficients  duquel  l'identification  a  fourni  des  valeurs  entières. 
Dans  le  cas  contraire,  C  n'est  pas  divisible  par  A. 
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Tout  nombre  complexe  A ,  dont  la  norme  est  N ,  ïie  peut  être  di- 
visé par  un  sous-facteur  d'un  nombre  premier  î>i',  aulre  que  l'unité, 
et  qui  ne  diviie  pas  H.  Soit  X  (A]  =  N ,  N  uu  noubre  premier;  si  A 
est  décompoeable  en  deux  ibeteun  complexes  B  et  G  »  l'un  de  ces  foc- 
teurs  aura  pour  norme  N,  Tautre  aura  pour  norme  l'unité. 

4.  Lonqtie  A  et  B  sont  deux  nombres  complexes  ayant  pour  tiorro<> 
nn  même  nombre  premier  N,  cbacim  d'enx  est  divisible  par  Tan  ^ 

conjugués  de  Tautre. 

Si  lo  nombre  C  n'est  divisible  par  aucun  des  conjugues  de  B,  sons- 
facteur  du  nombre  premier  N ,  il  ne  pourra  l'être  par  aucun  des  ayn- 
jugués  de  A,  autre  sous-facteur  du  même  nombre  premier  N.  Si  1  On 
essaye  saoocmivement  de  diviser  C  par  B| ,  par  Bi ,  par  Bj , . . . ,  par  B„_„ 
et  que  l'on  ne  rénssiase ,  dans  aucune  de  ces  (n  —  i  )  épreuves,  à  obte» 
nir  pour  quotient  un  nombre  complexe  entier,  on  pourra  affirmer  que 
X(C)  ne  contient  pas  le  iacteur  premier  N  =  9&(fi}. 

5.  Soient  toujoum  X(B)=9&(A)=N>  etN  un  nombre  premier  autre 
que  l'unité ,  si  N  n*est  pas  Teiposant  ni  qui  a  pour  sous-facteur  (1  — r), 
A  est  divisible  par  un  seul  des  conjugués  de  B.  I^s  {11  —  1)  sous-lac- 
leurs  imaginaires  conjugués  d'un  nombre  premier  autre  que  n  sont 
premiers  entre  eux;  c'est-à-dire  qu'ils  ne  peuvent  avoir  d'autres  divi- 
seurs communs  que  des  aous-fiusteurs  de  Funité. 

L'exception  relative  &  Texposant  n  est  caractéristique:  n  est  le  m;u1 
des  nombres  premiers,  pouvant  servir  de  normes f  dont  les  (n  —  1) 
sous-facteurs  conjugués  ne  sont  pas  premiers  entre  eux;  nn  quel- 
conque de  ses  sons-facteurs  reproduit  tous  les  autres,  lorsqu'on  le 
multiplie  par  des  coefficients  dont  la  norme  est  i.  L'exposant  n  m'h 
réellement  qu'un  seul  sous^cteur;  on  peut  adopter  À,  =  (i  -  ;): 
ft  est  divisible  par  X?"*»  et  non  par  une  puissance  supérieure  de  >.,. 

a.  i>orsque  A  a  pour  norme  le  produit  de  deux  uombres  preuiierN 
différents  M  et  N,  dont  on  connaît  deux  soi»4Mteon  Tsqwctifr  a  et 
A  est  divisible  par  un  des  oooji^oés  de  a ,  easnile  par  un  des  conjugués 
de  5,  et  le  quotient  déBnilif  a  pour  norme'rtinité. 

Tx)rsque  ^(K)  contient  comme  facteur  un  nombre  premier  élevé 
à  la  puissance  t,  a  étant  un  sous-facteur  de  N ,  A  est  sucoernivement 
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divisible  i  fois  par  un  des  conjugués  de  flj  le  conjugué  diviseur  pou- 
vant varier  d'une  division  à  l'autre. 

La  dâoompoâtioii  d'un  nombre  complexe  ea  ses  fiieleura  premiers, 
et  la  détermination  do  plua  grand  commun  diviiear  entre  deux  nom- 
bres complexes,  résultent  de  ces  diverses  proposîtbns. 

7.  La  somme  de  deux  n^"  puissances  (A*  4-  B")  est  décomposable 
en  n  fiictears»  et  Ton  a  générakôient 

17)  A-  H-  B"  =  (A  -I-  B)  (A  +  Br)  (A  -4-  Br»,  (A  -H  Br»)  . .  ,A  -h  B/-'-') , 

quels  que  soient  les  nom])rf^s  A  et  B  ,  entiers  ou  complexe*. 

Lorsque  A  et  B  soiii  iles  nombres  entiers,  le  premier  niHnibre  de 
l'équation  (7 j ,  el  le  premier  facteur  du  secuud  uieiubre,  sont  aussi  des 
nombres  entiers;  les  quatre  derniers  facteurs  sont  complexes  et  con- 

(A"  -4-  B"\ 
J-  On  peut  poser  généralement 

(8)         ^"  =  3t(A±Br).   ou  A±Br=./(Ç|^} 

Quand  on  prend  A  =  B  =  i ,  on  trouve 

i4-r=|/"(i),    t-r  =  s/{n). 

Si  le  nombre  complexe  A  (i)  est  divisible  par  >,  =  (i  —  r),  la  somme 
de  ses  coefficients  est  un  multiple  de  n  :  en  elfet,  a  désignant  cette 
somme  des  coefficioilSf  on  aura 

A=BX, -Kfl, 

B  étant  un  quotient  complexe  à  coefficients  entiers;  si  A  est  divisible 
par  >, ,  il  faut  que  a  le  soit  aussi  ;  mais  A,  nombre  entier,  ne  peut  être 
divisible  par  >., ,  que  s'il  l'est  par«,  ou  par  Donc  a,  somme 

des  coefficients  de  A,  est  un  multiple den,  lorsque  A  est  divisible  par  À,. 
Alors  30  (A)  est  divîdble  par  n. 

Soient  0^  (A) = N ,  et  N  un  nombre  premier  autre  que  /i ,  la  somme  a 
des  coefficients  de  A  ne  sera  pas  divisible  par  n;  les  (^2  —  i)  conjugués 
de  A  ont  11  même  somme  de  coefficients  ;  X  (A) ,  nombre  entier,  qui  est 
le  produit  de  ces  (n    1)  conjugués,  sera  donc  de  la  forme  [a"~*    nQ)  ; 
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et  f  employant  la  notation  de  M.  Gauw,  on  aura 

N  =  X(A)  =  !  (rooa.  n), 

c'esl-à-dire  que  N  .sera  tle  la  lorme  {ni  i). 
La  norme  de  tout  nombre  complexe  A  (j)  divise  une  infinité  de 

nombres  entiers  de  la  forme  (^^y-^  Si,  dans  les  formules  (8),  on 

donne  a  Ael  B  tics  valeurs  entières,  on  obtiendra,  comme  exemples, 
les  aoiM'facteur»  de  plusieurs  nombre»,  premier»  ou  composé;».  Ou 
pourra  en  dMuire,  soit  immédiatement,  soit  par  des  essais  de  division , 
les  sons*lacteun  des  nombres  premiers  de  la  forme  1). 

8.  Quand  A  et  B  sont  des  nombres  complexes,  il  est  préférable, 
pour  ce  qui  suit ,  de  donner  à  Téquation  (7)  la  forme  suivante  : 

(0)  A-  -f-  B*=  (A  H-  B)  (Ar-f-  Br'^*)  (Ar»  -f-  Br""») ...  {A/—'  -j-  Br). 

Si  l'on  désigne  par  M,  M',  M", .  ..,M  les  n  facteurs  du  second 
membre,  on  reconnaît  facilement  que  ces  facteiua  vérifient  les  [  ~2~~J 
équations  comprises  dans  la  forme  générale 

(10)  M'"-i- Jil*'''  =  2^,._,^.M^  '  ^ 

eu  ayant  soin  d'augmenter  de  n  l'un  des  indices  /  et  qnruid  ils  sout 
de  parités  contraires,  ce  qui  ne  cbaujjepas  le  nombre  dont  1  uidiceest 
augmenté. 

Il  résulte  des  relations  (10),  qu'un  nombre  complexe,  dont  la 
norme  n'est  pas  Tunité,  ne  |)eut  diviser  deux  desn  fiicteurs  W*^  sans 
diviser  tous  les  autres.  L'équation  (9)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(11)  A*H-B-  =  K".m.i»'.m'...m<— *>, 

K.  étant  le  produit  des  diviseurs  communs  aux  M"',  et  m  '  le  quotient 
de  M"^  parii.  Les  nombres  m'",  actuellement  premiers  entre  eux, 
c'est-à-dire  n'ayant  d'autres  diviseurs  communs  que  ceux  dont  la 
norme  est  l'unité,  vérifieront  les  relations  (10).  S  A  et  fi  sont  premiers 
entre  eux,  &  ne  peut  être  que X|,  à  la  première  puissance  sculeDoent 

Tonw  XII.  -  ArMi  i$t7-  ^3 
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Lit  somme  dos  n*'""  puissances  de  deux  conjugués  directe  d'un 

nombre  complexe  imaginaire  A  esi  le  protîuit       n  nombres  com- 
plexes réels.  T. a  clifTéreiue  de  ces  inèines  puissances  est  égale  i\  !a 
puissance  d'un  des  sons-facleurs  de  n,  muitipiiée  par  «  nombrts  com- 
plexes réels;  ainsi ,  cette  différence  eat  dWîsible  par  \\ . 

9.  Soit  proposé  de  résoudre,  en  nombres  complexes,  l'équation 

(la)  A''H-»'  +  C"=o. 

On  peut  supposer  que  A»  B,  G  sont  preiniers  eotre  tu%t  ou  4{u*ils  ne 
sont  pas  divisibles  Ions  les  trois  «  et,  par  suite  »  èmuL  d*entre  eux,  par 
un  même  «^nti^-facteur  d*un  nombre  premier  antre  que  l'unité. 

On  a  généralement 

(1 3)  (A-i-  B  +  C)"  =  A-  +  B"  -4-  C  -I-  n(A  -H  B)  (C-l-  A)  (B  -i-  C)  P, 

P  étant  une  fonction  entière  et  symétrique  de  A,  B,  G,  dont  ta  forme 
dépend  de  Texposant  n.  Si  A»  B,  C  sont  les  nombres  complexes  qui 
vérifient  Téquation  proposée,  celte  ëquation  (i3}  se  réduit  à 

(14)  (A  +  B-hC)"=»(A-f-B)(C-l-A)(B+G)P: 

«  est  divisible  par  /.,  '  ;  le  premier  membre,  qui  est  une  n'^""  puis- 
sance, est  donc  divisible  par  ).  ; ,  et  (A+  B  h-  C)  par  .  Comme  le  pre- 
mier, Je  sécond  membre  doit  admettre  le  diviseur  X*,  et,  puisque  n 
n'admet  que  il  &ut  que  Fun  des  quatre  derniers  facteurs  soit 
divisible  par  ;  si  c'est  l'un  des  trois  factetirs  (A  •+-  B),  (C  -f-  A)  OU 
(B  -h  C),  4)uisqne  (4  H-  B  4-  O  est  divisible  par  X,,  il  s'ensuivra  que 
C,  B  OU  A  le  sera  aussi;  si  c'est  le  dernier  fadeur  P  qui  admet  le  divi- 
seur X„  on  déduit  encore,  pour  beaucoup  de  valeurs  de  i>,  que  Ftui 
des  trois  nombres  A ,  B,  G  est  nécessairement  divisible  par  leur  sous- 
facteur. 

Autrement:  soient  a,  b,  c  les  sommes  des  coefficients,  dans  les 
nombres  complexes  A,  B,  C;  n  étant  divisible  par  X"'*,  et  non per  une 
puissance  supérieure,  l'équation  (la)  se  met  sons  la  forme 

PX",  -h  (a" -h     -h  c")  —  o, 
et  le  second  membre  étant  séro,  le  premier  doit  être  divisible  par  X*,  ; 
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oe  qui  exige  que  U  flomme  (flf  +  5"  +  c")  soit  un  mnltiple  de  n*.  Or 
on  démontref  pour  une  due»  trè»«oi»breu8e  d*exposnnts  n  (tels 
que  «  =  5,  II,  17,  ai,...),  que  celte  somme  des  n'^'""  puissances  dv 
trois  nombres  entiers  ne  peut  être  un  multiple  de  sans  que  l'un  «les 
trois  nombres  a,  b,  c  soit  divisible  par  «  (Legendbe,  Métnoirei  de 
Hj^cadémie,  183'ij  ;  pour  tous  ces  exposants,  l'un  des  trois  nombres 
complexes  A,  B,  C  sera  divisible  par  X,.  Kous  supposerons  que  notre 
exposant  a  appartient  à  cette  dasse,  et  qiM  C  soit  divisible  par  X«. 

10.  Soit  proposé  de  résoudre,  en  nombres  complexes,  l'éqiuition 

^i5)  A"-i-B-  =  pC", 

/5  étant  un  coefficient  complexe  réel  ,  dont  la  norme  est  l'iuiité,  et  qui 
a  pour  forme  géiu-rale  [rî,  zf.  2^...].  Le  nombre  des  (3),  qui  entrent 
dans  le  produit  est  au  plus  ^(/i  —  3) ,  car  l'une  des  ^  (n  —  i)  valeurs 
de  %k  est  exclue  par  la  relation 

a 

Les  exposants  2',  sont  tous  inférieurs  à  »,  car  zi^xy  est 
égal  à  si(alQ",  et  Ton  peut  prendre  (xlC)  pour  C. 

Soit  i  la  somme  des  exposante  [I  T-l-  /'  -f  - . .  .J ;  a'  sera  la  somme 
des  coefficients  du  nombre  complexe  p  ;  Ir  nombre  {p  —  1')  est  divisible 
par  X| ,  puisque  la  somme  de  ses  coefBcicnts  est  nulle;  ou  a  donc 

ft\  étant  un  nombre  complexe;  on  aura  aussi,  en  changeant  r  en  '  > 
ou  en  r*^', 

(»  =  a*  -f-  , 

car  p  reste  le  mèmei  égalant  ces  deux  valeurs  de  ^,  il  vient 

mais  on  a 

substituant  et  divisant  par  X, ,  il  vient 

p\  -H  r^*       =  o. 

u3.. 
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Le  second  inenibre  étant  zéro,  le  premier  est  divisible  >,,;  d'où  il 
suit  que  la  somme  des  coefficients  f>\  est  un  multiple  de  n,  ou  que  f>\ 
est  divisible  par  X,  î  conséquemtnent  «»t  divisible  par  X* .  Posons 

d'où 

p  =  a'+X:-ipU„    et   p',  =  r"-V'.'»î 

on  ne  pourra  rien  eoncinre  relativment  k  la  divisibilité  de  p\ 
par  X|  $  naais  il  est  facile  de  voir  que ,  si  (/»  —  a')  est  divisible  par  nne 
puissance  impaire  de  Xit  il  le  sera  nécessairement  par  la  puissance 

paire  qui  la  suif. 

Ainsi  [p  —  a*)  est  divisible  par  une  puissance  paire  <]<■  ) ,  M;iis.  afin 
de  n'être  pas  arrêté  dans  la  résolution  des  équations  pro|>oi>f.es ,  lï  iaut 
admettre  que  cette  puissance  paire  est  toujours  inférieure  à  X"~',  pour 
toutes  les  valeurs  de  p ,  qui  ne  sotit  pas  des  n""**  puissances.  Par  une 
méthode  de  TériBcation  qu'il  serait  trop  long  de  développer  ici ,  on 
reconnaît  que  ce  théorème  existe  dans  le  cas  des  exposants  n  =  5,  7, 
1 1,  t3, 19,  aSf...;  mais  qu'il  n'a  pas  lien  ponrn  =;  if,  3i,.... 

11.  Il  est  une  autre  manière  dénoncer  le  théorème  dont  il  s*agit. 
Si  la  différence  (p  —  2')  est  divisible  par  X^*,  il  est  facile  de  voir  que 
[p"—  a*")  est  divisible  par  ).**^""'.  Cela  posé,  on  a  identiquement 

j»  -  a*  =  (p»  -  a*»)  -+-  a' -  1)  h-  |o(i  -  ^')î 

si  le  premier  membre,  ou  {p  —  a'),  est  divbible  par  >.;-',  ou  par  u,  il 
«n  sera  de  même  du  aeoond;  mais  (p"—  a'")  est  alors  divisible  par 

Xî**""  ou  par      (2*  "-"  —  1)  l'est  par  n  ;  il  fatit  donc  que  p(i  — 
et,  par  suite,  (1  —  p""')  soit  (1ivisil)!o  par)""'  ou  par /i. 

Si  donc  on  établit,  pour  un  exposant  donné,  que  (1  —  p"~*)  ne  peut 
otre  divisible  par  n,  il  sera  démontré  que  [p~-  i')  ne  peut  l'être  par  Xp'. 
Ce  qui  revint  k  prouver  que  la  congruence 

I  —  .r*~'  ==  o     (mod.  n,, 

laquelle  est  satisfaite  en  prenant  puur  .r  un  nombre  entier  quelcuncpte 
premier  avec  «,  ne  peut  être  véritiée  lorsqu'on  prend  pour  x  un  sous- 
îacteur  réel  de  l'unité  qui  ne  soit  pas  une  tif^  puissance. 


PUHtS  ti  APPLIQUÉES.  i8i 

lï.  Adinettuiis  que  la  différence  [p  —  i'  ne  puisse  t  tic  divisible 
que  par  une  puissance  paire  de  X,  inféi  ieure  à  Xî~',  quel  que  soit  d'ail- 
leurs le  nombre  complexe  p  ayant  pour  norme  l'anîté ,  et  qui  n'est 
pu  une  nf*^  puîasance.  Alors,  l'équation  (i  5)  ne  peut  exister,  si  1*. 
n'est  pas  divisible  per  X,  :  en  effet,  on  a  généralement 

(A  -4-  B  -  a'Cy»  =  A-  4-  B"  -  a"*C?»  +  «  ( A  -f-  B)  (A  -  a' q  (B  -  a*C  t  P , 


et,  dans  le  cas  de  l'équation  (i5), 

(A  4-  B  -  %*C)"  =  {p  -  ^')C''-h  2'(i  — a'  —  JC" 
-H  «(A  +  B)  (A  -  a«C)  (B  -  a'C}  P. 


(•6) 


Par  les  facteurs  (p  —  3'),  (i  —  a'-*^*')»  ^  parties  du  second 
membre  sont  divisibles  par  X|  ;  le  premier  membre,  qui  «t  tuu>  n''"" 
puissnnop,  pst  donc  divisible  par)",  et  'A  B  —  i'€.)  par  /,  ;  alors  le 
second  membre  doit  aflmettrc  \p  diviseur  X",,  et  puisque  n  ou  X^"'  «li- 
vise  les  deux  dernières  parties ,  il  iaudra  que  la  première ,  ou  (/>  —  a' }  ( 
soit  au  moins  divisible  par  Xp';  mais,  d'après  le  théorème  admis, 
(p  '  a')  ne  peut  être  diviaé  par  une  puissance  aussi  élevée  de  X|  :  donc  C, 
et,  par  suite,  A  +  B,  doit  être  divisiUe par 

15.  Ainsi,  dans  les  équations  proposées, 


C  est  diviiiibie  par  X,,  A  et  H  ne  l'étant  pas.  Alors  C,  divisible  par  X|, 
Test  néoeasaitement  par  X*  ;  ce  que  l'on  démontre  de  la  même  manière 
que  pQur  Texposant  5.  D*après  cela,  si  l'on  décompose  le  premier 
menibie  en  ses  n  fectenrs  complexes,  comme  l'indique  IVqiiation  (9), 
on  établit ,  tout  comme  pour  n  —  5,  que  le  premier  factetu*  [Ah-  B)  doit 
être  divisible  p:ir  /  p',  et  chacun  des  (/*  —  1)  aiities  facteurs  p;ir  > , 
lement.  Dou  suit,  qu'en  divisant  ces  facteurs,  etC,  par  Xo  désignant 
les  quotients  par  M,  M',  M",...,  M"~' ,  et  R,  on  aura  à  résoudre  ou  à 
vérifier  une  éqiution  de  la  forme 

(i8)  M.M'.M  .iM  ....  M"-'  pW'i 

K*  et  M  sont  divisibles  par  X"  ;  les  facteurs  Sf',  premiers  entre  eux. 
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venlient  les  relations  («o);  p  est  ou  i,  ou  le  coefficient  complexe  défini 
.111  11"  10.  Chaque  fadeur  M'  doit  être  delà  forme  v'*'a''",  ou  »''gal  a 
la  n"''"'  puissance  d'un  nombre  complexe,  multipliée  par  un  coeffi- 
cient dont  ]«  norme  est  runité.  Tout  coefficient  eet  de  la  forme 
générale  [r*2ls(....] ,  produit  du  nombre  imaginaire  r*  par  le  nombre 
complexe  réel  [z  i  :  : . . .  ]. 

On  peut  réduiii'  à  l'unité  l'un  des  coeffici^^nts  v'\  en  multipliant, 
dans  l'équation  (iSi.  tous  les  facteurs  M'",  et  1\,  par  [r"~*  z^'  zl~" ...], 
ce  qui  ne  troublera  pas  celte  équation  (i8y,  et  ce  qui  n'empêchera  pas 
les  nouvelles  valeurs  des  M**'  de  vérifier  les  équations  (lo).  Nous  sup- 
poserons qu'on  ait  ainsi  réduit  à  Tunité  le  coefficient  de  pf^^t  <lAns 
M'*'*)  qui  n^esl  pas  divisible  par  X,. 

fi.  i'araii  les  équationt»  (lo),  qui  ne  comportent  !  tellement  que 
[n—i]  relations  distinctes,  on  prendra  les  —  i)  équations  qui  contien- 
nent M  dans  leur  premier  membre;  et  retranchmit ,  de  chacune  d'elles , 
sa  conjuguée  de  Tordre  (n  —  i);  observant  que  la  différence  des  t^*^ 
puissances  de  deux  conjugués  directs  [/x<;'-""  —  fii"-''"]  est  divisible 
par  / , ,  et  que  y.', ,  admettent  le  même  diviseur,  on  établira,  comme 
dans  ie  cas  de  l'exposant  5,  que  la  différence 

doit  être  divisible  par  Xj,  pour  toutes  les  valeurs  de  l'indice  /  =  i ,  s  , 
'3,...,  —  a)}  et  qu'il  en  est  de  même,  conséquemment,  de  la  difie- 
rence  (v'/'—  v!^,).  Or,  v^^  étant  de  la  forme  fr*sUr...]i  <>■>  > 

et  cette  difl  'Vence  ne  peut  être  divisible  par  ,  que  n  A  =  o.  Donc 
tous  les  coefficients  v',  v",...,  v  et ,  par  suite ,  v ,  sont  réelsi  c'est-à- 
dire  qu'ib  ne  peuvent  admettre  de  multiplicateur  r*. 

lo.  Parmi  les  relations  (lo)  se  trouve  oelle-d  : 

(19)  M"-'  -j-M'.-=z.M, 

qui  va  nous  suffire  pour  achever  la  démonstration.  D'après  ce  qui 
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précèdei  on  a 

(ao)  M=vft*,    M'  =  v'jui'*,   M»-"=  j*<-""î 

H  est  divisible  par  X,,  ei  non  /x',  ni  le  coefficient  de  fi.""*  "  a  élé 

réduit  à  TuDilé  ;  les  coefficients  v ,  v  '  ioat  réel*  et  de  la  forme  attribuée 
à    n"*  10.  Les  valeurs  (ao),  aubstitnées  dans  l'équation  donnent 

(ai)  |tii«-*»*H- v>'"=  aiV/A*. 

Or,  le  théorème  des  n"*  10  et  1 1  étant  .ulinis,  l'équation  (21''  ne  petit 
subsister,  si  v'  n'est  pas  l'unité;  en  effet,  soit  a*  la  somme  des  coel- 
Hcients  du  nomijre  complexe  v',  ou  a  généralement 

(aa)     (ft*-''  -1-  a'  fC  ^-  Aft)"  =  fi*"-'*"     a-     +  lfc*ft*  +  nQ , 

A  et  Q  étant  des  nombres  compleies;  snbilitiuint  A  fi*^""  sa  valeur 
tirée  de  l'équatbn  (ai) ,  on  a 

^  '    I  H- [A*  H- s,  v]  «Q. 

Par  les  facteurs  (a  —  i),  (v'— a'  /x",  «,  toutes  les  parties  du  second 
membre  sont  divisibles  par  X,  -,  le  premier  membre  est  doiu;  divisible 
par  X^,  et  le  second  doit  admettre  le  même  diviseur;  mais  jx*  est  di- 
visible par  X", ,  (a"'-*"'  —  t)  et  1»  ki  so«t  par  XpS  il  &ut  donc  que  le 

terme  (v'  —  a')|ji'"  soit  aussi  divisible  parXj"*;  et  puisque,  d'après  1^ 

théorème  admis,  (v'  —  2')  ne  peut  avoir  pour  diviseur  tine  ptiissatice 
aussi  élevée  de  X,,  il  faudrait  que  a'  fût  divisible  par  À, ,  ce  qiu  n'est 
pas.  Donc  v'  est  nécessairetugnt  égal  a  1  ;  alors  l'équation  (aa),  ou 

(a4)  ft*^""  +  f***  =  2,  v.fA-  =  (9'.f*- 

a  la  même  forme  générale  que  la  seconde  équation  (17)  d*où  nous 
sommes  partis,  mais  est  exprimée  en  nombres  complexes  dont  les 

normes  sont  beaucoup  plus  petites. 

Si  p'  est  le  même  que  ,0,  cette  nouvelle  solution  en  nombres  pins 
petits  démontre  T impossibilité  de  Téquation  proposée.  Si  f>'  difiere 
de  (S,  on  peut  traiier  l'équation  (a4)  comme  celte  d'où  1  on  est  parti, 
pour  en  déduire  une  troisième  de  la  même  Ibme  générale.  Après  nn 
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nombre  limite  de  déductions  semblables,  on  retombera  nécessairement 
sur  line  équation  fui' ,  pour  laquelle'  p'  sera  égal  au  coelficient  e  d'une 
dt*s  équations  antécédentes,  et  il  s'ensuivra  encore  que  toutes  sont 
impossibles,  en  nombres  complexes  a^ant  des  normes  finies. 

On  peut  détdoiitrer  d'ailleurs,  en  s' appuyant  sur  le  théorème  admis» 
qu'il  n'est  pas  possible  que  deux  des  fincleurs  Vl^  n'aient  pour  nonnes 
que  l'unité  :  co  qui  met  hors  de  doute  le  décroiseement  rapide  de» 
nombres ,  dans  la  série  des  équations  déduites. 

CanetiiMioti. 

Les,  équations  proposées  (i^)  sont  nnpossibU's  r-îr  n'uiihit  s  com- 
plexes ayant  des  normes  finies,  si  l'exposant  n  appartient  a  la  classe 
définie  au  n*  9,  et  si  le  théorème  èn<mcé  au  n*  11  a  Heu  pour  cet 
exposant.  Exemples  :  »  =  5,  1 1,  a3. 

Si  la  dernière  condition  est  seule  satisfaite,  la  seconde  des  équa- 
tions (17)  est  impossible,  p  n'étant  pas  l'unité.  Exemples:  »=:  7, 
i3,  19. 
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ixjjjijjijjiiijjtjtjii^jji^y^^  nu  irwrmri  lift  i'i  vrinnniiVTiii  myrii  m  n  i  ri  •  •  •  ' 

SUR  LES  NOMBRES  COMPLEXES 
QUI  SONT  FORMËS  AVEC  LES  NOMBRES  EIITIEBS  RÉELS 
n*  LIS  RACIAES  DB  LUlflTÉ; 
Pae  m.  RUMMËRt*]. 


Kiimeri  CMiin|ilexi»  ^OS  •OOUnitt  Gâimillt  primus  in  doctrinam  ouincrorum  intro- 

(îiixit .  (  t  quorum  auxilîo  residuorum  biqiiadralicoruro  ihcoriam  absoh  it ,  forniam  lia 

bent  «  +  6  y*  —  i.  Prteler  boa  autem  ouioeros  coasplexus  alii  ctiam  innunK-n  titigi  po$- 
sunt»  iiuî  ad  «lia  doctrin»  mimefomu  capita  codem  modo  pertideanl,  qno  hue  genua 
sinplinssimum  niimeronitn  complexoruin  pr«ecipue  ad  residua  quadratica  et  biquadra» 
tir.-i  rpfcri'niliiiTi  est.  Tiitfr  hm  prxcipiin  notalii  d'i^ni  videntiir  numeri  complexi  aldo- 
ribiis  unicatis  radicibu»,  per  nuiucrus  iiXrgros  rc-ales  miilliplicatis ,  composili,  qui 
deelrio»  d«  sectnne  ctrcali  «t  de  raiduia  potettatam  «Itionim  inaervinDl,  et  corn  iis 
di$ciplini'>  tam  arcto  conjniirt!  sunt,  ut  .ib  !pt,is  quasi  i;enerentur.  Qn»  de  iis  niinieris 
hactenus  in  publicum  edila  sunt  sunimo  geumctrat  (J.  Jacubi  dcbeutiu-,  qui  primus  de- 
monatra^t  quemlOiet  nnmenini  primuni  fono»  ail  '4- 1  in  dooa  faetom  cani|ikioa  ejui 
{eneris  discerpi  poaae.  Quod  idem  nuncn»  primus  p  pluribut  modisdîwiiaîii  boloraa 
duos  difTinditur,  et  quod  pruJucta  rerta  ex  iis  factoribun  formata  per  alios  fnrtorf«  di- 
visibile»  fiunt,  nequt;  tamen  hi  ipsi  faetom  aim  illis  compensari  possunl,  res  maximi 
nmmwnH,  indicat  Ikm  faetom  non  etae  prinraa  ted  compoailM.  Dllerioran  fcctonin 
dissolutionem  in  faciores  priînus  Cl.  Jacobi  pru  iis  niimeris  perfecit,  qui  radicfs  unitatis 
quiotaa,  octavas  et  duodecimas  continent,  ejusque  rei  notitÏAiii  cam  rc|pa  Acadcmia 
Ulleranim  Bcrolinensi  communicavit.  lu  hoc  qatestionimi  génère  «dam  ea  vmantur, 
qnie  «obb  ainc  Univenituis  Aibettiiue  viritdoctia  îlIaairiMtinia  tawqtiam  nagme  me» 
ei^  voa  ofaaervantia  «t  rewrentiai  docameoMp ,  hac  orcaMone  aolemni  datai  Indara 
audeo. 


[*|  C^rat  le  Mciiiolro  que  noui  avun>  aniioitci^  i  b  p^^'i^  i  IG  :  il  a  «lé  impriioé  pour  la  pr4iaiiAn> 
(ou,  nomme  nout  l'iTons  dit,  en  ■Sj4i  ^  fii^Ua,  iOM  c«  titre  :  lie  numerit  eompkxis,  ijui  ruiUcitm* 
aatetb  et  mamerlt  iHttgris  rtaHhus  emuimt,  «I  nàmwk  pu  PUntmallé  d«  Breilaa  i  l'Uninnlié  d* 
ItMlfibarv,  à  IWadaa  du  tratoMoia  JaUM  aêtaUHn  da  «MM  dirattre  tJaivctalM.  Nms  danawM 
iai  la  tante  ktlsi  Ttaaa  a^ram  paa  au  k  laoïpa  dte  hiM  la  nadoalloa.  (J.  Lmothu.) 

T«Hi\JI.-Maii«47. 
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Si  a  est  radix  quadun  pnuBidvft  aquationb        i,  qucmlilMt  ruDCtiAiMiii  ntkitiÉlnu 

intcgram  radiris  «  .  rnju^  ornnw»  coofficicntos  numeri  intf^'ri  sint ,  niimerum  ïnlegnim 

compUxum  voco.  Talis  functio,  asquatioDis  «' =  i  ope,  statim  ad  gradum  a —  i  redii- 
«itur,  îtAquenumeraniA  ott'iii|il«tonitt  qtiM  tnctMuri  suMiH  fisinui  gencnKi  «M  bac 

/(«)  =  *  -f-«,*4-tf5«'-»-...-4-«^_,  «^""'; 

DiimeiuiD  À  hic  ubique  nuineruin  primum  aoripiiiuis,  qui  est  casus  loaximi  luonwnù, 
et  qtiait  fou  «  qoo  tola  hmc  doiftiM  d«riv<liir.  Inde  fqeda  ntdîoe  «  s  r,  qw  W 
conditioDe  cM  sofe  radis  non  priniidTa ,  Iwlwnnv  «quadoneni 

«ujtts  «fm  ex  rcpramiladoiie  iiumnn  complesi/(x)  anii»  termiDat  ranof«ri  patett* 

ex.  f;r.  nltitims,  <]iiii  facto  mimio  ns  rniji|,lr  vii=;  rp'5]-if  riir  raJicis  z  aJ  gradum  i  —  ?  dc- 
primitur.  Hanc  atitcro  reductioiieni ,  qu»  »uinniaruni  symotriain  turbaret,  in  uuiver- 
svm  DOB  «doiMabiaiii*!  tté  i«leatik«BmliMi«n>htect  «wflkwptibus  a,  a„  a„  uu-., 

I  +■«-»-«' +...-!-«*  ~»s=« 

ils  uteniarf  «il  siimma  umnium  cMffidetttiaiB«-4-ai-f-a,-(-...-i-a^_,  quodamiBodo  in 

pot<mtatP  nostra  sit.  Nam,  si  corffieienlef  numeri  compfpTi  f  '^]  nmnps  rndem  nu:neri)  au- 
gentur  vel  minuuntur.  Lie  ipse  numerm/ia)  non  mutatur,  quia  nihil  accedit  nisi  multi- 

|dw  fat—  i>f-«-Hix'-f-.--t-a''~',  qiueDÎhilo  «qitâlii  ett.  ?ic«  verta,  duonumeH 
MiqpjMt  mquMiÊÊtm  Htfmnmt  hM,  «o^dentibus  ommitu»  ttitm  mmmm  aiât^  vH 
mimmlit,  attir  promu  idem  fit  atqMe  aller.  Pocilis  tain 

/(a)  =  «  +  a,  a  -4-  a.st*  +...-f-  «;  _,«*~*t 

sicit/Hsf(«}«hibeiiMis 

o  19  •     »  4»  («1  —  M  «  +  («t  —     «'  •<-•••-»-  («i  -I—  ^'  • 

HiBC  auieiD  iM|a«tio  gndut  X  —  i  idem  valen  débet  atque  «qiutia 

quia,  si  res  aliter  se  haberel,  ex  utraque  aequatione  conjuocta  atia  equatio  gradus  mi- 
norô  prodiret,  cujus  coefHcteMM  niioodes  «MOI,  qnod  fleri  Boo  po«e  ex  Otmii 
disquiHiioliilm*  aiitltnietki*  ootiim  eit  luque  ex  «qinlitaiv  muueroram  /(«)  «i  f  («) , 
leqiutiur 
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In  numéro  raaipi«xo/  («j  esi  m  niiK  tpmdêm  •^•tumift 

cujus  cetera  nàioet  nnius  «  potestates  ««111:  ono&nn  fi*  ndùibiw locQ  «in /(«) Mib- 
srtllllîs  lialKinus  > — I  numéros  coniplexo»/  »), /"(«'),/*(«»),. ..,/'(«^~'),  quot  numcras 
er>niunctos  appcllabimus.  Intcr  hos  bini  ad  radice»  r«'riprr)r.is  pr-rtinont ,  srilicet  /"(a  ") 
qiios  numcroM  reciprorns  vocare  convenit.  Productum  omnium  numerarum 
copjaiietoniai  tAiMfiuun  faacCto  iovariabilis  intégra  omniom  riMlteui»  «MfiMtkiiii» 

l-t-a-(-a*-t-..-4-»'-'-=0, 

aenifier  est  numeru»  re^ili^  inleger,  qui  nttroeri  complexi  norma  appellatiir.  Ex  ip^ 
nonme  difiaiiîoii»  Mitîm  pcrspid  |>ossiint  proposiUoocs  vnplîccs  <  mutteiw  coi^tmeK» 
eamdem  nmMam  habcre,  et  normam produni  mqu^em  au pmHucto  ex  nomii  tingulo- 
rum  fnrtnrum.  Niimrri  (  omplcxi  /  x,  nurmanii  pffwemite  Cl>  Lejeune-Dirîchlet»  prv- 
posita  lillera  >  designamu:»,      m  sit 

iindr  hm  propixntiolie»  tali  aiodo«ailiiii«ri  |MMMUit 

§  II. 

si  oninM  roi  rfirlciiics  luimcri  rompli-xi  /"  ^  pro  indvtermioatts  haix  iitur,  rt  prodm 
tiim  tactorum  oraniuro  qui  oormani  constiluunt  evolvitur,  forma  homugenea  gradua 
X  —  I  et  V  indelemiiiiatonun  prodit,  quorum  vero  uni»  ex  arlritrio  dîgî  potett,  ita 
ut  )l  —  1  numeri  indcterminati  renianeant.  Utnnct  igilur  disquisitiones  de  numeris  com- 
plexift  pro  disqniiiliunil>u&  de  talibns  formis  gradus  /  —  i  totidemque  indelerminaturutn 
faalieri  possaol.  De  formatione  hujus  foriux  oolare  convenit  cam  pro  aeqiiationf  liaberi 
poMe,  cpis  ex  tequaticMiibwdiMba» 

qitaniitaïc  x  elimtoata ,  efitcitur,  quant  cauxlt^Di  csist  aiqiie  aequalionem 

«"X  riotissimis  r>-i:till'$  atgebraicis  constaf .  Alin  iiumIo,  iiorma  lanquam  denominator  rom- 
muois  invenitur,  quem  «ystemati»  aequatiopum  liouariuni  incognitae  evolutae  liabcnt. 
Qd«le»  dmominMofN  Q.  fiiodbi  deterniDantîniD  nomiM  omatrit  et  pluribu»  lom  in- 

a4» 
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!  iracUvit.  Afleipiimit  i^ileBn  «qmliOBm  Knearimn  i 

rt  A  -f-  A,  -»-  5= 

o,A+    a  b,    ■+- _^  b,+  ...-\- a,bj^_^  =  c,-t- 
^A)  /       <t,h -h    a,b,     h  a  b,      -♦-...■+-«,  c,-*- M, 


ni  jus  incugoitïc  sint  b,  b,,  (>,...,  easque  iequationes  serundum  ordincm  mwlti- 

(tlicatuua  per  i,  et,         »'  ~  \(\aa  ikcto  tumma  omniaiD  facile  in  hanc  fomam 
digitur 

(«      «,«  +  a,a'  -4-...-—  (A  -H  6,  a  -h  A,»  Aj^^,  a'  -  ') 


a— I 


inde  poaiii» 

/(«)  =s  «  +  «,  «  -1-  a,»'  -1-,..^        B^-i , 

est 

«t  uùrmquepart*  per/(«*J/(a<>../(a^-')aiultipliaita,  it 

fW-«/ï«)=4(«)/WM.../(.^-')» 


»w  » 

ex  quo  apparet  nuaiiUlatum  A,  A„  A,,...,  A._,,  que  ioiaKiiam  y(«)CBiiiiiiuuiH,  de- 
DOtMiittlorengenentcin  cMenonnain  ud  emiteiidiaiva. 

Quum  norma  sit  forma  aliqua  gradoa  l—i  et  1  — i  indeteminMloruin,  «ttluli 
qniwtio  nborihir  de  nnnieri»  qui  hac  forma  reprinentari  pos&int  et  qui  non  po^int. 
Hanc  auteio  quatstiooem  gravissimam,  qu»  sine  dubio  ialer  mjttcria  doctrin»  nuine- 
ronira  naxiiiie  neondila  refennda  est,  bactemn  non  potdniwabMlverf;  wia  ii«c 
prupositiu  eleincntaris  ad  hanr  qnntiunem  spectans  :  normam  âcmper  haben  fomam 
mX+  1}  iw/  m\t  jam  hoc  locy,  quasi  in  liminc  disquisitionuru  nostraruni,  fanle  d*"- 
iBODBlran  poteat.  Qaon  ad  finem  adbibemus  très  Dumeros  «•oiupU;io»y'(«;,  f  {«)  rt  -Sf  ^a), 
«osdem  quibns  modo  mi  «mm  y  quorum  »«ro  ooeOiciaMc»  otoms  iutcgri  «int.  Si  «« 

inter  cueUBdenles  borum  numcrorum  «mpkaumim  aquatmic»  linerna  (A)  loeum  ba- 
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bere  debcnt»         additi» it 

=5  *  -h  c,  -h      +  ...  -♦-  C;j„,  4- 

qm  «quiiD  tn  coDgruenlJiiD  pro  modiiU»  \  mouta  <locet  :  tummam  eœ/ficiemHmm 

proJucli  duorum  numerorum  comptexorum  producto  c  tummii  cocf/kierttium  utnnffjiie 
/actorit  cwtgnuun  este,  modulu  l.  Qux  prupuùtio  facillime  ad  prodiiclum  quotruoqiie 
fadorum  cxlmditiir.  KttrnM  SHupar  produetun  X— 1  liMlonim  oomplexorun ,  qui 
Cilduld  coetBcientiuin  suiumas  habent,  pro  ea  igitur  productum  v  sninmis  < oi  ffïrit-n- 
tiuiiiQiiiiiittm  {actorum  oonSaluia  in  potesuicm  exponends  \  —  1  abit ,  unde  habemiu 

(«+«,  +  «,  -h  ...  +  «a_,)'  ~  '  ■»  N/(«  )    (mod.  i) , 

iiaqae,  prr  theorema  Pemadanuai , 

N/(fe)aBr  (ogod.X)» 

niii  forte  lit 

a  4-0,  4-  a, -»-...+ ™  O  (mod.;), 

qua  cooditiooe  fil 

ll/(ft)aiO  (lBOd.]L). 

$  ni. 

Norm»  uïus  inugnis  f<it  in  Hi-,  isi'ine  numerorum  rompit* xfiriim  ,  f]iiipf>r  rujm 
auxilio  divisor  coinpkxiis  M^iupei  m  dnisoreni  realcin  luuUri  p<il«>$l.  Posîlo  rnim 

V  {*)=/{*')/{<-')"■/{*'-') 

fit 

fi»)  _ 

/(.)-  !«/(«) 

Si  [M  /[x]  divisibiKs eat ,  i.  e.  lî  hic  quoliens  numéro  integio  oomplnto aqualis 
y  ia)F  'ï  ^  p«'r  nuiiieriim  Intepnim  realem  y  ff  diviili  [Kissii  nfCMS<»  c^t ,  m\- 
uieniai  autein  complexus  p«r  numerum  rcaleni  divisihiiis  non  e»( ,  nt$i  cDeltirientc»  cjiik 
ringulî,  p«r  hune  oamenuD  diviti,  eadem  itendwi  habeaitt.  Ind»  nacti  sunna  hoc  cri> 
teriiim  gonerale ,  quo  dijudicari  posait,  iilrum  nnintriis  coapleauaper  aliuin  uuincriiiii 
comple^um  divisibilii»  sil,  an  non  :  \umrntt  complexux  ^  (a.)  per  alium  nuinrruin 
/  [»)  divisibilis  ett ,  si  in  producto  evoluto  f  (a)  ...y"(flt''  ')  oiiine»  tocf- 

fidentei  pro  mcdtth  N /*(<)  eongmi  mut,  fin  vent  hi  cofffielenttt  non  émues  eongrui 
tunt,  f  ;a)  certo  non  divisibilis  est  per  f  (*\ 

Alio  etiam  modo  numerorum  compiexoruro  diviaio  perfici  jxMest,  iU  quid^ui ,  ut 
ad  diviuuneiu  fonctioaum  ratioDaliain  intcgraiwii  revocetar.  AllîiiRfaaa  enim  potesta- 
tibus  radkis  «  admiiaiSt  nuinerua  r  (>)  infinilb  modîs  diversit  rrprineDlari  poieai,  qui 
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omnct  hac  foraut  generali  continentur 

,  («)  _  (i  4-  «  +  «»  -1-  ...  H-  «^~')  ♦  (•)» 
in  qv«  ^  («)  fonetioDem  intcgra»  qaanieiiMiiM  désignât ,  qnae  pro  fine  singulonm  |»Ni- 

MematUBiapteeligipotcrit.  Jaimli™  ,  >r  y  'y]  prrf[-jÀdii'i.uhilh  ut,  hivr  nnmrro  <f  (-i] 
Acmperfonnam  ejusmodi  daripoue,  ut  pro  quolibet  vatore  quaniitatis  x,  rjuœ  tanquam 
imnabilis  spectanda  est ,  dMsh  succédât  tt  nàdtum  retiitqnaUr  mttim.  Per  hjrpo- 

tliosin  nuotiens        «quai»  est  noflMitt  «Koii  «Wipkxo  F  (a) ,  itaqae 
l.!^  =  F(«).  «ive  F 

Jam  »4;no  a  in  r  mutalo,  videmus  fuDctiodMi  ralMMttlein  inicgiiai  virnUlU  «, 
^  r)  -/  x)  F  (*)  «vaneicwe  »  si  *  «iilib«  «qiMtiwii» 

mquaVa  fit  ;  U«c  igitur  fuBcdo  iniegn  CuNorem  i  +  «  -h*"  +  + 
ncccMe  est:  quire  in  li»nc  fonnun  wdip  polMt 

^  (,)  _/{*)  F  (»)  =5  (i  +  «  H-     +    +         *  *')  » 

«X  qiM  di«Meni»  eoantittlnin  spraite  rnsnat. 

§1V. 

Initr  numéros  .oniplix.»»  pr^cipue  noUlu  digni  •unt  ii ,  quorum  norma  e»l  uoitas» 
quos  «mne»  uoiutuu»  complcxarum  nooiîii»  <lMi«|iaiintt.  Bm  UBÎtatei  in  doetrin>  nume. 
wnm  compksof «m  ewkm  «we  parte»  vimpimi,  oum  «quationi*  Pdlian» 

wlntkmM  indortrioB  fermawm  «aiodi  gmliia  deterannanUt  pimtiri  agunt.  Numeru» 
haramanitatum  ,  excopto  solo  casu  V  =  3  ,  semper  infinitus  est,  Pt  si.niii  n,c,d..  ui  ... 
v,tvon.l!«  r^qtiaîinnp  r.  lliana  scmper  uoilat*» qu«dam  fundaiïientales  danlur,  ex  quib.i* 
ad  poteuies  eveciis  ei  inler  se  mttWpIkaltt  infimtu»  numern»  aliarom  onilatUDi  dedu- 
.itur.  Simplidaaiiii»  unitatea «nrtrfc  i ,  =t«,  =t  «V-.-,  q"»  «ponte  « 

nuit,  pi»ter  tus  autcm  alùe  facile  i..v, unlur,  ratione  Iwbiu  ntimen  coiT.i.leM 
,  ^  ,  -H  «  '  -4-  .  .  -  ^  ,  in  quo  r  est  nuinerus  quilibet  inleg^r  minor  quaiu  >  ;  hic  nu- 
inerus  fraclionis  lomia  exhibciur  hoc  modo 

_  I  —  »' 

«jusque  nom»  est 

(j^ ct^' (  ■  —  ' [ '  —     ■  •■  i'  —  « ') , 


u\.jn\^cc  uy  Google 


PURES  ET  AFPLIQUEKS.  191 

in  qua ,  loco  «.'xponentium  r,  3r,  3r, ...,{},  —  t]r  residuiit  miniinis  inudiilu  X  tuU»!!-* 
tutb,  singuli  factora  nmamtoris  iwlaii  fiuDl  «Ique  dmoninatoris,  qti»  igitur  imiUlî 
■qiulîs  Cit.  Qoum  jam  t  +  3  -|-  »*  4*  a*^'  ait  vnilWt  *t  nom»  prodnrti 
«quaUt  prodneto  9  mmn»  Sffitomm  compoaho ,  leqaitar  ut  fenn*  geoeniKt 

±  «*(!  +  a     «'+..+  a'-«)'(i-l-  «  ■+■  «•-!-..-{'  «»-»)- (n-  «  +  »»-»-..+  «*-•)■.., 

pro  omnibus  numcril  A,  /,  m,  n,...^  f ,  r,...,  uoitates  complexas  cootilieat.  Niiaienis 
ractomm  diversnnim ,  qui  ad  polrilates  evehendi  l't  [luiitiplicatuli  snnt  ,  m  Hivers» 
uniutc9  obtineantur,  iiemque  Dumeri  r,  <,  pro  ungulis  nuiDcris  l  accurate  delÎDiri 
paMint,  <|iiMn  v«ro  diaqaNilioiieiii  lioe  loco  pratenonitty  omUtum  proprietatem 
geoerilaoi  dMaonmahiuMH ,      in  poileraiD  utenor,  «ctlioet  :  ualuua  tvnipteMu  hoh 

t/tm  singularuni  radicum  1  ,  a ,  a  i  ^~  ' ,   quant  /teriodoniHi  ex  hini.%  rarum , 

a-h«  +  etc.  f /maetioma  Umeares  ose,  si  md  factorem  tucedetOêm 

E  producto 

radorURi  seuiis»em  i-x  arbilrio  eligo  ,  ila  tamen  iit  rec-iproci  in  eaiieni  $«tniuî  non insint» 
seci  cujuslib«t  fartons  rcciprocus  in  altéra  semtssi  rcperiatiir.  Horum  factonun  produr- 
tuui  «t 'j' iat},  unde  alterius  semissis  productuin  est  (a"'),  et  ij#  (a )  ij»  (a  ')  ^  1 .  Po- 
natur 

•|>(ft)  =  -I-  #,«*-►■...  +«j_,a^~', 

uiido 

atque  ex  mnitiplicNiiene  oriator 

^(«)^(«-')=  A  4-  A, «4- A,«»-t-  ...  +  Ai_,  «i-'i 

dit 

Ai=a«i -t- «i««  +  «,«>  + ... +«^„,«t 
A,=ï«Ot'l-«i«i-<-«»«4  •4-«j_,<»i, 
do»)  vtc. 

et  nUDma  coefficientium  fit 
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pralem  c|uuni  sii 


A-f-A, a-HA, »•-+-...  -4-A._,  a^"'  = 
eril 

A|  ss  At^»     ss»        A^^f  M 

et 

AsM  + I , 

«t 

db  I  «,  +  «1-»- ...  4- a  (mod.l); 

hoi'uin  roefficientiom  siimma,  qute  congrua  ««t  i  mudulo  1,  ctiam  «qiulis  :±:  t 
«ccipi  potest ,  qvQ  facto  fit  «  s  o,  A  s  i ,  et  quuto  A  lit  tumnn  qnadratonmi  poai* 
livonim  inMgroniio 

AaB«»  +  «î+«î  + 

iinittti  tcqaali»  fieri  non  paieit  niai  iimit  nameronm  «  »  «, ,  a*,.. . ,  umuii  «qualu,  cé- 
leri dliilo  nquaki  finnt,  habemiis  igitur 

Qaum  {*(«}  aliénai  Ctclonini  aemiaaeni  nomue  i  oondjwet,  b*c  eoh  conditioiie 
dlgmidam,  ai  fartores  reciproci  non  itiïini  ,  scn)[K'r  plnra  prodiicta  ^  (a.)  erunt, 
qu»  unitati  simplici  +  x' «qualia  sint.  Quoinm  produrtomm  duo  i-li).'o  ,   }>  (a]  et 
[jt],  qii»  ixcepto  uno  factom  cetenM  omn»  eosdem  habeant ,  atqut.-  hic  soin» 

lactor,  quo  >}•(>}  difTett  a  4*1  {*)t  ?(*'*)>  iÎKlorquein ,  [<t]  rontinet,  neque 
tuoen  ^  (et),  eril  t  («  ^f).  Inde,  ex  coiqaiMtîs  «quadombiM 

et 
fit 

^.(«)=± 

et  bctoiibiu  coromunibu»  «lUalù  et  posito 

h  —  i  ssm, 

i-st 

V  =±  a- t(«.-)î 

q»mUk«t  igémr  uaitut  comptes»  èot  pnprittm  haitt»  mt  a  ndpnra  mut  mm  dfffitmt 


u\.jn\^cô  uy  Google 
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n/s.  ,,,if.;-t>.  hietorr  qui  //Me  ett  *itittu  timfiiex,  FadlUnie  ïDik  theoremal»  tvpra  im- 
posai venu»  |>en^icitur. 
Pro  >  B  3,  iiintilM onuiM haben  dcbcnt  foiniMm  banci 

et  qvia  «  -i-  «*  =s  >^  1 , 

j(«)  =  ±«*(r  — e.l, 

ex  quo  sequitur  ul  ait 

e  —c^  1; 

pro  hoc  igitur  catu  pneter  unitatcs  ùmpliccs      itddn,  ±.  >  ,  aliae  non  dantur. 
Pro  X  =s5»  unîtatuoi  ferai»  gencriUs  h)ec«at 

=  +      +     +  e.  («» + «»)]  » 

1  + •  +    -I- o. 


quB  «UiUntt 

et  posito 

in  bMicn 
ex  qiM  fit 
iiaque 

CognitM  bign»  «quaiioob  ioliiiiooea  «moct  eontÛMDiiur  romiM 

 ^  ' 

qu»!  I  quia 

etiam  boc  modo  Kpnnaniari  poMviu 

(a-t-a')"  -'-  (»'-Ha'}— '  _(«^-flt')"— {«»4-«*)*. 

jier  fadies  iraniiiDinnation«s  ex  iis  fit 

itat(iic  pro  <  -  'i  nnltalifi  tomplex»  omnes  uniu5  imitatis  lundamentalk  pote5tal« 
extstuiii ,  ijur  pnctt T««  iiniutibus  limpliribat  fomue     a*  multiplkata!  eue  pouunt , 

To««  XII.  -  Mai  i%.  95 
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prafter  h.ls  jtifem  alk>  non  daiitur.  Pro  inajoribiis  nnmfris  V  unilatuiii  ornniuiii  irid.i- 
gauo  iDulto  difficilior  est,  et  principia  peculiaria  poacit ,  qua  nu  bacteBut  aondum 
•atis  pmcmtKti  aamas.  Eo  'ttM^  %Êt  qttUrtÎBirt  BtUt  wperaHhiidaai  vidMnr,  ^«ani 
conpertuni  hibeamiis  Cl.  Lejeune-DiricUet  neentis«imo  tcmpore  in  Italia,  obi  etiam 
niinc  versatiir,  de  iis  unitatibus  oomplexis  theoremata  fiinJanientalia  élaborasse,  qii» 
ut  propeUiein  in  puUicum  «dat  cum  deudcrio  cx$p«cuimiis.  Hic  eliam  adooubo  geo- 
■nfiCnun  juvenifem  LeopoUluiii  Ki«iMcker,  qui  nunc  VndalaTW  Mtteru  madiciiMlkis 
stiidet,  pro  absolvendis  iis  unitatibus  qu»  ad  numerum  X  —  -  pertinent  methoiluin  siib- 
tilem  invenisse,  qu*  oi  fallor  Mià  tacceuu  ad  altioram  ordinutn  unitates  pertractanda» 
applicari  poterit.  , 

Prckgreriimiir  ad  {lerscniumlMCM  DVioerM  coai|ileii(w»  quoniin  nomn  nt  mmiera» 
primus     ita  ut  faabeatur 

Numerus  primu-<,  qui  tali  modo  in  X  —  i  factoret  dusolvi  pote»t,  aecuaduia  tbeorenia 
parajjrapho  tertia  proposituni ,  fonnwn  lineiKiii  jnX  +■  h*licredelMt>  MÙMtifiie  liii'- 
mtnnXspf  qui tili  modon  l—  i  CMlonidiMoIntar 

1  =  (i (I (I  -  «^). ..  (i 

Fmttorti y  /{»'),  etc.,  suntmimeii  ««mpir^i primi  qui,  st  ludimU)*  wt^^tgét  ta^m^^ 
dmatr,  uitertMs  in/aetontf  dls$oM  ««*  putmt.  Ntu  ■  poniiiMit /(«}  e  ftetoribi» 

et 

!!/{«)  sNtM.m+W, 

et  quia  îi/[x)  ~  ft  tii  ■menu  primas,  «Inr  ftclonim  rnliam  îmegrarum  Nf  (k) 
et  Ni}>  (a;  unitati  «qnlit  MM  débet*  iiaque  aller  ractorum  f  (tt)  et  i}i  («)  erit  unitas  com- 
plexa,  et  y  l[a)  nuraeruis  primu»  complexus.  Porrt)  deraonstramus  Ao«  /aetoret /{aif 
f\3}),  etc.,  omnes  inUr  te  divenot  t-ist:  E.v  aequalitate  duoruiu  factorum 

«lia  radic«  idoim  looo  et  «abatiUlta ,  scqueretur 

/(•)  =/(«•;. 
«t  repetita  Mibititiitioiie  «!■  bu»  *  y  «Met 

/(«)  «/(O  «. . .  - 

fam  si  iofima  poneatin  oumeri  « ,  quai  uaiUÛ  cttngnn  nt  modnlo  a,  est     in  |hw1ui-I». 
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A     I  Aaioniiii  muri p  wnmà  k  fiwMNrwaqiMlMi «lift  dMnde  ndiee  tubitîiau,  qo» 

intiT  radicesa,  a",  a"*,  etc.,  non  invcnihir,  statim  alîos  A  fariort-s  jequales  oblineinu?* , 
et  ita  pom>,  iisqiie  dum  omnes  factures  exhausti  suDt.  Igititr  ex  ar<|iialilate  dnorum  far- 

tnrum  priroum  sequeretur  ut  p  ait  potestas  h  producti  corum  factorum  complexornm 
<|tti  interw  diverti  lioL  Radiées  a,  cf,  a^,  etc.,  periodnm  A  terminonmi  eflkioiit,  «Ique 
si  funrtio  rationalit  hMffë/  i),  loco  a  omnibus  pcriudi  radicibus  Mibstitalis,  ilMWK»- 
tata  nianet,  banc  ip^am  omnium  similium  periodoniii) ,  itaqiip  etiam  unins  earum , 
(uDctiunem  rationalem  integram  es&c  constat.  Céleri  factores  diversi  ab  hoc  non  diflerre 
pommt,  niai  qood  eeiemram  periodontn  fimcdone»  «aat ,  «t  oainiivn  ftetenua  diver- 

sftfiini  |ti(>(h)Cliun  ,  t.iiiqii.irii  fuiirlio  in  Vîiriahilîs  omnium  periodortini  siniiliiini,  rs«f> 
débet  numerus  integer  realis.  llinc  tandem  sequeretur  at  p  esNl  polcsta«  numeri  realis 
et  exponenris  A,  «pied  qunn  abrardiiiB  lîl  iGOoeliidiiBai  onnc*  ilkw  faelores  primw 
complexes  numeri />  inter  su:  divenMdW. 

Si  tali  factore  primo  complexo  nuinerî  p  Utpqwim  nodulo  «iTe  din«ftre  JiMmvr, 
stroul  productum  ceterorum  factorum 

F  («)=/l«W)  •••/(«'-'). 

cujus  auxilio  divîsio  p«*r  numerum  complexum  f  'y:  ad  divisionem  per  numerum  ret- 
Icm  N/[a)  reducitur,  magni  momend  est,  quam  ob  rem  hujus  producti  proprietates 
principale»  pnHiarwv  oqb  ptwnauM.  8ît 

et  piwtuclQ  F  (a)  per  multipUeatÎMieni  erohito  haliealnr 

F  («^  =  A  -I-  A,  «  -♦-  A,«>  Aj^,  , 

ande  etiam 

F(«')=  A-r-  A,»'  -+-  A:«'  -»-...-+-  A; 

F(«')  —  A -h  A.a»-*- Ajat*-!-...-*-  Ai_,«^'~^, 

lis  nNiuationibus secunduoi  ordinem  per  a      s"",  a~^,...,  «  '  miiktipltratm  et 

addirione  conjnnelii,  hidtemns 

«-«F  a  -I-  a-"  F  V  «-^^-''"  F^ai-.j  =  ;a,  —  ^A-*-A,4-A,-+-.  .-kA^.,), 

inde  mutamio  n  in  a  — i,  et  subtrahendo , 

«-(,_.)F(«)^-«-»(,—  ,')r(ai') -»-...+  «-  C'-0-f(»^-<)  =  X^A,— A._.); 

«X  hac  ibraia,  deono  nuiaio  «in  n+i  «t  pradeimt  timiles  format  pro 
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X  (A»e,  —  Am)et\  (Am-i  —  A^,) ,  <|aibui  inta'  se  imilliptieitit  fomMtar  «vduiio  forma» 
V  {K^  -  A,y  —  V  (A.+,  —        (A,  —  A^,) . 

Fkcik  pflnpicitair  in  hac  evolntkme  quadrata  nuneroram .  oomplcionini  F(«), 
F'aM,  elr.,  non  i-eperiri,  Mfd  wla  produeta  binonim  diversorum,  qu»  faitort-s 
/  •  omnes  «imul,  ideoque  factorem  reakm p  oondiunt.  Quum 

igitur  p  ût  butor  comaniiM  omniaiB  tMiaînorum  hujm  fonnnto  «mlaiVy  ftctore  V 
omiMO,  iiab«niUBfioiigni«ntitin 

(A^.  -  A^'  »  (A,^,  -  A^)  (A.  -  A._,)   (mod.  ;») , 

qiuB  «tiam  hoc  modo  Mpruentari  potett 


poiilo  ifkur 


AifcM^^A»   A«'^A«— I  j 

Â  Â  "à  ï"  (™°"-^>^ 


pro  omiiibiM  div«irm  oamem  a  non  vmriari ,  ilaque  halMmM  coBgnienlîaa 

(A)  i  Al  I  —  A,  lE  I)  ^inod .  /* ,1 , 


i  A;i_,  6  — Ai_a»». 

Aliud  ctitm  syttema  coqgraentiwiim,  quIbittvoefBcientei  ptodoeti  P(«)aMîiAioeKde» 
bent ,  facile  e  congruenlik 

A^t  €  —  Aa  M  A»«^  {  —  A*^,   (mod.  ^) 

deducitur: 

Aj_, —  Ast-  A  —  A,)Ç, 

A;^  3^  A^  ,  »  (A  —  A|^  Ç", 

(B'  ^  Aj_,-  Ai_,»(A  -  A.)Ç», 


A,-A.«b(A-A.)«*-', 
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quibus  additu,  ouii»»o  lactore  A  —  A,,  (]ui  aihilo  cuagruu*  esse  qoo  potest,  «equilur 
nt  I  rit  nm  1  —  i  vwUciini  rcalimn  ooDgitMoiii» 

$  VI. 

Singul»  coBKromtiM  (A)  paiagraphi  intecedeolii  «ficiinduiii  ordiaem  quo  icriptie  sunt 
t.iitoribus  I,  «,  K*fM  d^"'  mullipiicalM,  «arum  wimm  fwil«  in  liane  fbmuii  re- 

Ji^iuir  : 

I  Ç  —  a)  (a  -h  A,a A,a'-f-...  J-  A^  _  ,  a'     '        O  (mod.p), 

flîve 

rç  —  31)  F  a)  »  o    {niod.  //), 
et  ractonfcominnni  F(«}  e  nodnlo  p  ^ /{ F  U;  r-i  ex  ipsa  congnwnti»  sublato  habemu» 

;  — a-3FO    {inod  /•»] 
uadi;  elucet  etiam  pro  «juolUMt  aunMro  «Mnpleiut  f  («)  seat|M!r  «sac 

t<«)«t(Ç)  [mod. /(.)lî 

itaqUC  naeti  svmiu  theorema  ibrigne  ;  Pm  moduh  comptr.m  f  21.  ,  ujus  ninmu  ett 
nimifrus  primus,  nmnrs  numeri  compttJti  realibus  numeris  cnnf^rui  xitnt.  H<ir  (hcorciiia 
«Huiiibus  congruentiis  iiumeruruin  cumpkxoruu) ,  (|Udrum  modulus  iiuriiiaiii  habet 
nurnierviD  prironni,  viam  pateradt,  qaam  vero  patafiiclaii]  hic  fiatiin  rdinqttiiinn. 
R  «tugmentia 

»  ^  £    I  iikhI.  f  (3  .  j 

fcqttiliir 

t"»d./(«>J, 
/U)«io  [mod. /(«}]; 

numentt  «ulam  integer  realia  / ( C) ,  qui  factorem  /  {»)  coalinet ,  oidm»  ciiam  fartons 

huic  ronjutictm ,  ideoque  fa('i<^ri  in  /•  i-ontinere  débet,  unde  rnnrliidtmaa  eam  me 
indolem  faclonim  complexoriim  uiimen     titcerU  radice  rongnicntiir 

1 +  1 +  Ç'-4-...+  5'--aeo     rnivà.  pu 

l(n-<>  7  «iiibsnm»;»,  horuiii  farlorutn  iinu»  y»'T  p  clivisibilîs  fiai.  Prsfteira  adnolamiis  pn- 
({iiolibet  numéro  Ç  unuiu,  oon  plures,  fatinnim  J  \i),f{V),  f  ,  per  p 

djvwfaîtom  cMCi  II  enim  ainul  CMCt 

/(Ç)*»o   et  — o  (mod./>>, 

per  congruentîaiii 

i,sm  <x    [nio(i.  f  (a  l  J 

etiam  ewe  deberet 

fW)mo  (mod. /(«)], 
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duo  igiiiir  CMnores  /  (a)  et  f       f^ualn        ddMNIlt,  qood  Aeh  DOO  pNW  «qMa 

deiuoiulravimiu.  Quum  radiées  congruentiaf 

ninnc»  lanquam  potesUles  uniiis  rad'icis  repnMenUri  possint ,  «lia  quariinc|ue  radirc 
lorn  £  iiihuituta  ,  alinm  Ptiam  factnrcm  profliuti  f  l)  >  f  {V)  •  f  [V^- •  ■  f  {V~^  ^ 
per i> divisibilem  fiori  palet,  singuli  igitur  l  —  i  factores  /  («), /{a') .. ./ ')» 

I      ?  -f-  Ç'-t-    .   H-  f  '  ~'  ■--  O. 

^Va  cnnjnncti  sunt,  ni  pro  certa  radu-c  \  certits  etiam  iKorum  Jactorum,  si  {  loco  x  siib- 
ttituttur,  per  p  dMtlbiOs  fiât,  idemqae  «/r  dïirfiwr  nmntH  { «. 

Jam  eo  pervenimus  ut  qilMtiOMin  pivianmai  «biolvere  possimus  :  utrtim  plniM 
mimeri  romjilixi  camHem  normam ,  qiiae  numerus  prirotisest,  Ii.iIk  rr  po^sint  an  non. 
sivr  an  idem  nuinvru»  primus pluribus  modis  diversis  iu  X — i  factores  primoscniu- 
plexos  disMM  poMÎt^  nD0Mmit  duo»  nnuMn»  «ompleiM  /  («)  et  f  \m)  canideiii 
nomMun    iNimcmm  prinram,  habere,  iu  ut  ait 

/•=/(«)/(«»)/(*»).../(«'-). 
Qunm  sifiguU  bctoret  liornin  produclorum  ad  stagnUs  radiées  congnieotui 

peràoeant,  alterina  producti  ^««ofn  ita  dîspoaatM  «ccipiaimis,  ut  ^  (s)  et  /  («}  ad 
«amdcm  radieem  \  peitineant , ^oo  bcM» utergac «dam «rit divîior  nameri  atque 

4(Ç)«o,  /(?)aBO  (mod.^). 

Inde  poMtît 

•1  (xV-  <■  f-  r,a  -t-  c.a'^-.  . .  4-  a  '  ~*, 

!■*(«)  =  /, «',/;«^.../t«'-'j  =  A  +  A.«H-A,«'+.., -4- A 

«I 

F  (=c)  =  C     C  a -h^  C:  «-(-...  + 

liae  prodacto  per  mnitipHcatioiieii)  evolnto  habemw  : 

^  =        A      Cl  -f.  A;_ac,_t.. .  .H- A,ci_, , 
Ci=  Aif-I- Aci-KAi— tc»-4-. .  .•4- Atc;— I, 

Ci_,  s=  A  ;_,  f  4- A c, -H  A c,  + . . , -h  Ar , 
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et  si  baram  xqiutîoniuo  binte  condgu»  »ibinihantur  : 

C.  — C  =:(A, — A,)e  +  (A  —  A, )e, -».(Ai_,  —  A)#, {A,  -  A, ) , 

C>.,-C,_,  =  (Ai.,- A,.,)« H-(A^3  -  A,.,)«,  +  (A,.,  -  A;,^) c,  + {A;.,  -  A) c 

<pm  per  «msnicoliit  (B),  $  V.  ««tiiilar lo 

C  —  C,  ■■  (A  —  A,  )  (e -H  «,  ï -!-*.«•  +  ...+«;_,  Ç^-*) , 
C  -  C— {A, -  A.) (« 4- c,  « -i- . . . + «i^,  «^O» 

«I  quuni  su 
habeota» 

imdi!  Mquilnr  vt  prodactom  ^  («)  F  (a)  per  p  dîvisîbile  aU  ;  ila^e  poner*  lke< 

+  («).F(«)  =  j»tW, 
et  qauin  vit  p  ^  f  (a.)  P(a) ,  bctore  oomoninî  F  (■)  subbto  hibenNV 

und«  etiâm 

«I  qvM  N/(k)  =  N<|i  (et)  =:  j»,  koe  botaie  omiM»  «M 

Kf(«)  =  »i 

ergo  f  ^  «M  uoilas  oomplexa ,  alque  haberous  theoreiilâ  :  Omaet  immeri  taiÊ^tltMi 
efuulem  miwc,  qiue  muMnv  prtoiv  eif,  «««  iiMer  «r  âfffisnuit  mist  êuilumiiu  «om- 

plexis,  ffuibut  muUiplirattr  eue  passant.  Ad  diversiutem  nuiTTi  rortun  fDn-nncfnrMn' , 
quie  obvia  «st ,  hic  non  respicimus.  Idem  ibeorema  atiam  hoc  modo  enuuuari  pot«»t  : 
ilf  tmmemi  jfrtmtu  mUli  mUqme  modà  in  \  —  1  fiMont  tomptem  dItsoM  potest, 
idem  semper  infinitis  aliis  modis  tanquam  productum  \  —  i  factomm  complexorum 
repntteaùtri  potett ,  qsi  ven  e  faetortbut  nnlrn  rqtneieiaotioiiis  uaitMum  eompiexmum- 
a/ie,  ammes  enumtur. 


ano 
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$  vn. 

FMÎle  inveniantur  Bumeri  complcxi ,  quoran  nortaae  fiwlMreai  p ,  nutnemin  primuiD 
forniK  n  «  -H  i ,  impUcaiit.  Ram  W  Ç  ett  ratUxaiifun  eoHgnuaiiée 

H-Ç-»-Ç'+ ... "PO  (mod. 
et  ti  etn^Seietitei  numeri  eomptejà 

«  +     ÇH- «1  ï* -»-..•  + 
$ath/àeiuin ,  »empert$t 

EteoiiD,  li  ponimiK 

«,{ç-a)  +  «,(P-«')4-«,(«'-«')H-...-t-«,_,U*-' 
«t  si  alt«ri  parti  imjus  «quationîs  forma  dahir     —  a)  f  (z  ],  est 

cuju&  nuioeri  cumplexi  normain  lacturem  p  habere  palet  siquidcni ,  quotl  poMiimus, 
uorm»  Ranwri d  — a,  i.  e.  1  +  Ç  +  S*  -I-  ...  H'*"*  »  pcr  p diviailiUis caft. 

Httjus  iheorematis  ope  omhh  numéros  romplexot  iavcaîri,  quorum  luirnix  fao- 
tomn  p  habi-ant,  inde  appnvt,  qnod  theotenu  inversuitt  ctÎÉlii  vakt,  idiioet  :  Si 

tiorma  nutneri  compii  jci 

fmetonm  p  impticat ,  tt  mper  tUUiw  mdUt  aO^ua  C  eo/tgntentfm 
i+Ç -I- ... -HUi— •  «»0  [mod.p], 

^mte  immemm 

/MT  dMahlIem  rtddat.  Coittideremiis  haoe  funclioiiein  rattMMiein  ÎBNgrani  va- 
rîtliiltt  s  : 

(*')  +  (*») ♦  ('^-') -  W  +  («). 
qu«  qttiUD  HMinUini»  evaiiHcat  pra 

jr  =:  a,  a*,  «*,  te^"', 

factorem  i  +  x  +  x>  -H  ...  >!- habere  débet,  «uaque  ob  causaio ,  si  s  nidkt 
alkai  congrnentic 
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»(|iialis|)onilur,{)er/7divi$ibilis  ist  ;  inde  si  iiujtiscongnifn(i»radiccin  alîquam,  uti  supra 

fecitnus,  lillera  |  denoUmus,  scmper  unus  factoniis  produdi  4  U  )  ^  U')  •  ^  '*"') 
per  p  divîiîbilk  eaie  ddwt.  Pnrterea ,  quia  «mumi  mBeet  iDfait  cftngnrtwti»  nnias  n- 
dicis  (  potestaltt  «int,  sponte  apparel  pro  alia  radice  |^  alinm  etiam  bctoretn  bujiis 
producti  per  p  divisibilem  fieri ,  itaque  pro  quolibet  factorc  oerta  ^«Imd  mdix.  %  CX> 
stare  débet ,  qua  «ubatituta  oibilo  congruus  reddatur. 

§  VIU. 

Postquani  demonstra^  iinus  <iiio  iikkIo  iiiflniins  nniiit  iii^  ('oiri|i1i'N(iriiiii  niuiicroriiii) 
oiDoiam  ioventatur,  quoruoi  nor»»  (actoreni  p  babcaat ,  quarrcnJutu  nobis  vidclur 
aD  lenper  inter  hoa  namcros  ecNuplexoe  exaient  quaram  Dorm  Ht  ipie  nomerii»  p , 
sive»  qûod  idem  vA,  an  quilibet  numerus  primin p  formie  jii>  +  t  in  1  —  i  ftctom 
prîiiMM  oonjuneiM  diffimli  poanL  Ad  hmic  fiium  ponamus  eaw 

/»=/(«)/(«•)/(.»)  .../(«^-), 

et  videaiiius  quif  indt  pro  numéro  p  sequantur.  Hujiis  producti  Tactore»  secundum  ra- 
dires  unilalis  a,  x',  s*,...,  quas  continent  in  periodo* dividanius.  Productuni 

factorutn  eoruni  qui  ad  eamdem  periodum  pertinent,  ex  ootisGl.  Gauuii  ibeorematis , 
erit  fimctio  rationalis  intfgn  Uocaris  ommnm  pariod«nuD  nmiKum.  Jam  ai  1  —  i  fâe- 
torilius  t  et / constat ,  et  e  periodi  /  terminorum  accipirntnr ,  qna»  Oanwii  signis  de- 
signamua  (/,  i  ) ,  (/,  g) ,  {/,  g  )  i  ...|  (/,  g'~%  produclum  tui  uin  foclonim,  qui  eaindem 
pariodaiD  cointhmint  hanc  forman  liabet 

et  simili  modo  producta  faclunuu  (jdi  i:ftt;r:i!>  pcriudu»  confiriunt  • 

(/.g  -  »). 

*  +  *.  (/,      +     (  f*S')  +  -  -H 

«le.  etc.;  • 

<|uarniD  oiuninm  productiim  quam  ift  funetio  invariabi}!»  (ajmetrica)  omiiiaiii  perio- 

donim  ,  ab  its  periodis  lil^ertim  est ,  et  formam  certam  gradus  t-  et  c  +  i  indelennina- 
toram  6,  etticit,  qui  facile  ad  e  iodelemiiaatos  numéros  reducuntur. 

l^tnr  «  e,  y  WDtdt^iaorei  numcri  —  t  «  numerus  p  repneacDlari  ddiet  per 
formam  t*ertani  gradus  r  rt  e  indeterminaloruni  ,  idcmque  per  formaiD  glldlis  e'  eie' 
indeterminatoruni ,  etc.  lioc  autem  pro  certis  numeris  p  et  à  fieri  non  possc  facillime 
inteltigitur  ex  forma  secundi  gradus  et  duorum  indeterminatoruni ,  quam  p  Labere  débet , 
ai  in  X  —  I  AwtON»  primoa compkiiM  dilBadi  potest ;  dm  «bùd  periodi ,  quarum  altéra 

ad  raûtua  qaadralica ,  alieca  ad  non  reaidaa  perliBet,  vdMca  habeni  — ?  r*" 

a 


et  • 


indc  jjioductum  ex  altéra  seœisù  factonim  complexorum  numerî  p 


2 
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compoiitaiD  huie  femaia  hibdiit  *  ^ — —f  et  ipie  nninera»^  habébit  fiimain 

a      ).  /'  '         ,  , 
p  =  • — —  ,  seii  4  />  —  a'      /       quain  nnmen  fomine  w  >  -t-  i  non  semptr  j).<- 

4 

liunUir,  ^iquidero  pnelcr  formaiu  principalemali*  qaoque  fomuenoo  cquivaleot^  se- 
ciindi  gradus ,  delcrminantis  q=  X ,  locam  ImImbU  Sinili  modo  «iMin  illioruni  gimdaain 
forina;  impediroento  mm  |M>Miint ,  quoraimis  mumm ^  in  1  —  i  faelorei  primos  oom- 
pie\os  dissolvi  qiicat. 

Quia  nnineri  prinai  real»  fomue  m  X  +  t  non  scmpcr  tanquam  producta  X  —  i  far- 
tonim  complexorain  KpncMatari  posMint,  oraliii  erian  nammwuai  integranmi 
roaliuni  proprietadbus  simplicibus  numeri  complexi  carent.  Pro  iis  gcn«raUtcr  non 
valet  prnpositio  fundamcntalis  ut  quilibct  nunierussit  productum  faclorum  complexonun 
•implicium ,  qui  neglectis  unitatibus  complexis  semper  iidcm  siot,  re  eoim  vera  non- 
nunquam  idem  numem  compoaitas  phuilNN  modis  divenii  Id  bclOMt  Hinplioes  con- 
plexos  dirfuKli  pot(^.  Eadem  res  eliam  hoc  modo  enuntiari  pot«>st  :  Si  numcrus  corn- 
plexus  per  aliam  nanaeruro  complexurn  it«  dividi  polest,  ut  quotiena  sit  înieger 
oonplexns,  fectora  nmplion  diviiorii  non  oUque  cum  fiidorilnis  nmplidbiit  di- 
vidndî  eompcnsari  possunt.  Quod  ul  dciDOPStremos  denuo  numeruni  ç  cognit»  illios 
congrucnti»  radicem  in  auxiliom  tporamas,  qiiK  hoc  modo  in  iactoret  diMolvtuir  : 

(I -«HÇ- «•)••.(«-«*"■)— »  (mod.rt. 

Jam  ai  bsHmv»  divisoris  />  cum  fielorQMH  dividcndi  lonereotur»  j»  cniB  iliquo  lac- 

toram  Ç  —  1,  Ç  —  a  ' ,  etc. ,  faetorem  commimpm  hab^rpt ,  idcoqne  etiam  etim  singulo 
quoque.  Sit  ^(a}  hic  factor  comtnunis  numéro  ni  m  p  et  Ç  —  «,/(«')  t*ril  factor  roro- 
manb  nmmronim  ^  et  «t  ila  porro  j  omiitt  igitur  omncri  comptai  conjnnoti 

/(a), /(a')  .../(«^i),  fiwston»  «ment  mimai  «mnmqae  ïnier  te  divmri,  quia 
î  —  «,  Ç  —  a',  etc. ,  non  poisunt  factores  commun*^  haben*  nisi  eos  quortim  norma 
sit  I  vcl X ,  sdlicet  at  —  a%  a  —  a',  etc.  Inde  sequeretur  ut  quilibct  nnnwnis  primus 
p^m\-i-t  oMl  préduetam  \  —  t  fiwtormn  comptexontm  «onjanctoram  t  quod  in 
nniversum  non  pro  omnibus  valtn  ibiis  minuTortim  />  cl  a  valerc  supra  deinonstra\ inius. 
Maxime  doiendum  vidotur,  quod  htec  nnmcnmun  rcalium  virtus,  al  in  (aclorea  pri- 
mos dimolvi  pomint ,  qui  pro  eodem  numéro  tetnp«r  iidam  int,  mm  tadim  «tt  mmw- 
Foram  Gomplexorum  »  qvat  at  cmel,  toia  hne  doctrina ,  qns  mifd»  adhvo  diiBcvItaiibus 
laburat,  facile  absoivi  et  ad  fincm  pcrduci  posMt.  Eam  ipsam  ob  causa  m  numeri 
complexi,  quoi  hic  tractamus,  imperfecti  esse  videnlur,  et  dubium  indeorirt  potaet, 
nljiiin  hi  numert  complexis  eeteris  qui  fingi  possiut  pneferandi»  an  alii  qo^rendi 
emait ,  qui  in  hac  re  fuodamentali  analugtam  cum  numeris  inlegris  naliboa  ter- 
varent.  Attamen  hi  numeri  romplexi,  qui  nnitalîs  radicîbiis  H  numeris  integris  rea- 
lîbuscumponuDtur,  non  ex  arbitrio  facti  sunt,  scd  exipsa  doctrina  nunteronim  pru- 
«reiti,  atque  Iptoram  ea  ratio  est,  nt  in  doctrina  sectionb  dreuli  et  residoomm 
potcstatnni  altioram  nlterios  pramovenda  iis  earere  nullo  modo  poasimiit. 
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§  IX. 

Qattnmunenrnmprinwniinfoniuemlk  +  i  alii  in  >  —  t  Gu:t<»re!>coiuplexosdi9cer|ii 
possint ,  alii  non  poût ,  e  K  cfl  at  ÎBveoiatiir  qui  ei  quates  sint  il  nnneri  l  «t  j>,  pn» 
quibus  talis  repnwenratio  locum  habet,  atquc  ut  proiisqui  mînorem  tantum  numerum 
factorum  primoruin  bab«nt ,  horum  factoruro  numcrus  cl  furma  propria  iodagetur, 
quod  vero  proUona  alterioriintt  viroram  doctoram  perscrnfalioaiibiit  réUnqiNndttm 
«•t.  IpM  «t  bue  rem  accuraiius  cognosoerem ,  et  at  csMoplia  docwer,  OMoiant  mnae- 
rorum  primomm  infra  niillc-,  qu]  formas  babent 

')m      I  ,  -  ;„  -f.  j ,   1 1  w  -H  I  ,  +  I ,  i"]  m  -t-  i  y  iQf'i      i  et  o3  /"  i 

factures  phnio*  compulavi ,  cl  methodot  quibtu  uui»  uxm ,  et  ipno^  [ac tores  primo*. 
computatM  lioe  loeo  in  poMinm  «dtm. 

Allnm  ncthodus  facture  communi  (luoruin  num^runim  complexorum  ûncnteado 
nitittir ,  qtiod  problema  simili  modo  solvendum  est  atque  pro  numeris  integris  rea- 
libiis.  Si  <f  (a  l  cty"(a)  sunt  numeri  complpxi  quorum  factor  rommiinis  maximus  inves- 

tigandus  c»l,  et  N  if  (a)  ^  N /{<*),  a  nuiiieicj  iVacto  luuiueium  certurn  integrum 

Mibtraho  ^  (a),  que»  siquidem  fieri  pot««t  ita  eligo,  ut  oortna  residui  sit  minor 

■  •'(>;fi-*w)<.. 

lit  hoc  effioatur,  «voUu  productuiu 

F,.,  =/(«•)/(«•).../(.'-), 
ejiuqoe  anxilio  Ctiam  pruductum 

f  (a)  r(«)  =  C  H-  C«  -h  CoH  H-...-I-  C,     «'  -'i 

porro  acdpiu 

4» («}  SE  r  ^  c. «    et«*  «ly , 

et  rànplieîtsr  leribo  w,  loeo  fi/i»].  Inde  erit 

«tpoeiio 

îiîli^^ H- *.«»-(....+  *.  ^,  «*— , 

erit 

<-                 Cl            ,  Ct 
i—    —  c,    (i,  =  e,f    /«SB  *„  cic. 

ft  tt  ff 

Jam  anneroa  c,  c,t  'm  etc.,  ita  eligo  ut  ioic{ri  maximi  ant,  qui  aingulis  fractionilNin 

a6.. 
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C  C   Cl  . .  • 

~i  —t-^t  ele.|  oontiiMmtur,  quo  fiMAo  mimeri  4,  k,t  ^i»  etc.,  omiMS  cnint  poritifi 

n     H  H 

et  minores  uniuie.  Certo  talU  numcri  complexi  k  -t  k,»     X,it  kj^^^»'~  \ 

norma  parra  «rit;  Nd  lempeT  nm  nnitaie  minorem  tan  nondum  tiquet»  mqoe  ctiain 

leoipt-r  rf»  ita  le  habet.  Hoeuitein  loco  noLis  noundum  ««t  numéros  A,  X,,  /  etc.,  iis 
conditiijiiihus  (|ua)  posuimn;  nnntîtim  plane  lieienninatos  c*se  ,  omnibus  enim  coeffi- 
«•ieiililnis  C,  C, ,  C,,  etc.,  eodcm  numtro  auclis,  y  (a). F  (a)  non  niuiattir,  *ed  niimi-t  i 

CGC 

intpcri  maxinii,  qui  frartionihns  -  »  —  »  —  »  elc.insunt,  rêvera  mutari  possunt.  Nam 
'  n    n  n 

«  nuiueros  C,  Ci,  Ci,  etc.,  omnesa^alitercrescentesaccipimus,  numcri  /,  X|,  i„  etc., 

onmet  eodem  modo  ercscent ,  usque  don  nMimu»  eonim  unkaleni  iopenvcrit,  quo. 

foeto  umtiie  miaiiaidns  «t,  et  nibiio  oaMuam  mininnis  fit.  Eadem  noiMtoiie  Mpe- 

tila  patetîn  «mTOmini  oblineri  ).  numéros  complexos         «■+•*»«'+  .  .^X^;  _  ,  «'""** 

quorum  norra<e  divers»  sinl.  Jam  si  vel  omnium  hamni  norniariim  nutia  unitate  minor 

exîstet,  meUiodus  nostra  nos  déficit,  hune  autcm  derccium  non  mcthodo  vicio  dan* 

dora .  nà  Kl  ipin»  aatun  neccnuimn  «m ,  iofim  demonstnlritur.  Si  vcro ,  qood  twe 

maper  eveoire  wlet,  tiU»  nomn  anitole  miaor  fit*  habenrat 

n[^^--^m]<.,   ideoqoe   »[»(«)  ~/W  M»)]  < 

Posito  y  fa) — /"(ï) -J»  (a)  =:  R 'z) ,  patet  factnrptn  maximum  commimpH»  nvmeroruiu 
f  (aj  eiy[a)  cumdcm  esse  numcrorumy*(a)  et  H  i^z);  undc  indagatio  factoris  comtnnnis 
«o  redoda  cat»  ut  aKonm  duoruin  ooneramin,  qwH'aiD  norro»  minores  «aat,  facior 

(  Ointnimis  (iiurrondits  sit.  Itaqiir,  liac  mctliodo  ii'petita,  nisi  fnrle  casus  ille  advei'sus 
«veoit,  quein  supra  commcmoravimiis,  Uodcm  ad  duos  numéros  pcrvenimus,  «piorum 
altflr  fàcior  alinius,  Ideoqae  Irie  ipae  beior  oaaKnmit  «si  qnrm  «(uxrimus  ;  niju» 
norma  si  unitasest,  numeri  illi  sunt  inter  ie|irimi. 

Facile  haec  methodus  ad  fartores  primos  numeri  p  —  m\  H-  i  ind-ig^uidos  ^ipplic  .iri 
pote&t,  siquiUem  p  rêvera  est  productum  À  —  i  factorum  conjunciorum.  Qurni  ml 
finem  qwentiir  ndix  «liqna  %  congruenttB 

I  +  5 5'-H...+ Ç'^'wo  (moà.p^, 

(pi.T  si  y?  in  X  —  i  factores  conjunclos  diftindi  potr»t,  sempcr  talis  est,  ut  {  —  a  rl  /' 
faetorem  complexon  eommanem  lMb«ant.  Hic  igilur,  secondnm  metbodom  Ira- 
(lii  uii  invoriiiis ,  crit  factor  simplex  complexus  numeri  p.  Supra  vidimus  pro  torils 
nuraeri9/>  et  X  talcm  factorcm  commuuem  numerorum  l  —  «  et  />  non  adessc ,  quamvis 
norma  nameri  (  — k  per  p  diviaibilis  ait}  poiro  si  p«r  mvtiiodum  u-aditain  nuraeri 
complexi  oonsarum  minorum  qnamiDtor,  patet  coram  omnium  normes  per  p  divi- 

slbiles  esse,  quam  ob  rem  nullo  modo  ad  nonnam  lu'.itatem  pt-rvonire  iiossiiniiis;  seni- 
per  igilur  factor  communis  ab  unitalc  divcrsus  inveniretur,  eliam  ubi  talem  facloreui 
Qoii  ademe  deroonstraTlinast  nisi  in  omnibns  ib  cakuiti  evenirat  ut  norme  iaiiiis  nn- 
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ineri  coiBplexi  fracti  4     it,  «4-  i(«it*-i-...+       ei^~'  miiior  UOilMe  fieri  aoa  poiMt, 

(jii.i  (  orKUtifine  mcihothis  nostra  ad  finem  propositiim  p^riiiiccre  non  potpst. 

Altéra  meUiodus  mious  qiiidcm  direcU  tainen  multo  tadiiori  ncgolio  Ikclores  (iriiiios 
coniplexosDniMri  p:=m\+  t  prtMbet.  In  hae  omnes  congruentiv 

14- 5  <-Ç' -I-  -.-4- Ç'"'so    'mod.p  , 

radid'»  1^',  etc.,  io  uium  vocamus,  quibus  e  canone  arithmetico  a  Ci.  Jacobi 

edito  deprumptts,  siv«alio  iikkIo  invcnti»,  solutiones  congruentî» 

a  -h  a,  Ç  -H  «iÇ'  +.-.-4-  flji  '  sse  o  (mwi. 

i|a»rîinus,  e&  ^onttyMemate  numeronini  v , «■ ,  <?„...,  a ^ ... qui  liiiic  congruentiHr 
satisfactnnt  niimertim  complet  uni  /(«)=:«-»- «s  4- a, a' -H. -.-4- «,_,«'' ~'  cotnp<>- 
niiinis,  et  ex  omnibus  iis  nuiiiens,  quarum  norinx  per  theorema  supra  demouMni- 
tiim ,  §  VU ,  factorcrn  p  liabcnt ,  cam  eligitnus  quae  nmplicÎMimR  «it*  et  normam  qatm 
minilMiii  habcra  vidcatur,  qu»  jam  ipsa  a>nipuUnda  est ,  nt  appMreit  uiroro  reven 
ipsi  nrittipro  p  an  multiplo  cju»  Kqu»)i^  sit,  Si  evenirct  banc  normam  non  esae  ipsum  //, 
M'd  ojti»  iniiltipUim  e  ouBiem  coiaplexis  quarum  norma  per  p  diviabiks  aunt  aJiu» 
qtt«r«ndus  et  examîmndiit  «net ,  et  îi>  porro.  S  vero  homm  mimeioram  oomplexomin 
niilhis  ipsani  normam  p  habct,  hir  numerus  primus  p  St  admmienildin  Mt,  qui  \  — 1 
factoribiis  complexis  co^jnuclis  non  sont  componti. 

$X. 

Antciiiiaiii  ipios  numerurum  primurum  realiuiu  (actorei  primas  cowpkxus  quoi»  in- 
vcnirous  litteris  oomigiiMitis  pauca  de  iîs  pnmiitleie  vantait.  Pro  X  =  5,  11,  1 3, 
17  et  19,  onncft  onneffiMpriiMie  fbmwMX +1  in  primo  mille  oonieaiM  m  X'—t  fac* 

rorrs  (lissolvimits;  primus  nnmenis  1,  pro  qno  hnc  frcnns  fartortim  primonim  iii>n 
semper  dutur,  e»t  Dumcrutlk  =:  a3|  inK^r  m  tu  eniin  numéros  primes  forme  23/?i  1 , 
qui  minorei  «mt  quam  mille,  très  sont  qui  vigintt  dnalms  fitctoribus  primis constant , 
reliquos  autem  quinque,  qui  qunni  formam  quadraticam  ^■^a*  +  2ib-  non  pa» 
tianlur,  in  viginti  duo  factores  conjunctos  dissoivi  non  possunt,  in  undmm  factores 
primus  cumplcxos  discerpere  oobis  contigit.  Talcs  numeri  eumdcin  rbaracterem  habere 
videntnr  ac  numeri  primi  qui  nw  aunt  foitnse  + 1  t<pm  de  bac  nostra  commenta- 
lione  exdustmus,  Iii  omnes  habent  miniinem  nomerum  fàctoritm  eomplexonim  pri* 
moruni,  qui  non  tant  radicum  singnlarum  aequationi*!  v  =  1  quam  |>eriofloriini  fiinc- 
(ione«  lineares  sunt.  Simili  enim  modo  horuin  quinque  numerurum  primonim  lartorr^ 
primi  compleri,  quM  lovenimi»,  périodes  binanim  radicum  coMînem.  Quibiis  pnr- 
mi^  ipsot  factores  inventos  tradimos. 
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(t)      fli  JtssS,  et  «  ndixiiqMimm  «^si. 


Il 

ss  !!(«-(-«) 

401  s=N  (4 

3i 

491  a  lt(5«f-3(t -!-•') 

4« 

g* 

54'  =  »(3 — M  ~at*) 

7» 

lOI 

=n(3+«i — «T 

001  sK(5-4-3«— a*} 

=  »(3  +  «  —  «ry 

D3t  ~  W  (4  —  2a  —  a'y 

tSi 

=  N  (3  H-  a«  —  «*J 

041  =  N(5  -f-  3a  +  4»') 

181 

=  N  (4  -t-  3a} 

001  =  N{5-f-a  —  a'+  3at*j 

«9' 

=  N  (4  +  a  2a*^ 

091  =  N(3 —  3a —  2a*) 

31 1 

~  I>     —  2a^l 

701  —  «  (4  —  a  —  aa'-H  «*j 

241 

=:ri(4  —  a  +  «j 

751  =  H  (D  -f-  4*  -h  J«  ) 

î5i 

701  =  Jx{5  —  aît-f- »*} 

271 

=  N(3"3«-t-«') 

81 1  =  N(3  —  3=t  —  2«--f-  «•) 

281 

=  N(4 -!-«  —  «') 

821  =  N(4  — a  —  2a'+a«') 

3ii 

=:N(3-+-2«4-2«'4-a') 

881  f=  K  (6  4-  a«  -»-  «») 

33 1 

=  N(4-2«4-«') 

9IX  =  1I(5-H«*  — 

401 

i=!ï(4-|.3ii-rf) 

941  bN(4>)-3«— 3«*-<(') 

4» 

991  s  n(S— !«—««) 

43i 

1=11(4— 

99ias]t(S-|-ei-l-«i>) 

(1)     Si  1  =  7, 

et  a  ett  ndix  aquadoois  «'  =  t. 

29  =r  N(i  -t-a  —  a'j 

—  ÎV{2  +  a~  a'—  a«) 

43  =  W(2  4-a) 

379  ~  ?i  (3      2a  -t-  a' j 

71  =  N  (2  -f-  3t  -(- 

4ai  =N(3-»-a  +  a') 

ii3  =  N(2  — a-f-«*) 

449  =  N(a  +  a  — «>—«•) 

147  =?ff2  — «) 

463  =  N(3+a^ 

197  =:?i(3H-«-h«^-*-«t«) 

491  s  H  (3 -h  «  4- tt>  —  «^) 

S47-H(3+«} 

a39=N(3+ste+a«»-|.«») 

617  s  N  (a -1- « -i- «*  «^) 

a8is]l(d— «— M^) 

• 

63i  3sIf(a+a«^«*-f-aM-«0 
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65<)  = 

827 

=  N(2  +  aa- 

-  a* —  a'  j 

673  = 

Nf4  4-  Sa  -H  2«'+  a'  +  aot«) 

883 

=  Pî(ï_a'__ 

2a'—  «\ï 

701  = 

S  (3  -+-«-(-  «* —  a' -H  a*) 

9" 

=  N;3-4-2a- 

■  a» H-  a') 

743  = 

N(3  4-  2a  — a^— a') 

ip3 

—  N  (3     s  — 

a-'—  a') 

757  = 

=  N  (3  -t-  2a  — 

-  «•-+-  aa^) 

(f)       Si  )i  =s  11»  et  a  est  radix  «qualionis  a"^  1. 


?3- 

N(l  +  «  -h  a') 

463  = 

K(l  —  (t—  ■»+  «^4.  af) 

G7  = 

Ni  1  H-  a -+.«'-4-  a'-^  »») 

617  = 

Il(a +«-!-«*+«") 

«9  = 

N(i  +«  -»-  a'-l-  «•) 

661  ^ 

N{n-«  —  a'-h  ee«— «•) 

'99  = 

N(i  +  a-^  ï'\ 

683  = 

N(2-+-a) 

33i  = 

N(l  —  a  -f-  a'-+-  a') 

727  =r 

N(l  -t-  X  -î-  i>—  a») 

353  = 

N(i  +  a-f-  a'-(-a'—  a') 

859  = 

N(l        -t-a'-f-a-'-f-  a  —  a'I 

3'i7  = 

N(i  -l-a^a'— a') 

881  = 

N  (  1  -t-  a  4-  a'-^-  a*—  a' —  « 

1'9  = 

lS(i  +  a— «»-!-««) 

^7  = 

Nfa-i-  a'—  a'—  a»; 

99" 

=r  N  (2  -+-  «  -f- 

(4)      Si  >:=  i3»  et  a  «rt  fidix cquilîonit  1. 

79  =  N{i  —  «  +  «'•)  547  =  N(i  -  «  -  «»-|-  ,<) 

i3j             — a-f-a")  S^=rN(l+«— «'-4-«tP4-«") 

157  =  N  ^1+  a  -t-  a'-h  a')  fi^ ^  ss  H(l  —  «—  «•) 

3l3  —  N(l  -  a-^-at»-»-  a*)  gSg  =  N( I  +  a  —  a'-  a>-h  a  ) 

443  =  N^i -Ha  -  a'-+-a')  91,  =  N(l  4- a'+ a*— «") 

9^7  =  I*  l'  +  «*—  «'+  «")' 

(II)      Si  l  17,  «I  K  ctt radix aqiutioDb  *"=  1. 

»oJ=:  11(1+ «'+«•)  443aî»(i +«  +  «•-!- 
l37saN(l+«  — 6lSssII(t  H- 

aSg  s  N(i  +  «  4-  «>]  647  =  R(i  -I- ,  +  «'»"«-  «''} 

307— «-*-*')  9igs:II(i+a-f-«(<+«t^-|.K-') 

409                     ««}  9S3  s:  N(l +  >  + 
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(fl)      Si  ]t=  19»  et  «  est  ndix  aequaiioai»  «**—  i. 
191  =  «0+01 4- et")  457  =  W(i -♦-■-«-«»} 

4l9BN(l-f-a  — «*)  647  =»(!-«»-{-«•} 

761  =R(i— 
(7)      Si  IssS»  et  «  est  nMlix ttqiMtioa»  «'*ss  j. 

599=  N(l -l-er"— a'"}  tîgi  =H(t +  «  + 

»a9=Il<l-»-a"-f-«»«) 

Reliqiu  numeri  primi  form»  23/n  -f- 1  infra  mille  undeciin  foctuhbuÂ  puinisioosunl, 
kabet 

47  factorem  a' -f*'» 

i39       •      »'»+«"h-«^+k'»+ «♦-!-«'» 
177      •      a -H  «"H- «'* 

4S1        •       «  +  «"4-  «"-t-  «'»■+-  «•+        «•+  «" 
967      •  a 

§  XI. 

Quac  de  numeris  coniplexis  et  de  eorum  factoribus  primis  f  omnii niatr  stimtis  ad 
doctrinam  de  secùone  cimili  feliossimo  sucoeaw  appUcari  poMuat.  la  hac  enim  doc- 
irim  talei  nunwri  comipliwii  coramqae  pmduola  maxint  monwoii  titot,  quonim  v«ni 
■ndoks  îo  hMM  eUriHiiBa  ponutnr  A  in  heton»  primos  diffinduntur. 

Sit  p  numerus  primtis  realis  formie  ml  -Hl*  «  ndix  ûnagiiiaria  «quationift  =  1 , 
^  radix  fHriniitiva  numeri  primi et 


Totiu»  fere  docirina'  de  «  irciiH  srrtione  caput  est  forniK  buju5  (a,  x)  po testas  «xpo- 
neotts  'a ,  qu«  a  radice  x  nun  pendet ,  sed  radicis  »  functio  ratiooalis  ÏDl^ra  est,  ideo- 
que  nanenia  complexus  ejus  genem  quod  supra  traelavtniM.  IpM  hut  fofiniila  («  >  «)  > 
quant  Cl.  Lagmige  prinaus  adhibuit,  propriatalïbM  imisinlnis  gaudet,  quarun  naxi> 
mas  Cl .  iaiotrin  primiis  iovenit 

(«»«)(«"■'»*)  =  #'» 
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Qoiueru»  complexu»  >|»  {m)  lU  Msmyer  cont^ratus  e^,  ut  sit 

+     +     ')  =P- 

Inde  poMiu 

(«,»)  (.,*)  =  («»,*), 

(«.*)  («»,«)  =  («Sx), 


uti|iie  aqnatioaiba»  inter  le  multiplicalif ,  adhibila  braobi 
fit 

ISunieri  iiil^ri  complcxi,  quibus  hoc  productum  constat,  i{>,  (a),  <}')  ^i^^Ji  c^-i  <■  ^ 
invioem  iu  pendent,  ni  qnamvîs  Don  tingotî,  «uneD  prodactum  oamiam  per  unum 

eonim  exprimi  possit.  Tali  autein  rrthirtiune  non  indigenius,  si  pro  nuni«ris  rom- 
plexis/»,  V    j  1 ,  y   '  /  • ,  ctr. ,  qui  roinpo^iti  sunt ,  eoriim  factores  primos  adhihfrruw  , 

quo  facto  repr.es<.'iit4-)iio  iorni»  -r)'  solos  factores  primos  conjunctos  nunwri  p  cun- 
tinelMt.  Duqoisilioneai  nMtram  ad  taks  ntimefiM  prinKw  p  rratrin^tes ,  qui  in  X  ^  i 
bcttirM  cqmplfiUM  coajalkctw  difliiidî  poainiit ,  iMbemm 

=  /(«*).•./(«*-)  = 

etiam  numeri  eonpfesi  ^,  (a),     (x) ,  etc. ,  «lios  Gurtoret  primoe  babcre  non  pos»unt 

nisi  eos  qui  in  />  rcpcritinlur  ;  C4t  eniin  ,  pro  qiiolibot  niirin-ro  r,  -l.  (y'  '-j  i  /- . 
el>apra,§  VI , demonstravimus  numerum /> ,  Qcgiectù  UDÏtatibu*  cotnpiexis,  quibus 
faclom  afléctî  eue  possunt ,  pluriba»  modi»  divenît  ib  1  — '  i  ftctores  piimoa  d»- 
solvi  Don  posse.  Quilibct  igitur  DDOMroniiD     {»)  M*  producuun  altcffiai  Minùsi» 

factonini  /{x'  ,  /'  >  '  ,  rte.  ,  et  unîtas  complexa ,  q«ia>  farfor  accédera  pofwf ,  si  jw-r 
f  ^aJ  (Icsignatur,  cuiiditioni  ^  [at)  y  ^«-'J  =  i  satislaccre,  idcoque  sccuDduin  ca  quw 

f  IV  inviannat,  simples  ««tndba"  tm  Mm,  lads  boo  fadonm  coaqMMilonnD 
factoribttt  siinplicibB»  aubatitoda,  kane  fbrmam  babcmoa: 

înquam,,  '/>;«  /"i,  etc.,  suot  exponentes  integri  positi\n,  qiius  jam  détermina- 
tan  aamiM.  Prîmvai  adUbiia  fonDola  sini|ilîd 

(•.x)  («-,«)=#.  =/{«)/(«»)/{«») ...  /(«^-), 

m, Œ       ai«  +  AT s  X»  al6.f 
T«iMm-Haiia(7.  A  7 
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i.  e.  suinm»m  binonitu  p*pciTicnTinm  ,  ab  ffritio  et  a  Rnc  sefpt*  dl&tantnHn ,  eon- 
stantem  esse  et  numéro  À  aequalem  ;  unde  sequitur  ut  omnes  hi  expoDentes  numem  a 
minores  «m.  Debde  per  fomnlsoi  gencraliorcm 

[a,x)  (a%  -r)  _ 


fit 


 ;  =  l^'Wri 

ei  quia  quotiens  talium  numcrorum  i  oiii|iIo\iii  um  ,  quorum  norma  est  nunuMii';  [tri- 
mus,  non  potest  integer  esse,  nisi  singuli  tactciros  dcnominatoris  cum  (actonlms  rni- 
meratoris  compensaotur ,  et  quia  hic  quotkns  potesiati  a'"  numeri  complexi  arqua  lis 
est ,  nnguli»  tribut  potsaunibu»  nimMri  pridù  /(a^)  in  uoam  eonjuactb»  ftcile  cdligitur 
pro  qyolibet  ninnero  il  cwe  debere 

«4  +  «^  — «,■■0,  (nod.i)} 

indv,  pmito 

imt^fH,    sive  m  j  se        (niod.  À) , 

fil 

Wl    SB       =:  et  w    as  ^  r   (iHod.  A.  i , 

j»  *  V  * 

Jiique  MibMitatis,  eongracDda 

M/i  +  JW^      IW  y  iB  o 

mutatur  in 

j     -j-  'j  M  o  (mod.  ij, 

unde  poaito  A  =:  1 ,  babonus 

H, -i- ra„  —  (r-4-t)«   9B>o,  siuss-    et  w  — ' —     (mod.  À]. 

Jam  si  primom  ^oma  r  k  i ,  fit  /> ,  cquaic-  Dumero  m  cujiu  index  migniua  est  ; 

deindc,  posito  r=t,  id^m  spqualis  invenitur  numéro  n  cujus  index  congriitis  est  |  : 
tum,  poaito  r=i,  ctiam  n  cujus  index  j  illis  aequalis  invenitur  ,  et  ita  porro;  numen 
aui«m  fradi 7 ,  t*  ii  «le. ,  ooûiibas  numeri»  fauegrit  1,  a*  3,  etc.,  «lai  alinordine , 
ciin^rui  sunt ,  madiilo  \;  itaque  numeri  '/  pro  oronibut  indicibnt  diwenb  micm 
tunt  et  indices  omitti  potsunt,  que  facto  habentiis 
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qum  detenpiiMtio  leven  tw^fpffeffjm 

\tro  quolibet  valore  numerarum  1  et  r  sati&fnrii.  Imlc  dabemus  theorenia  insif;iM  : 
St/{»)  est  factw  primm  complexus  nmnth     cujm  norma  ctt  kftst  numenu  pf  est 

(«,      =± ««/". («)/"» («•)/"•  («•).../"*"' 

expontHtes  potestMmm  radiàs  «,  <»/  foo/  pertimemt,  muUiplicati  omîtes  ridem  numéro 
rongnù finnt pm  ntrydnlo  \.  Nuroerus  primtis  complexus /[a],  alla  radice  imaginaria 

«quationis  a^=i  accepta,  etiamtigoo/(a']  desigoari  potett,  in  qun  r  e«t  oumerut  in  lé- 
ger ariritraritit,  quen  û  iti  di^mas  at  nt  ttr^i  (mod.  1)  exponente»  m,,  m»  tte-, 

non  jain  pcr  CQngruenlîain  m^ss  ^  ?  M  per  hiQC  sin^UciQ^eM  (ffiod-  X)  deter- 

minatiiTi  pnetecea,  quuin  omnes  debeant  «Me  noioorM  qtun  i ,  nibil  ampiiu»  indeter 
•nioMi  vcliieliini  «t  nU  radix  «,  qo*  ex  MDinbat  nqnalloiiiB  «'si  nuKdbiu  ima- 
ginanii  eligeiid«  «it,  et  unins  «implex  d:«"  qus  hoc  itrodoetuio  mvhiplieeilUBi  ait. 
Inde  Ibnn*  («i  -r}   reprataentatio,  qu»  aeclionis circuli  caput  est,  pro  omnibiisî»  no- 

rocris  p,  f\v\  in  >  —  i  fartore^  roniplexo*  ronjunctos  diffindi  possunt,  ad  simpliril.iti-iTi 
maximam  perducta  e«t.  Onines  enirn  diflicultates  et  calculi  loogiores  co  revucati  sunt , 
nt  numeri  pss  m\-^-t  fietoKS  priiui  complexi  ioveniaiilur,  qood  HNthodomin  mpra 
traditarum  ope  facile  fierfiritiir.  Quum  numci  u-^  •  .  cujus  norma  est  p,  siquideni  rê- 
vera talis  numerus  datur,  non  plane  deterininatus  sit ,  ted  semper  infinité  niuitis  niodis 
dÎTenitcxhiberi  po&sit ,  dabnin  inde  oriri  po«et,  quiMUin  onmiam  honuD  oameroruin 
Mcipiendmait,  nisi  productum  illud  hac  fiit«lefnidei«l,  ut  pro  onraibns  iisdivenîi 
numerîs  semper  idem  sit.  Facile  hoc  lhrorem«twm  paragraphi  quart»  aiixilio  ilemons- 
(ratur;  naw  si/(a)  est  aliquis  numerorum  quorum  norma  est/>,  teieros  omnes  de- 
rnoottratiniut  hac  foruM  cooiineri  /(a)  f  («},  in  q<u  f  («)  ctt  «niia»  eomplexa:  inde, 
$i/ice)  f  (x)  loeo/(a)  in  feramla  (G)  Mbttîtainr,  aoeidit  foelor 

(a)  t"'!»')  ?"••(«•)•  ■  ?"''"'(«'-•)  =  ♦(«). 

Uac  unitate        cum  reciproca  4>        multiplicata  ,  quia 
At 

=lfWt(«')f(-^)...T(«'-0]'=  •  ; 

nnitat  aatem  oomplexa,  qu«  pot'  roc  iprocan  luam  mulliplinta  unitatem  realem  «flkit, 
simplici  uoitati^a'  aqualis  est;  itaque  quum  sit  <^  :=:::  + a'  videmus  solam  nvla- 
donem  levem  quan,  subatîtuti»  aliia  oanieris  oomplcxit/f«)  laqoationi  If/(^ei)  =  />  sa- 

a7.. 


JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES 


tbfimentibus ,  formula  iC)  pati  posait,  «a»  caae.  Ht  loea  foetwit  »*  d»  qnacnnqne 
radix  «quationb  a'  i=  i  substituenda  sit. 

Ut  methodi  in  bac  paragrapho  explicaUr  indolem  veram  melius  cugnoscamus,  ad 
eam  reapidmn»  qaa  CI.  OavM  ociib  eat  in  oectîooe  «epliiiia  JitqirisitHMiuro  nrilliinie«i- 
carum,  §CCCL\1II ,  uh\  rasnrn  >  =  3  in(,'fninsis^çimr  pertractavit.  Hic  lolam  uni  <<i 
reduxit  ui  aumerus  in  formani  r  -H  27  u'  redigatur,  et  quum  eo  perveoiaset ,  pro- 
Mema  A  omoi  parte  abaotutain  esae  tcnauit.  SimiK  modo  Mcundmn  metboduiD  "«1*1111111 
nuroen»/^  in  formamcertam  gr.nUi»!  —  t,  totidemque  indelcnnîinionini  iwligi  dcbet, 
qiKi  facto  dinScultates  omnes  sublat»  »unt.  Quum  enim  norma  sît  forma  certa  gradus 
A  —  I  et  X  ~  I  iodeterminatorum ,  talem  factorem  piimum  complcxum  nuoieri  f/  knve- 
nireidcm  ett,  «(que  hune  numeram  in  fimnani  dictam  redigere.  Si  omncs  numm 
primi  /j  fortn*  in  hanc  formaro  refli^;!  posstnt  ,  sive,  quod  idem  est,  si 

in  'A  — I  factores  complexo»  ooojuovtos  dîacerpi  powent,  tuUus  doctrine  de  riiruli 
•eetîMM  |ian  majorconJbeucatet  ;  quttm  veto  non  onmet  nnmeri  /y  reprxMnutionem 
per  fomuuH  tUam  padantar,  ntm  at  «dam  pro  iia  foma  propria  expveHÎoniii  (a,  »)^ 
inveniatur.  H»(  aiuem  k-s  niaximis  difficultatibiia  obnokia  «M»  qiut  ut  Mpcrcntur 
magno  eàam  virortim  doctorum  labore  opua  erît. 
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THÉORÈMES  GÉlfÉRAUX 
rail 

LES  SYSTÈMES  DE  FORGES  ET  LEURS  MOMENTS; 

Fa>  m.  CUÂSLES. 


1.  Deux  svstf^niPs  de  farces,  en  nombre  quelconque,  sont  dits 
ctfuivalents ,  quaml ,  par  la  coiiiposilion  et  déonmposifion  des  forces, 
on  peut  ramener  un  système  à  l'autre;  ou,  en  d'autres  lernieî»,  quand 
toutes  les  forces  de  chacun  dci  deux  systèmes  étmt  transportées  paral- 
lèlement à  elles*mémes,  en  un  même  point,  les  forces  desdein  systèmes 
ont  la  même  résultante,  et  donnent  lieii,  par  ce  déplacement,  au  même 
couple  résultant. 

Quand  nous  parlerons  de  deux  systèmes  de  forces,  sans  dire  qu'ils 
sont  t^(fuîvalents.  Us  seront  tout  à  fait  arbitraires  Tun  à  Tégard  de 
l'autre. 

2,  TuKOHEMF  I.  Quand  nn  a  deux  systèmes  de  forces,  si  IDn  mul- 
tiplie chaque  Jorce  du  premier  système  par  chaque  Jorce  du  second 
sjsMkm»  ei  par  le  cosinus  de  l'angle  des  dwx  Jorces,  la  tomme  de  tous 
ces  proAuts  aura  ta  même  valeur  que  la  somme  des  produits  senUfla- 
blement  faits  à  fégard  de  deux  autres  systèmes,  équivalenis,  respeC' 
tiveinent,  aux  deux  proposés. 

Soient  a,  a',...  les  forces  du  iMemier  système,  et  i,  A',...  <;elles  dti 
second.  Représentons  par  i«/'cos(rt,A)  la  somme  de  tous  les  pm 
duits  dont  chacun  sera  formé  d'une  force  du  premier  sysf< me  multi- 
pliée par  une  force  du  second  et  par  le  cosinus  de  l'augie  des  deux 
forces;  soient  de  même  A,  A',...  et  B,  Bf,...  les  forces  de  deux  systèmes, 
épdMlmtt^  respectivement,  aux  deux  premiers;  et2  ABcos  A,  B)  la 
somme  des  produits  bits  à  l'égard  de  ces  deux  systèmes  :  il  s'agit  de 
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prouver  que  Ton  a 

(f )  2 ab  cos  (a,  b)  ^  lABct»  (A,  B). 

Démonstration.  Le  premier  membre  contienilra  une  .suite  de  termes 
ona  sera  fiicteur;  ce  seront  ab  cos  (à,  b)t  ab'  cos  (n,  leursomme 
ne  change  pas  de  valeur  quand  on  remplace  les  forces  b,  par  le 
système  équivalent  B,  F,...,  parce  qu'elle  exprime  le  produit ée  la 
force  a  par  la  somme  des  projections  des  forces  h,  b\...  sur  cette  force, 
et  que  cotte  somme  He  projections  reste  la  même  quand  on  «substitue 
les  forces  B,  B',...  aux  forces  b\....  Ainsi  la  somme  lab  {cos  ah) 
reste  la  même  quand  on  conserve  les  forces  du  premier  système  a ,  a',... 
et  qu*on  substitue  à  celles  dn  second  système  6,  b*^,.,  les  forces  équiva- 
lentes B,  Vf...  ;  c*est-Wîre  que 

Z  ab  cos  (0,  A)  =  2<iB  cos  [a,  B). 

Par  la  même  raison , 

2r7Bcosi^a,  B)  =  ^ABcos(A,  B). 

l>onc  enitn 

2  ab  cm  iftf  6)  :=  2  AB  cos  (A,  B). 

a  Ç.  F.  D 

3.  Ce  théorème  est  le  fondement  de  plusieurs  propositions  générales 
sur  les  systèmes  de  forces  et  leurs  moments.  Il  donne  lieu  aussi  à  quel- 
ques coroUafres  immMiats. 

4.  CoroUain,  Supposons  que  toutes  lesibrces  a,  do  premier 
système  aient  une  résultante  unique  A,  et  que  toutes  les  forces  b*,.,, 
du  second  système  aient  aussi  une  résultante  unique  B;  A  et  B  peu- 
vent être  considères  coin  me  deux  systèmes  équivalents,  respectivement, 
aux  deux  proposés  ;  ou  a  dt>nc 

A.B.COS  (A,  B)  =  2  dii^cos  {a,  b). 

Concevons  que  les  forces  bj  b\...  soient  les  mêmes,  une  à  ime,  que 
tes  forces  a.  a'     on  aura 

A*  =  Za*  H-  »2 40' cos  (a,  a')» 

c^est*à'dire  que  : 
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ÇiMwf  pUisiéun  faiftn  «Ml  an»  nMtmtftf^  la  cmné  dê  eetie  rémU 
urnut  mt  i^<td  à  la  somme  des  carrés  des  Jiutes,  pius  deux  jins  la 
somme  fies  produits  de  ces  Jô/ves  muliipliires  deux  à  deux  el  ptir  le 
cùsmus  de  Canule  qi£eUes  comprennent. 

5.  THéoRjr.iCB  n.  Si  l'on  a  deux  systèmes  de  cmipies,  et  qu*tai  fasse 

le  produit  du  moment  de  chaque  couple  du  premier  sys  tème  par  le  ino- 
njrnf  de  rhaijue  couple  du  second  .système  et  fiar  le  cosinus  de  l'angle 
cotapru  entre  les  plans  des  deux  couples,  la  soinine  de  tous  ces  profluits 
conservera  la  mime  vedmtr,  si  fm  remplace  eu  deux  s/stèmes  de 
couples  par  detix  autres  qui  Imr  soient  équivalents,  respectivement', 

A.iiMi  soient  M,  M',...  les  motnenta  ém  couplet  du  premier  système; 
N,  N%...  ceux  du  second  système;  m,  m%..«  et  n,  ii',...  les  moments  des 
deux  antres  systèmes  de  couples,  ^uivalents  respectivement  aux  deux 
premiers;  on  aum 

(a)  IMNcos  (M,  N)  =:  lmnooe(mt  n). 

En  effet .  pour  composer  de&  couples  et  let>  (.lécoin|)user,  ou  porte 
sur  des  perpendiculaires  k  leurs  plans  des  segments  proportionnels  à 
leurs  moments  »  et  Ton  considère  ces  segments  comme  des  fbn»s  qu'on 

transforme  en  d'autres  forc^  équivalentes;  et  à  ces  forces  correspon* 
(lent  des  couples  équivalents  aux  premiers.  Il  résulte  de  là  que  l'équa- 
tion (i),  relative  'a  des  systèmes  de  forces,  donne  naturellement  l'pqifn- 
tioo  (aj,  relative  à  des  système»  de  couples.  Le  théorème  fsi  il«inc 
démontré. 

H.  CorolUuie.  Un  système  de  couples  m,  m',...  se  réduit  toujours  à 
un  couple  unique  M.  De  même,  le  système  se  réduira  à  un 

couple  unique  N,  et  Ton  aura 

Imn  cos (m,  n)  s:  MN  cos  (M,  M). 

Supposons  que  h  s  deux  systèmes  m,  m%...  et  n,  it'|.,.  soient  iden- 
tiquement les  mêmes ,  il  vient 

M*  =  Im*  +  aSfnmf  cos(iii,i»'). 
7.  Le  momerU  d'une  force,  ])ns  |)ar  rap|>ort  à  un  point  fixe,  est  le 
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même  que  U  momaot  du  couple  formé  par  cette  force  et  une  seconde 
force  égaie  et  contraire,  menée  par  le.  point  fixe  ^  et  les  moments  des 

forces  se  composent  comme  les  coiipl(«.  De  même  que  deux  systèmes 
<lc  forces  équivalents  donnent  lien  à  deux  systèmes  de  couples  équi- 
valents, ils  doiuietil  lieu  à  deux  systèmes  de  moments  équivalents.  Le 
théorème  général  sur  les  couples  s'applique  donc  aux  moments  des 
forces  ;  c'est-à-dire  que  : 

TntonJ'vtK  lll,  Etant  (innncs  dcu-x  .srsti^mes  de Joives  (juelcoTUjues . 
et  étant  pris  les  inoincnts  du  premier  sj  sterne  par  rapport  a  un  point 
Jixe,  et  les  moment*  du  second  système  par  rapport  à  un  second  point 
Jixe ,  si  Von  nudtipUe  chaque  moment  du  prenuer  système  pew  chaque 
moment  du  second  systfyne  et  par  le  connus  de  totale  compris  entre 
les  plans  des  deux  moments,  la  somme  de  tous  ces  pioduits  conse/vera 
la  même  valeur,  si  l'on  substitue  aux  deux  systèmes  de  forces  deux 
autres  systèmes  équivalents,  dont  on  pretuira  les  moments  par  rapport 
mac  deux  mêmes  points  jixes,  respectivement. 

Ainsi  soient  m,  m',...  et  n,  n',...  les  moments  îles  deux  systèmes  de 
forces,  pris  par  rapport  à  deux  points  fiscs  quelconques,  et  M«  M%... 
et  N,  N',..  les  moments  des  deux  autres  systèmes  de  forces  équivalents, 
respectivement,  aux  deux  premiers.,  ces  moments  étant  pris  par  rap- 
port aux  deux  inémes  points,  respectivement;  on  aura 

Sirh  cos  (m ,  n)  =  2      cos  (M,  N). 

8.  Corollaire.  Toutes  les  forces  du  premier  systi  nie  peuvent  étw 
remplacées  par  deux  seules  forces  doiit  Tune  passe  par  le  premier 
point  fixe;  le  moment  de  la  seconde  sera  équivalent  aux  moments  de 
tout  le  système,  c'est  ce  qu'on  appelle  le  moment  résultant,  oumo- 

rfirnf  prim  ipaî  du  système  de  forces.  U  est  égal  à  la  somme  des  pro- 
jections, sur  son  plan,  de  tous  l*'<;  tnoTnents  des  fores  son  plan  est 
celui  sur  lequel  la  sounne  de:»  projections  orthogonales  de  tous  (es 
moments  a  une  valeur  maximum. 

De  même  les  momento  n,  n\...  ont  un  moment  résultant  N  ;  et  lé 
théorème  donne  Téquation 

2m»cos('/<,  n)  =z  MNco&(M,  N).  -  « 
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Les  deux  iyttèines  de  forces  peuvent  être  îdeiitM|iies;  on  en  conclut 
M'  =  Im*  +  ^1  mn  of»  {m  tti^- 

9.  Reniai  que.  D'après  les  expressions  de  la  résultante  d*un  système 
de  forces,  et  du  couple  rtsaltant  d'ijin  système  de  couples,  on  voit 
que  les  deux  équations 

la*  +  92Aa'oos(it,a')  =  o, 
2  m*  +  a  2  mm' cos  (m,  m')  =s  o 

expriment  les  deux  conditions  d'équilibre  d'un  système  de  forces, 
données  par  M.  Poinsot,  et  qu'elles  remplacent  complètement  les  six 

équations  ordinaires  [*]. 

En  elTet,  ces  deux  ('>qtiations  comportent  les  six.  Car  soient  rt^.  /ï,  . 
rt,  \ps  composantes  de  l;i  force  parallèles  à  trois  axes  coordonnés 
rectangulaires;  et  ainsi  des  autres:  la  première  équation  devient  évi- 
demment 

(a^-H     +...f  +  {a,  -H  a,  +...)*  -t-  [a^  -h  a,  -+-...)'  =  o; 

d'où 

rtx  -1-...=  o,    ay  -t-      -!-...=  o,        -4-  a,  o. 

Et,  semblablement,  en  remplaraiit  chaque  moment  m  par  ses  projec- 
tions m,,  m,  sur  les  trois  plans  coordonnés,  la  seconde  équation 
devient 

xjn,  -f-  m,  -f-...)*  -¥  {ntj.  -+■  m,  -+-...)'     ijn^  -h  m, -h...}*  =  o, 
qui  donne 

OTi-1-...=  o,    m-*^  +  iit^ o ,  . iïi< -H  roi O- 

10.  TeioaftiSB  IV.  Étant  donnés  deux  systèmes  de  forces,  si  Von 
prend  Uê  num^Us  des  firces  du  pwnier  sjrttème  par  rapport  à  un 
point  fixe,  et  qu'on  multiplie  chaque  rmment  par  chaque  Jorce  du  se- 

'  cond  système  et  par  le  ànus  de  l'angle  que  cette Jorce  Jàit  avec  le  plan 


[*]  Ce»  deux  «quattons  se  trouveul  dans  le  Mémoire  de  M .  fiinet ,  sur  la  coinpusitiun 
iki  forces  «ttur  b  con^Mtitioin  des  noineBit  (voir  Jotunat  tle  fÉtote  Poijrtechni^ue^ 
xvn»  cibier,  «nuée  181S). 
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dii  moment ,  lu  somme  de  ces  produits  consen*em  in  même  valeur^  si 
l'on  remplace  les  deux  sjrsièmes  par  deux  autres  équivalents j  respec- 
tivement. 

Soient  a,  a,...  les  forces  du  premier  système;  m,  m',...  leurs  mo- 
incBti  par  rapport  k  un  point  fixe;  et  bf  ks  fercei  du  second 
tjstéme.  Soient  A,  A',...  des  forces  fermant  un  système  équivalent  an 

premier,  M.  M',...  les  qiomenls  de  ces  forces  relatifs  au  même  point 
fixe,  et  B,  B  ,  ..  des  forces  fermant  un  système  équivalent  au  second; 

je  di4  qu'on  aura 

Zbm  sm{b ,  m)  —  IR M  sin  (B,  M). 

En  effet  y  ai  par  le  point  fixe  on  mène  des  droites  représentant  des 
forces /X,  jui',..  ,  jx,,  fi^",,  •••  pioporiionnelles  nnx  moments  m,  m',.,  et  M, 
M'...,  et  perpendiculaires  a  iems  plans,  respectivement,  ces  forces  for- 
meront deux  systèmes  équivalents. 

On  aura  donc,  d'après  le  théorème  II,  Téquation 

IbiACwib,  p.)  =  Ihp,  cosfB,  p,). 

Mnis  ros  [b,  p)  ~  sin  !7>,  m);  cos  (B,  jt.,)  ~  sin  (B,  M'  ;  et  fi. .  fi,  sont 
proportionnels  à  m,  M;  cette  équation  donne  donc  celle  qu'il  s'agit  de 
démontrer.  Donc,  etc. 

H.  I.e  silène  de  chaque  terme  de  !a  somme  i  Awsin  m\  dépendra 
de  l'angie  que  la  force  b  fera  avec  l'axe  du  moment  m  ;  la  direction  de 
cet  axe,  d'un  coté  ou  de  l'antre,  c'est-à-dire  au-dessus  ou  au-dessous 
du  plan  de  ce  moment ,  dépend ,  comme  on  sait,  de  la  direction  de  la 
force  a  à  laquelle  appartient  ce  moment.  Si  nous  concevons  que  ce 
plan  soit  avi dessous  de  notre  a-il,  la  direction  de  l'axe  sera  au-dessus 
du  plan,  c'esNà-diie  dirigée  vers  la  partie  supérieure  du  ciel,  quand 
la  force  a  tendra  à  tourner  dans  un  sens  convenu,  et  cet  axe  sera  dt- 
rî^  au-dessous  du  plan ,  c'est4-dire  vers  la  partie  inférieure  de  la  voûte 
cMeste ,  quand  la  force  tendra  à  tourner  dans  te  sens  contraire. 

Mais  on  peut  déterminer  les  signes  des  termes  hm  dn  (ift,  m)  d'une 
manière  plus  directe ,  sans  introduire  la  considération  des  axes  des 
moment»,  et  d'après  les  directions  de*»  d''uy  forces  n  et  b  qui  servent 
k  fonner  ces  termes.  Fti  eilet,  supposons  l'axe  du  moment  m  an- 
dessus  de  son  plan,  le  terme  6/nsin(^,  nij  aiu'a  le  signe  -t-  ou  le 
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si^ne  —  inivant  que  la  force  bt  que  nous  suppoeoM  «Toir  fon  point 

dappllcation  sur  le  plan  inéaie  du  moment,  sera  au-dessus  ou  aii> 

dessous.  Dans  le  priMiiier  cas,  un  oeil  placé  k  l'extnMnité  de  ceMe 
forrp  p{  (liri<;é  vers  son  poiiil  d'application,  verra  la  force  a  tendre  à 
tourner  dans  un  sens;  et,  dans  le  second  cas,  tendre  à  tourner  eu 
sens  contraire.  ïkmCf  l»  sens  dans  lequel  rœîl,  placé  à  rextréroilè 
de  la  force  h  et  dirigé  vers  son  point  d'applicatimi ,  verra  tourner  la 
force  a ,  servira  à  déterminer  k  signe  du  terme  6insin  {b,  m).  Il  est 
facile  de  s'assurer  qu'il  en  est  de  même,  quand  Taxe  du  moment  m  est 
situé  au-dessous  de  son  plan.  Nous  dirons  donc,  en  tj;('nôral ,  quV-n 
donnera  le  signe  ■+-  nu  le  signe  ~  à  chaque  tei  nu:  h  lu  6in  1  b,  m),  sui- 
vant que  la  force  a,  vm  de  l'extrémité  de  la  Jorce  b,  tendra  à  tùtmur 
daax  un  sens  etm»mu,  ou  dans  foutre  sens, 

19.  LKMMt  I.  Le  volume  du  tétraèdre  qui  a  pour  arêtes  opposées 
tes  detue  droites  Si,  h  dont  la  pius  courte  fiance  est  r.  a  pour  exprès- 

a.b.rsin's.U 

sion  T.-  ■ 

ti 

Kn  eilet,  on  ne  ciian|je  pas  le  volume  d'un  tétraèdre  quand  on  tait 


i^liNsor  une  arrtc  dans  sa  propre*  direction.  D'après  cela,  soient  aa',  ??' 
Itïs  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre.  Par  le  pomt  a  menons»  un  plan 
perpendiculaire  à  l'arête  6ê'  ;  et  supposons  que  l'origine  i  de  celle-ci 
soit  dans  ce  fàtm.  Soient  eun"  la  projection  dft  l'aréte  m*  sur  ce  plan, 
et  €p  la  perpendiculaire  abaissée  du  pmnt  €  sur  la  droite  aai^.  Cette 
perpendiculaire  est  égale  à  lapins  courte  distance  des  deux  droites  a«', 
oê'.  I.e  tétraèdre  construit  sur  les  deux  nrétes  opposées  oca'  est 
équivalent  au  tétraèdre  construit  sur  Sè'  et  aa",  parce  que  ces  deux 
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tétraèdres  ont  trois  sommets  communs  ^,  a.  et  qv>e  les  quatrièmes 
sommets  a',  a"  sont  sur  une  parallèle  au  plan  de  ces  trois  premiers. 
Or  le  tétraèdw»  (6'6,  aa")  a  son  volume  égal  à 

aire  gaa"  x         =  \aa"€p  x  J  aa'.r.êê' 

=  ^oa'cosa'oa"  x  r.êê'  = -y oa'.SS'./  sia  (aa',  Së'). 

Ce  volume  est  aussi  celui  du  tétraèdre  construit  sur  les  deux  arêtes  op- 
pCMées  as',  iS*.  Le  tlitorème  est  donc  démontré. 

13.  Lemnb  a.  Le  tétraèdre  comtndt  sur  deux  Jôrees,  /mses  pour 
arStes  opposées,  a  son  volume  égal  au  pmdutt  ttune  des  forces,  par  le 
moment  rff  l'autre  force  relatif  à  la  prenu'ère,  ce  prodtùt  étant  di- 
vise pat  6. 

I!n  rtïet,  le  tétraèdre  construit  sur  les  deux  forces  a«',  êt'  a  pour 

.         m'.W  rsin '««',  €€'     „    ,  i    i  , 

voltuiif  ^,  C)r  le  moment  de  la  \orcv  y.-x  par  rapport  n 

la  force  êê'  est  Je  iiionient  de  la  rompnsniite  il»'  cette  lune  (  nmprise 
dans  un  plan  perpendiculaire  a  06',  pris  par  rapport  au  point  où  ce 
plan  rencontre  la  droite  W.  C'est  donc 

tut'Mp^^  aa'.r=  aa'c€»a'aa'.r=  «oc'.rsin  (aa',  êS'). 

Le  volume  du  tétraèdre  est  donc 

S6'  X  moment  de  ta  farce  uutf 

 6  

C.  Q.  F.  D. 

Renmtque.  Le  moment  de  la  force  <m'  par  itipport  à  la  force 

est  aa'  .0/?;  c'est  le  double  de  Taire  du  triangle  oiSa".  Ce  triangle  est  la 
projecliDn  d'iiri  triangle  qui  aurait  pour  base  la  force  aa'et  >nn  «com- 
met eu  un  point  de  la  force  c?'.  Le  double  de  1  aire  de  ee  truirrgle  est 
le  moment  dt-  la  force  eut'  par  rapport  à  un  point  de  On  peut  donc 
dire  que  :  Le  montent  dune  force  par  rappwt  à  une  drmte  est  la  pro^ 
jecthn  tkt  moment  de  la  force  par  rapport  à  un  pmnt  deJa  drmte,  la 
pn^ection  étant  faite  sur  un  plan  perpendicidaire  à  la  droite. 

I4i  Théorème  V.  Étant  donnés  deux  sy  stèmes  de  foives,  si  sur 
chaque  force  du  premier  sjstème  et  chaque  force  du  second  système, 
regardées  comme  arêtes  oppméc.^,  on  corisfrnit  un  tétraèdre,  la  snminr 
des  volumes  de  tous  ces  tétraèdres  aura  la  même  valeur  que  la  somme 
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semblable  /àite  à  ^égard  de  dmx  mOres  sjrstème»  de  forces  éqwvO' 
ImU  aux  deux  premiers,  respectivement. 

Ainai  ioient  a,  a',...  et  h,  b',...  les  deux  systèmes  proposés»  et  A» 
A',...  et  fi,  B',...  deux  système»  équivalents,  respectivement,  àoes 
deux«là  ;  on  aura 

2  tétr.  (a,  h)  =  1  tétr.  (A,  B). 

Dans  ces  sommes,  chaque  tétraèdre  aura  le  >\<^ue  -t-  quand  l'une 
des  deux  forces,  mic  de  rextrémité  de  l'autre  force,  parailia  tourtH  i- 
dans  uu  sens  convenu  ,  et  le  signe  —  quaiul  cette  force  paraîtra  tourner 
dans  le  sens  contraire. 

Démonstration.  Dans  la  somme  2  tétr.  {a,  h),  chaque  force  a  donne 
lieu  à  une  suite  de  termes  tels  que  a  x  (moment  de  la  force  b  par  rap> 
port  ka)f  et  dont  la  somme  est 

H,l  (des  moments  des  forces  A,         par  rapport  &  a). 

Or  la  somme  des  moments  des  forces  hy  b\...  par  rapporta  la  force  a 
est  égale  à  la  somme  des  moments  des  forces  B,  B*,...  qui  forment  un 
système  équivalait.  On  peut  donc  remplacer 

m2' moments  des  forces  ^,  b't...)  para2(momentt  des  forces  B,  B',...). 

li  en  résulte  que 

2  tétr.  («,  b):^l  tétr.  (a,  B). 
Par  la  même  raison ,  on  a 

1  tétr.  (<i,  B)  -  £  tétr.  (A,  B). 

On  a  donc  enfin 

2  tétr.  («1,6)  =  2  tétr.  (A,  B). 

C  Ç.  F  /) 

Quant  .iiix  signes  des  termes  tetr.  :^a,  b) ,  la  li.  luuitsUalion  induiur 
comment  il  faut  les  prendre.  Car  dans  la  somme  des  moments  de  pin- 
sieurs  forces  par  rapport  à  une  droite,  on  donne  le  signe  +  aux  mo- 
ments des  forces  qui ,  pour  un  oeil  placé  à  l'estrénrité  de  cette  droite, 
tendront  à  tourner  dans  un  sens  convenu ,  et  le  signe  —  aux  moments 
des  forces  qui  tendront  à  tourner  dans  l'autre  sens. 

15.  Comiiaire,  Supposons  qne  les  forces  6»  6*,...  soient  identique- 
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ment  les  mêmes  que  ks  forces  a,  a',...,  respectivement;  etqtie  A,  A',... 
t>t  B,  B',...  soient  aussi  deux  systèmes  identiques:  on  t:n  couciura  que 

f'tdut  (lonw's  (Iptix  syxtèmps  de  forces  ('(juivalenteSy  la  somme  Hes 
tétraèdres  comtruits  sur  les  Joives  du  pieinier  système,  prises  deux  à 
deux  comme  arêtes  opposées ^  est  égale  à  la  somme  des  tétraèdres  con- 
struits sur  les  forces  du  second  système ,  prises  aussi  deux  à  deux 
cmnme  arites  oj^posées. 

Ce  que  nous  disons  de  deiv^  sjntémes  équivalents  s'entend,  évi< 
denunent»  des  deux  système^  qui  se  font  équilibre. 

16.  Il  soit  de  là  que  : 

i>e  quelque  manière  qu^tm  remplace  par  deux  seules  forces  un  sys^ 
ième  de  forces  en  novAre  quelcmique,  le  ^Iraèdre  construU  sur  ces 
deux fènxs  a  toujours  le  même  voUmte, 

17.  Ce  Tolume  sera  nul  n  les  deux  forces  sont  situées  dans  un 
même  plaa*  auquel  eas  elles  formeront^  un  couple  on  se  védinroot  4 
une  seule  £»rce.  Donc  ■ 

La  coudition  géométrique  pour  qu'un  système  de  forces  ait  une  ré- 
suUautc  unique  ou  se  réduise  à  un  couple,  est  que  la  somme  des  vo- 
lumes des  tétral^dres  construits  sur  ces  forces,  prises  deux  à  deux, 
comme  arêtes  opposées,  soit  nulle. 

IH.  (^iiarui  les  forces  se  (ont  équilibre,  si  on  les  divise  en  deux 
groupes,  les  forces  du  premier  gioupe  font  équilibre  aux  forces  du 
second.  Donc,  d'après,  une  remarque  ci-dessus,  n"  15,  on  peut  dire 
que  : 

Quamf  des  forces  s/e  fem  iqsàUhre,  la  stmune  des  volumes  des  té- 
traèdres construits  sur  plusieurs  de  ces  forces,  prises  deux  à  deux 

cnmme  firf^frv  oppnsées,  est  égale  à  la  somme  des  volumes  des  tétraèdres 
rnmtruits  sur  les  autres  forces,  prises  deux  à  deux  comme  arêtes  oj^ 
posées. 

19.  Ainsi  :  Quan'f  quatre  Jarres  se  font  é<}uilibre,  le  volume  du  té- 
traèdre cotisiruit  sur  deux  queicf^n^ues  dlentiv  elles  est  égal  au  volume 
eht  tétraèdre  constndt  sut  les  tieufle  iuitms» 

II  est  aisé  de  voir  q^e  quatre  forces  qui  se.  font.équilibre  sont  tou- 
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jours  dirig<^  suivant  lei  généralricet  tl*iln  mêltie  ttodfl  de  g&nération 

d'un  hyperboloïde  à  une  nappe;  ou,  en  d'autres  tcrhies,  qne  toute 
dmit(>  qui  s'âppuie  «il>  trois  d'entre  elles,  s'appuie  nécessairement  sur 

la  quatricuie  [*). 

^SO.  Théobkme  Vi.  (^luiiul  (Iftijr  srstPtnes  de  jorces  i-niit^dleiits 
sont  appliqués  à  un  mânie  corps  solide,  si  l'on  imprinw  au  corps  un 
mouMtttent  infiniment  petit,  et  qu'on  fasse  le  produit  de  chaque  Joree 
par  le  déplacement  de  wn  point  dapplieaUon  dans  h  sens  de  cette 
force,  In  somme  des  pnkhdis  retatifs  aux  forces  du  prunier  système 
sera  égale  à  la  somme  des  produits  relatifs  tua  forces  du  second  sys^ 
tème. 

Soif  mm'  le  dcplaci  iiuMit  tlii  [joint  (ra|)|)licahon  de  la  force  a, 
n.mm'.cos  \a,  min')  sera  ie  tenne  relatif  a  cette  force  dans  la  Mjiniiie 
1  a,mm'.CM  («r,  maf).  Il  a*agit  de  prouver  que  cette  somme  oonaerve 
la  même  valeur  mtmérique  quand  on  remplace  les  forces  a»  a\..,  par 
un  autre  ayaiêine  de  forces  équivalent. 

Tout  mouvement  infiniment  petit  d'un  corps  solide  libre  petit  être 
considéré  comme  produit  par  tîeux  mouvements  simultanés,  l'un 
de  rotation  autour  d'une  certaine  droite,  et  l'autre  de  translation. 
Soient  mp.f  nip.'  les  deux  composantes  du  mouvement  du  potnt  m; 
MfA  est  due  à  la  it>tation  du  corps  et  a  une  valeur  difii§rente  pour 
chaque  point ,  et  mjtt'  est  due  la  translation  et  est  la  même  pour  tous 
les  pokits  du  corps.  La  somme  des  projections  des  deux  élémènts  mjui, 
mp,'  sur  la  force  a  est  égale  à  la  projection  de  mm'.  On  a  donc 

iiim'cos(A,  mm*)  =  m|Uico«(a,  mpi)  -h  fi^'oos(a,  mfi'). 
On  a  donc 

£a.mm'.cm(a,  mm*)  =  2A.M|ui.cos(a, mp.)  +  m^ïa.c<»iny  mp.'). 

Nous  faisons  sortir  mpi'  du  signe  2  parce  que  le  mouvement  de  transla- 
tion mfi'  est  commun  k  tous  les  points  du  corps.  Le  terme  2a.coB  {a,  mp.') 
exprime  la  somme  des  ptojections  de  toutes  les  fotties  a,  e^,..,  sur  la 
droite  mp.'.  Cette  somme  sera  la  mémo  pour  un  autre  ^stème  dé  fotctii 


[*]  Quatre  forces  r]iH  v  font  «^qiiilîbr»  dooacM       i  ctivenes  autres  |»ropriétca  «{ni 

HTOnt  ]c  suj<>t  (l'un  iiulre  article 


JOURNAL  l)K  MATHEMAligUFii 

éqnivalfrii.  Il  siiiTît  donc  de  prouver  que  le  terme  lajt^CM^a,  mfi.) 
coiis«i  ve  aussi  la  iiieiiu'  valeur. 

m/x  est  le  déplacement  du  point  m  dû  à  une  rotation  autour  d'une 
certaine  droite.  Soient  rla  perpendiculaire  abaissée  du  point  m  sur  celle 
dnrite,  et  d  la  rotation  ;  on  a  ntfi  =  r$.  Concevons  qu'une  force  repré» 
sentée  en  grandeur  par  6  s'exerce  suivant  la  droite  autour  de  laquelle 
a  liiMi  la  rotation,  rO  sera  le  moment  de  cette  force  par  rapport  au 
ponit  to;  le  ternie  «.wfx.cos  (a.  mfx)  est  donc  égal  à 

a  X  (moment  de  la  force  &  relatif  au  point  m)  x  cos(a,  n^), 

ou 

a  X  (projection  du  moment  de  la  force  Q  sur  un  plan  perpendicu- 
laire k  ti). 

Mais  (  (  fit  j>rf)irchon  est  le  munient  de  la  force  6  par  rapport  à  la 
droite  n  (Lk.mmk  -i  ,  Remaryué).  On  a  donc 

a  X  (moment  de  la  force  6  par  rapport  à  a) ,    ou    6  tétr.  [a ,  6). 
C)n  a  donc 

Sfl.TOfx  cos  (fl ,  m^)  =  62  tétr.  (<i ,  6). 

Or  la  somme  des  tétraèdres  construits  sur  la  force  6  et  chacune  des 
forces  a,  a\...  reste  la  même  (piand  on  remplace  ces  forces  pard'autres 
équivalentes.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

SI.  Obtetvation.  On  peut  encore  dire  que 

«.(moment  de  la  force  $  par  rapport  ka)  = 
$  .(moment  de  la  force  a  par  rapport  à  0), 

ce  qui  se  voit  par  le  lemmo  3. 

Et  comme  la  somme  des  moments  des  forces  A,  <i  S...  par  rapport  à 
une  droite  0  reste  constante,  pour  tout  autre  système  de  forces équi- 
valent,  on  en  concititle  théorème  énoncé. 

22.  Priticipe  des  vitesses  virtuelles.  —  Si  les  forces  a,  a\...  se 
toTit  érinililire ,  on  peut  les  remplacer  par  deux  forces  égales  et  direc- 
(♦•iiient  opposées;  d'où  i  on  conclut  que  la  somme  la.mm' coi{at  mw'  ) 
est  iiulie.  Ce  qui  e^t  l't^uation  des  vitesses  virtuelles. 
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SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  MÉCANIQUE  0U  CERCLE; 


pAK  M.  A  RI8PAL, 

Eiè«e  de  l'Ecule  NoriMic. 


Dans  le  tome  IX  de  ce  Journal,  page  1 16,  M.  O.  Bonnet  a  obtenu 
une  propriété  mécanique  nouvelle  de  la  lemniscate  hyperbolique ,  en 
réNoWant  le  problème  raWant  :  «  Trouver  nne  courbe  AMM',  telle 
»  que  les  arcs  AM  soient  parcourus  dans  le  même  lanips  que  les  cordes 
»  correspondantes  par  des  mobiles  partant  du  point  A  sans  Titesse 
»  initiale  o\  Houmis  à  l'action  d'une  force  dirigée  veis  un  centre 
«  fixe  et  proportionnelle  à  la  distance.  »  Il  démontre,  en  effet,  que 
la  courbe  demandée  est  nue  lemniscate  hyperbolique,  ce  qu'on  ne  vi- 
vait auparavant  que  pour  le  cas  particulier  ou  le  centre  d*action  est 
situé  à  TinGoi,  c'est-à-dire  pour  le  cas  d'une  force  constante  en  gran- 
deur et  en  direction,  dont  M.  Serret  s'était  occupé  i\i\ns  le  même  vo- 
lume, page  a8,  en  rap[)elant  un  Mémoire  antérieur  de  Ts.  Fuss  [*].  La 
méthode  de  Fuss  est  géométrique  et  rattaclie  la  propriété  rif<  e  de  la 
lemniscaie  à  une  propriété  du  cercle.  îious  allons  d'abord  montrer  que 
cette  méthode  peut  être  étendue  au  cas  général  traité  par  M.  Bonnet; 
nous  donnerons  ensuite»  et  ce  aen.  l'objet  principal  de  cette  Note, 
qudques  développements  sur  la  propriété  du  cerde  qui  lui  sert  de 
base. 


[*}  M.  Semt  nom  a  bit  obwrver  que  le  litK  tfa'il  a  tloniié  k  m  Noie:  Sur  amt 

fOUtide  la  lemnUcatf  dècoupcrte  par  N.  Fufî,  renfcrmr  nne  inexactitude  Ft,  m  effet , 
«O  peot  voir  au  tome  IX  des  Mémoires  de  l'Académie  de  Saint- Pétenbourg  (c'est  le  vo- 
lane  pour  t8i^  i8ao,  la  deiu  i8a4  qne  M.  Senwt  eïte  ctt  eelle  de  la  pnbfieatioD) ,  que 
Fuss ,  en  démontrant  celte  proiiriété ,  ne  s'en  ittriboe  pas  rinvenlilMl}  il  dit  qu'elle  a 
été  trouvée  par  Je  géomètre  italieo  SaUdini. 

ToNiv  XU.  —  ha  1847.  a9 
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Par  1«  point  M  qud conque  de  la  couAe  «hfsrchée  AMM'  et  par  le 
point  donaé  A|  traçons  un  cercle  dont  le  diamètre  AD  «oit  situé  sur 


la  droite  qui  va  du  point  A  an  centre  d'attraction  et  qui  est  évidem- 
ment la  première  tniigentc  de  la  courbe  AMM'.  Considérons  dans  cette 
courbe  AMM'  deux  cordes  intiniment  voisines  ÂM,  AM'  dont  la  pre- 
mière lui  est  commune  avec  le  cercle  AMD  et  dont  la  seconde  coupe 
ce  cercle  en  N.  D'après  la  définition  de  la  courbe,  les  arcs  AM  et  AM' 
doivent  ètte  parcouru»  dans  le  même  temps  que  les  cordes  correspon- 
dantes; or,  par  tinc  propriété  connue  du  cercle,  les  deux  cor<les  AM 
et  AN  sorît  parcourues  dans  le  même  temps  si  le  mobile,  parti  de  A 
sans  vitesse  uiitiale ,  est  soumis  à  l'action  de  la  pesanteur  ou  d'une  force 
proportionnelle  à  la  distance  et  émanant  d'un  centre  situé  sur  AD. 

Donc  les  deux  lignes  MBC  et  NM'  sont  paroouraes  dans  le  même 
tempe  :  or  les  vitesses  en  M  et  en  N  ne  différent  que  d*un  infiniment 
petit,  et  ces  deux  espaces  MM',  NM'  sont  assez  petits  pour  qu'on  puisse 
supposer  que  la  vitesse  y  reste  constante;  donc  MM'  =  NM'.  Ainsi  le 

triangle  infinitésimal  NM'M  est  isocèle;  mais  l'angle  MI4M',  qui  a  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  AN,  est  le  complément  de  l'angl»-  DAN  =  6. 

Donc  l'angle  M'  =  aâ,  et  l'équation  différeutieile  de  la  courbe  est, 
par  suite, 

=  tang  aô. 

C'est  précisément  Téquation  différentielle  d  ime  lemnisoale  hyper* 
bolique  dont  Taxe  focal  fait  avec  AD  un  angle  de  4^  degrés. 

Nous  nous  proposons  à  présent  de  trouver  quelles  sont  toutes  les 
luis  d'attraction  vers  le  centre  fixe  qui  laissent  subsister  la  propriété  du 
cercle  (ou  si  l'on  veut  des  cordes  du  cercle)  sur  laquelle  &x  fondée  la 
démonstration  précédente.  Nous^allons  en  premier  Jieu  faire  cette  re> 
ciMrah»4rane  Âçon  g^métriqucy*  puis  nous  . indiquerons  l'analyse  q[ni 
nous  a  guidé* 
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Soîl  O  le  oeotre  d'Attraction,  et  soient  diiftrents oerdet  AD,  AD„ 
ADs, ...  passant  tous  en  A  et  ayant  leurs  centres  sur  AO. 

Considérons  deux  cordes  AB,  AC. 

D'après  réiioncé  de  la  queslion,  les  lignes  AB,  AC;  AB,.  AC.,. 
ABj,  AC,,...  snt>»  parcourues  dans  le  même  temps;  donc  aussi  les» 
M^gineiits  AB,  AC;  BB,,  CC,  ;  B,B,,  C,C,,...  sont  paicouriisen  temps 
égaux. 

Il  en  résulte  qu'en  suf^MMant  les  segments  B,  Ba,  C|  Çpi  par  exemple, 

infiniment  petits,  les  vitesses  f^f' aux  points  correspondants  B4,  C,  sont 
proportionnellps  à  ces  segments,  ou  bien  ;'d'a|)rès  une  propriété  des 
figures  semblables  aux  cordes  A/3,  A 7  que  l'on  obtient  en  décrivant 
le  cercle  qui  passe  en  O,  ou  bien  encore  aux  portions  B^fi,  C,  /,  qui 
■restent  à  parcourir  pour  arrlvw  en  jS  ^  en  y. 

En  effet,  les  deux  espaces  B,B«,  C,C,  éUot  infinimeot  petiu,  on 
peut  supposer  que  les  vitesses  restent  cou!$tantes  pendant  le  temps  dt 
employé  à  les  parcourir.  On  peut  donc  écrire 

B,B,  =  W,   C,Gs  = 

d'où 

V          B.B,  _  Bip 

^  "  ce       ~  cTr  ' 

Ainsi  en  B4  et  C, ,  et  de  même  oi  B^  et  C,,- . les  vitesses  sont  pro« 
portioimelles  aux  eqnccs  qui  restent  à  parcourir;  donc  aussi  les  forces 
sont  proportionnelles  à  ces  espaces  :  car  puisqu'en  deux  points  cor- 
respondants on  a  toujours 

ag.. 
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on  «a»  auMi 

Ainn  les  choses  se  passent  coioine  *i  1«»  deux  mobiles  étaient  attirés 

vers  les  points  j3  et  y  (inr  rîr>s  forces  proportionnelles  à  la  distance. 

Si  donc  on  désigne  par  K  et  1rs  forces  en  B,  et  C,  émanées  du 
|>omt      et  par  r,  r|  les  rayons  vecteurs  correspondants,  on  aura 


donc 


^  —  1 


ce  qui  montre  que  Tattractiou  émanée  du  point  O  doit  s'exercer  pro> 
portionnellmnent  à  la  distance  pour  que  ka  cercles  JouiaBent  de  la 
propriété  énoncée. 
Si  l'on  considère  le  cercle  paasant  en  O,      points  arriveront  en  p 

et  HTi  y  ,ivec  la  vitesse  maximum;  si  le  cercle  est  au-dessous  de  O,  la 
vilebat  tiet:r(jitra  après  le  passage  dn  mobile  au  point  y,  et  \\  se  lera  au- 
tour du  centre  O  de  petites  oscillations.  Enfin,  m  le  centre  du  cercle 
«st  en  O,  le  nobfle  arrivera  au  lias  de  b  corde  avec  une  vitesse  nulle; 
puis  il  remontera  jusqu'en  A,  puits  reviendra ,  et  continuera  ainsi  d'os^ 
ciller  indéfiniment,  et  toujours  dans  des  temps  égaux,  autour  du  centre 
d'attraction.  Si  le  centre  dti  cercle  descendait  au-dessous  du  pouit  (  >,  il  y 
aurait  encore  des  oscillations  ;  niais  on  voit  aisément  ipie  les  mobdes  ne 
pourraient  parcourir  le«  cordes  dans  toute  leur  étendue ,  puisque  leurs 
vitesses  seraient  éteintes  avant  qu'ils  ne  fussent  arrivés  à  Testrémité  d« 
ces  cordes. 

Passons  maintenant  à  la  démonstration  analytique  du  même  théo- 
rème. 

Soient  h  la  distance  du  point  A  au  centre  d'attraction,  l'angle  d'une 
corde  avec  la  verticale,  *  la  longueur  d'une  coi*de,  rie  rayon  vecteur 
correspondant,  et  R  la  force.  Le  temps  de  la  descente  a  pour  expres- 
sion 
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où  &  e»t  une  constante,  et  à  laquelle  il  faut  joindre  Téquation 
(a)  r*  —  A*  =  **  —  %hs  co««. 

U  foiit  dans  rintégrale  rempl«oer  r  par  la  valeur  en  fonction  de  «i» 
puis  exprimer  que  cdle-à  est  indépendante  de  o;  de  plus»  oomme  les 

extrémités  des  cordes  se  trouvent  sur  les  niènies  cercles,  s  est  une 
ionctioD  de  l'angle  u  exprimée  par  Téquation 

dans  laquelle     qui  représente  le  diamètre  du  cercle  correspondant , 
doit  rester  constante. 
Les  deux  équations  précédentes  deviennent  ainsi 

(3)  ^^r-     da.cos.  ^ 

(4)  f  »  ^  A»  5=      —  AOA)  cos*  u. 

L'équation  (4),  différentiée  par  rapport  à  «»,  en  y  laissant  a  constante  » 
donne 

rdr  =  —     —  loA)  cosu  sin  u  «(b , 

d*où  l'on  déduit 

L'équation  (3)  doit  aussi  être  différentiée  par  rapport  à  pois  sa 
dilïh^ntielle  doit  être  égalée  ji  zéro  \  ce  qui  donne ,  en  ayant  égard  à 
l'équation  (5), 

J    -i  ^- — -L-  -  dréa  cos  4)  o, 

et,  oomme  cette  intégrale  doit  être  toujours  nulle,  indépendamment 
de  u  et  quelle  que  soit  la  limite  a«  il  iant  égaler  Tél^ent  A  zéro. 
Donc 

fK  -  ar/RJr  +  (r»  --  A»)  R  =  o , 

d'où  Ton  déduit 

Hrfr-  ai/r/R<A-+  (r»  -  A»)rfR  o; 
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puis,  SI  Ton  multiplie  la  première  par  dCy  la  secondé  par  r,  et  si  l'on 
retranche,  il  vient 

Yidr  —  rdH  =  o, 

(i  ou 

Ainsi  l'attractiua  e:>t  proportionnelle  a  la  distance. 
On  trouve  aisément  pour  le  temps  de  la  defloente 

quantitt"  qui  n'a  une  valeur  réelle  qu'autant  que  a  est  moindre  que 
le  double  de  h\  car  autrement  le  sinus  serait  plus  grand  que  l'unité. 

Dam  le  cm  oA  a^^aAt  on  comme  nous  TâTOi»  vu  précédeBunent  ^ 
une  suite  indéfinie  dWillktions;  la  durée  de  chacune  d'elles  est  ^ale 

K 

a  -—' 
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SUR  QUELQUES  FORMULES  DU  CALCUL  INTÉGRAL; 

Pa«  h.  GikYLEY. 


Soit  »  -f-T*  V—  \  wix-^if  une  quantité  inaginaire  «{ueloonque; 
fiusons 


(i)  p  =  yx' 0  =arclaiig-^^ 

j»  étant  une  quantité  potitiT«,  «t  9  un  arc  oompm  entra  les  lîuiite»  ^> 
—     Gela  posé,  écrivons 

.  .  \^  [x-\-  tj\"'  =-  li"'  t"'"'  X  positif), 

I      -t-  tr)  "  =  /»"'  e""  ^*  *  ''i    {x  iiégalif)  i 

Dans  la  seconde  de  cet  formules ,  il  dut  prendre  le  signe  supérieur  ou 
Inférieur,  selon  que  est  positif  ou  négatif.  )  Au  cas  île  x  positif,  la 
valeur  dti  second  membre  sera  ce  que  M,  Cauchy  aappt  lr  valeitr  prin- 
cipale de  (jc-i-ij )"'.  Au  cas  de  x  négatif,  on  peut  aussi,  a  ce  t|u'il  aie 
semble,  nommer  cette  valeur  valoir  prmcipate.  Cela  parait  contraire 
k  la  théorie  de  M.  Cauchj  {Exercices  de  Mathànat^ues,  tome  I , 
page  a);  mais  la  démonstration  que  l'on  y  trouve  de  rimpossibiltté 
d'une  valeur  principale  pour  x  n^atif  ne  s'applique  qu'au  cas  où  l'on 
suppose  que  le  signe  tt  est  toujours  le  même  sans  avoir  égard  au  signe 
(le  r.  Seulement,  selon  nos  définitions,  il  importe  de  remarquer  qui! 
n'y  a  pas  de  valeur  principale  pour  x  négatif,  au  cas  particulier  ou^-=o; 
ou  plutôt  dans  ce  cas,  et  dans  ce  cas  seulement,  la  valeur  prindpale 
devient  indéterminée. 

Soit,  en  particulier,  x=o;  les  deux  formules  conduisent  au  même 
résultat ,  savoir 


(3) 
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le  signe  comme  auparavant  Car  en  considéranl  x  comme  infiniment 
petit  poattif  ,  on  obtient 


et,  en  considérant  x  comme  infiniment  petit  négatif, 
et  de  14 


Ainsi  cette  formule      toujours  vraies  sans  qu'il  soit  nécessaire  de 

considérer  iy  rommc  limi»(*  de  x     ijr,  x  positif  ou  x  rppritif 

Remarqtioiis  encore  qne  cette  fonction  {iyf  reste  continue  quand  y 

pasM>  par  zéro,  ce  qui  a  lieu  aussi  pour  x  +  ijr)"',  x  positii,  mais 

nOD  pas  pour  {x  -4-  iyy,  x  négatif. 
Les  mêmes  remarques  s'appliquent  aux  valeurs  principales  des  lo* 

garithmes,  lesqndles  doivent  se  définir  d'une  manière  analogue  par 

les  équations 

I  log{»  +  tjr)  -  iogp  +  ie  {x  poaitif) . 

I  log(«  -I- 1»  =  logp  -h  i($  ±  n)   {x  négatif), 

le  signe  ambigu,  comme  auparavant. 

On  démontre  sans  difficulté  que  ces  valeurs  principales  satisfont  en 
tout  cas  aux  équations 

j   (X + ij-r         =   + '»  (^'-^-  ij')]'", 

\log{x  +  ix)  log(«'  +  !>')=  lOg  [(X  +  ,»  (X'  H-  ij')}. 


(4) 


(5) 


Seulement  ces  équations  deviennent  indéterminées  au  cas  où  Tune  des 
quantités  x,  x*,  xx'  ^yy'  étant  n^ative,  la  quantité  correspondante 

jTi  X't  xy*  H-  x'jr  s'évanouit. 

Ati  moyen  de  cette  définition  de  b  valeur  principale  d'un  logarithme, 
on  obtient 

où  oc,    sont  réels,  et  A,  B  sont  assujettis  k  la  seule  condition  qu'au 
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A 


ca->  ou  y,  j'j  seraient  <U'  sigm  s  coiif  raircs,  la  partie  iraagiuaire de  ^  ne  s't'- 

vanouisse  pas.  £n  effet,  dans  ce  cas,  l'iiiie^tale  et  la  valeur  principale 
du  logarithme  deviennent  toutes  les  deux  indéterminées.  Sans  doute 
il  y  a  une  valeur  que  l'on  [>ent  appelé!  j>rincipa/e  de  riniégrale,  mais 

celte  valeur  n  esl  égale  à  nm  iin  deii  logarithmes  de  "^"^H'.  et  les  notions 

des  valeurs  principales  d  une  intégrale  et  d'ini  l(»garitliin<  n'ont  j>as 
de  rapport  ensemble.  Ce  résultat  s'accorde  avec  celui  que  j  ai  trouvé 
dans  mon  Mémoire  sw  les  fonctions  €hiAlement  périodiques. 

Je  pane  à  qndqnes  antres  application»  de  ces  principes,  qui  ont  rap* 
pont  à  la  théorie  des  fonctions  T.  Soit  d*abord  r  un  nombre  positil 
plus  petit  que  l'unité,  et  écrivons 

on  obtient 

ou  enfin ,  puisque  x  est  positif  dans  ces  deux  intégrales , 

an  moyen  de  la  formule  connue , 
on  en  conclut 

U  =  a  co»     —  ^  j  Ji  •  Tr  =  a  sin  m .  Tr , 


aavou* 


smr>r.rr=:  ^  J    (ix)'^*  e**dx. 
On  obtiendrait  de  même 

T«M      Tw  1%.  3o 
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An  premier  coup  d^oeil,  ces  équations  poumient  paraître  en  con* 

tradiction  l'une  avec  l'atitre:  mais  cela  n'est  pas  ainsi,  parce  qu'il  n*e*t 
pas  vrai  q.;e  -  m  soit  égal  à  (-  .  '  {îxy-*,  (- 1)'-*  étant  facteur 
invariable;  mais  an  contraire  (— /x)'"*  =  e^^''""'^*'  (ix)''"*,  selon 
que  ûc  est  posiht  ou  négatif. 

Duu  la  première  de  ces  équatbns ,  on  peut  remplacer  ix  par  c-^ix, 
et  dans  la  seconde,  —  ix  par  c  — /«,  c  étant  positif;  mais  cda  n'est 
pas  permis  pour  c  négatif,  à  cause  de  la  discontinuité  de  valwr  de 
(c-hixy-'  ou  (c  —  ixV~'  dans  ce  cas,  quand  x  passe  par  xèro,  £n 
multipliant  la  première  ('qimtion  par  e  et  difféuntiant  un  nombre 
quelconque  de  fois,  en  admettant,  pour  les  valeurs  n^atives  de  r, 
l'équation 

r(rH-i)  =  rrr, 
la  formule  ne  change  pas  de  forme,  et  Ton  obtient 

I     /•  ^ 

(7)  sin  m  Vrc-'  =~J     (<?  -j-  ixy-*  e"  dx; 
et  de  même,  au  moyen  de  la  seconde  équation , 

(8)  o  =  ^jf*  (c-iap)'^'e"<te, 

dans  lesquelles  formules  c  est  positif*  et  r  «st  un  nombre  quelconque 
entra  1»  —00 ,  sanseicdare  la  limite  supérieure  ;  seulement ,  pour  r=o, 
le  facteur  sin  m  Trse  réduit  à  n.  Au  cas  où  r  est  plus  grand  que  xéro, 
on  peut,  si  l'on  veut ^  écrire  auwi  c  =  o.  Dans  fous  les  cas,  on  peut 
remplacer  sin  rjT  Tr  par  Il  importe  de  remarquer  que  ces 

mêmes  intégrales  sont  absolument  inexprimables  au  cas  où  r  est  né- 
gatif: en  effet,  en  écrivant  —  c  au  lieu  dec  [c  positif),  ou  obtiendrait 

«/ —  « 

Mais,  par  la  seconde  des  équations  dont  d  s  agit. 
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donc 

*     <?  +  wr)'-'  «'*  </x  =  -  ftf  sin  rit J** {c  -  îjf)'^*  e**W!r. 

Or  l'intégrale  au  i^cond  membre  im»  peut  pas  s'exprimer  parles  trat»- 
cendantes  connues,  à  moins  que  r  ne  soit  entier.  Ecrivons  encora, 
c  étant  toujours  positif, 


i9) 


■90 


Toutes  le»  fonctions 

entre  Jes  limites  o,  »  ,  ou  —  œ  ,  o ,  ou  — oe  ,  oo  .  s'expriment  làcile- 
roent  au  moyen  de  I ,  I, ,  I, ,  I,.  Mais  cea  quatre  fonctions  ne  sont  pas 
connues»  seulement,  au  moyen  des  éqiutions  qui  Yienoent  d'être  trmi- 
vécs»  on  obtient 


(lo) 


Iasmrwrre-*  =1  +1,, 
o  =  I,  +  l,. 
On  déduit  encore  de  ces  mêmes  formules  : 

sin  r«rrc~* 

=  f    {c  —  ix)'~^  co&jcdx  =1—  i  f    (f  —  ix)'~*  sin  jrdjc. 
En  sapiMMantque  r  —  i  est  entier  négatif,  l'intégrale 

3o.. 
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se  décompose  Êidlement  dans  uae  suite  d'intégrales  de  la  forme 

et,  en  prenant  la  somme  de  cdlee-d  »  on  obtieni  la  formule 

laquelle  est  due  k  M.  Catalan.  Cependant,  ni  cette  démonstration  ni 
celle  de  M.  Catalan  ne  s'appliquent  au  cas  où  r  n*est  pas  entier;  la 
formule  subsiste  encore  dans  ce  cas,  comme  M.  Serret  la  démontré 
rigoiiretisement.  En  essayant  de  la  vérifier,  je  suis  tombé  sur  cette  autre 
loruiule  : 

If    {c*  ■+■         cos  xdx 

ce  qui  suppose,  comme  auparavant,  que  r— i  soir  négatif;  en  C{)m- 
parant  les  deux  valeurs,  ou  est  conduit  au  résultat  singulier  (en  écri- 
vant et  au  lieu  de  ftr ,  et  '       pour  r)  : 


(•4) 


lequel  peut  se  démontrer  sans  difficulté ,  quand  p  est  entier  positif  im» 
pair,  en  développant  les  deux  membres  suivant  les  puissances  de  «; 
cela  se  &il  au  moyen  de 

où  r  s'étend  depuis  o  jusqu'à  ^(p^i)-  )*ai  déduit  de  cette  formule  (i4  ) 

des  formules  assez  remarquables  qui  se  rapportent  aux  attractions, 
lesquelles  paraîtront  dans  im  numéro  prochain  du  Cambfidgf  and 
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Dublin  utaiheituuical  JoumaL  On  peut  encore  éémontrer  œtte  for" 
mule  singulière  : 

(i6)         r(r-i-rt-i)=     '  r*(/jp)'-' 

en  eflet ,  pour  la  vérifier,  il  suffit  de  réduire  l'intégrale  »  d'abord  k 

puis  à 

dont  les  deux  parties  s'obtiennent  ati  moveii  d'rine  formate  donnée 
ci-dessus.  Si ,  au  lieu  de  ( — ia:f~* ,  l'on  avait  (w?;"  ' .  l'intégrale  se  ré- 
duirait à  zéro  ;  mais  cela  rentre  dans  une  formule  pins  simple. 
J'ajouteni  encore  cet  deux  formules-ci , 

dont  je  supprime  U  démonstration.  En  écrivant  dans  la  dernière 
au  lieu  de  x,  puis  ajoutant,  on  a 

(i8)  nC'-'e-  =  r*  t^e'Uijci 

d*où  Ton  déduit  tout  de  suite  cette  formule  de  M.  Caucby 

J.a  formule  (7)  peut  être  considérée  comme  une  définition  de  la  fonc- 
tion Tr  au  cas  de  r  négatif;  et ,  à  ce  point  de  vue,  elle  a,  ce  me  semble, 
quelques  avanfaj^'ps  sur  celle  que  M.  Caïu  lij  a  donnée  au  moyen  des 
intégrales  extraordinaires.  Je  passe  à  la  définition,  au  mojeji  d'une 
intégrale  définie ,  de  la  seconde  intégrale  eulénenne, 


t»7) 
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qdaiid  /7i  ou  n,  OU  loi»  les  deux,  nuit  iràgalift.  Soit  d'abord  m  et  A 

tous  les  deux  positifs,  tnaisr?  plus  petit  que  l'unité;  on  obtient  aurooy«n 
de  la  formule  (7)  et  de  la  détùiilion  ordinaire  des  fonctions  F, 

«t  de  là ,  en  mettant 

et  int^rant,  par  rapport  à  x, 

^(m  f   da.  ■  < 

OU  «Il  écrivant  A-i-  w  au  lieu  de  ou,    étant  positif, 
{..)  '  H^,n)  =  ^j:^^^, 

formule  qui  est  vraie,  même  pour  les  valeurs  négatives  de  n.  En  efïet, 
si  celte  formule  est  vraie  pour  une  valeur  quelconque  particulière  de  «, 
elle  sera  aussi  vraie  pour  la  valeur  n-\- p,  p  étant  entier  positif  quel- 
conque ;  ce  qui  se  démontre  au  moyen  de»  formules  de  rédoctioD  :  donc 
il  ne  s'agit  que  de  la  démontrer  au  cas  où  a  est  positif  et  plus  petit  que 
l'unité,  et  dans  ce  cas,  puisque  la  fonction  à  intégrer  est  toujours 
hnie,  on  peut  écrire  sans  crainte  k  -t-  ai  au  lieu  «le  a/ ,  ce  qui  la  réduit  à 
la  formule  qui  vient  d'être  démontrée;  donc  cette  fornuile  {%\)  est  la 
détinition  cherchée,  au  cas  où  n  est  négatif,  ou  positif  et  plus  petit  que 
rimité. 

Si,  de  pluSf  m  est  négatif,  ou  positif  et  plus  petit  que  Tunité,  / — m 
sera  positif,  et  Ton  déduira 

«) =r7ïrri)      t[^-m)  STïsr*  ' 

c'est-à-dtre 

^ (m ,  »)  =  (i  —  m  -  n,  b)î 
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^    '   '     acm/nitunaR        ^         '      ^  /      .  i*» 

iaquflllfl  tu|^x»e  seulemoit  que  19  +  n  toit  négatif}  ou  positif  et  pins 
petit  que  Tunité.  Elle  présenle  une  analogie  asKB  frappante  avec  l'équa- 
tion ordinaire 

qui  correspond  aux  valeurs  positives  de  m^it;  de  mêpie  que  l*équa> 
tioQ  (ai)  est  analogue  à  cette  autre  forme 

qui  correspond  auai  aux  valeurs  positives  de  m  et  ». 

On  potit  sf>  proposer  de  vérifier  l'équation  (m  et  n  posiUË»  et  plu» 
petit»  que  T unité) 

"■"•r"  =  X/'XI  *  (te)-  (fr)" 

en  transformant  le  second  membre  au  moven  de  .r~œ  y.  Pour  c^la ,  tui 
distiiii^ucra  quatre  cas,  selon  que  x  et  j  sont  lous  les  deux  positifs 
ou  négatifs,  ou  l'un  positif  et  l'autre  négatif.  En  mettant  dans  les 
deux  premier& 

et  en  intégrant  par  rapport  à  y,  on  trouvera  que  les  deux  portions 
correspMidantes  de  l'intégrale  double  se  réuniront  en 

—  r(mH- n).acos(m  +  n)ff*  r  r— ^Sr.' 

c*est<À-dire  à 

—  %  cos(in  -+-«)«.  Vm  i  n. 
Pour  les  deux  autres  portions  de  Tint^rale  doublet  écrivant 

*  =  -  «7» 
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on  verra  qa'il  liiut  «ncore  distinguer  les  deux  cas  a  <  i  et  «  >  t . 
quatre  intégrales  ainsi  obtenues  se  réuniront  cependant  dans  les 
deux 

acosnff.rifn+ nj- I  ;  acosmTrI  ,  

'  Je  (l  — «)■+*'  (a  — t/"^ 

savoir,  après  quelques  réductions  faciles ,  dans  celles<i , 

2 co» /ITT  sin  mr        „        a cMmir sin mir  _  — 

— ! — r~ — — — imin.  ' — ; — 7-  imi/i, 

aiD(iM  +  A)ir  '      sm  (m     ")  , 

lesquelles  se  réuniront  en 

coa  (m  —  Jt)iT .  Pm  Vn. 

On  obtient  iloiic  eulm  l'éq^uation  identique 

4sininffsini?it  =  aco6(ni  —  R)ir  —  acos(in  +  M)ir; 
ce  qui  suffit  pour  la  vérification  dont  0  s'agit. 
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MÉMOIRE 

SUR  LES  SURFACES  ORTHOGONALES; 

Paa  m.  SEMUBT. 


1. 

Dans  une  Note,  publiée  an  tome  précédent  de  ce  Recueil,  M.  Bou- 
quet ,  professeur  à  l<t  Faculté  des  Sciences  de  Lyon ,  s'est  |»roposé  de 
démontrer  qu'tirir  famille  de  sitrjhces  représentée  par  une  équatinj> , 
oit  entre  lui  paramètre  indé terminé ^  ne  peut  pas  toujours  être  corisi- 
dérée  comme  tune  des  familles  ttun  sjrstéme  triple  de  surfaces  orthogo- 
nales. Pour  établir  cette  proposition,  M.  Rouquet  emploie  une  marche 
aMiirénaent  fort  simple:  il  cite  des  exemples.  Il  me  semble,  toutefins, 
que  la  démonstration  de  ce  fait  résulte  naturellement  des  conditions 
analytiqties  auxquelles  satisfont  les  paramètres  des  trois  surfaces  qui 
composent  tout  système  triple  de  surfaces  orthogonajes.  C&»  trois  pa- 
ramétres vériiient,  eu  effet,  les  trois  équations  aux  difiérentielles 
partielles 

ttp  dv         tlf-  lit         tlj^  </» 
ftx  {Le       <ty  (tjr       tlt  dt  ^  ' 
du       djt  d*  d» 

et,  par  suite,  les  quantités  /i,  ^,  v  semblent  déteruiinét^iî  eu  ^  et  z, 
satif  les  arbitraires  qui  entrent  nécessairement  dans  leur  composition. 

D'ailleurs,  si  l'on  différentie  les  équations  (1)  par  rapport  à  jt,/*,  s, 
autant  que  possible»  et  de  manière  à  n'avoir  de  dérivées  que  jusqu'à 
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Tordre  p  inciusivemeut,  on  aura,  en  coniptaut  les  équations (i),  un 
nombre  d'équations  marqué  par^^^"**  et  le  nombre  des  déri- 

vées des  quantités  ft  et  v  sera  (Z:*-'^^-^')^^-^^^  -  a  ;  pour  que  l'élis 

mination  de  ces  dérivées  soit  possible ,  il  faut  que  le  premier  nombre 
surpasse  le  second,  ce  qui  donne 

y  =.  G    OU    >  G. 

Si  l'on  prend  f>  =  6,  on  aura  alors  cent  soixante-huit  équations  entre 
lequelles  on  po«in  a  éliminer  les  dérivées  de  a  et  v  au  nombre  de  cent 
soixante-six,  et  il  re«îtera  doux  éqiintions  aux  différentielles  partielles 
du  sixième  ordre,  auxquelles  devra  satisfaire  le  paramètre  p  de  toute 
surBu»  sinoeptible  de  £iire  partie  d'un  système  triple.  Cette  dernière 
circonstance  de  deux  conditions  auxquelles  le  paramètre  p  est  assu- 
jetti, pennet  de  penser  que  le  nombre  des  surfaces  susceptibles  de  faire 
partie  d'un  système  triple  pourrait  bien  être  assez  limité,  et  la  dé- 
termination d'une  classe  de  pareils  systèmes  n'en  présente  que  plus 
d'intérêt. 

Je  me  propose  ici  de  faire  connaître  quelqu&s  nouveaux  sytitèmeti 
triples  de  surfaces  orthogonales. 

IL 

Je  ferai  voir  qu'on  ppiit  intégrer  les  équations ^i)  si  l'on  assujettit 
Tun  des  paramètres,  p  par  exemple,  k  être  de  la  forme 

(a)  f>  =  X-^Y  -hZ, 

X  .  Y,  Z  étant  trois  fonctions  indéterminées  dont  la  première  ne  con- 
tient que  .r,  !a  s(U'onrl(  >  tt  la  troisième  z.  M.  Bouquet,  dans  son 
Mémoire,  a  montré  que  ces  lonctiuns  devaient  satisfaire  à  une  certaine 
équation  de  condition,  pour  que  les  surfaces  représentées  par  i  éqtia- 
tion  (a)  pussent  faire  partie  d|nn  système  triple  ;  mai*  la  marche  in- 
directe qu'il  a  sirivie  ne  lui  a  pas  permis  de  déterminer  les  surfaces 
conjuguées,  flins  le  ça»  où  elles  existent. 

Dans  rhypothese  où  nous  nous  plaçons  »  les  équations  (i)  devien- 
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nent,  en  dénotant  les  dérivées  à  la  manière  de  Lagrange, 

'  ^     dx         ér  d» 


Or,  si  Ton  fait 

(4) 


dy  dv  dft  ih  dy.  dv 
i/xdx      djrdjr  <U 


)  J  x'~J  r  =  «' 


lef>  quantités  fi.  et  v.  «Irlliiic.-,  |);ir  i(  s  tit  uv  prciiiifres  des  équations , 
seront  (les  fonclioiis  tles  ilt-ux  nouvelles  variables  a  el  fi;  par  suite,  la 
troisîénip  équation  (3)  (ie▼iend^a 

En  outre,  cofunie  «  et  /S  sont  des  fonctions  de  jr,  r  et  on  peut 
considérer  et  z  comme  des  fonctions  de  a,  fi  et  a*;  en  sorte  qu'il 
restera  dans  l'équation  (S"*  un  paramètre  inclfHerminé  j".  et  que  cette 
<:qualiOii  rlcvra  éfre  salistaitc  indépendamment  de  x.  Les  quantités 
et  V  devront  donc  véiilier  non-seulement  réquation  ^5),  n»ais  toutes 
celles  que  l'on  en  déduit  par  la  difiérentlation  relative  à  x  seul. 

£n  diffêrentiant  une  première  fois  par  rapport  à  or,  et  remarquant 
que 

*1  _  11    di  —  ^' 
il*  ~  X'*   rfr  ~  ÏP' 

on  aura 

a  iiiouiN  «•«  j)t.iuhajt  que  X'  ne  soit  nul  ;  mais  alors  réquation  .^•x)  repré- 
senterait des  surfaces  c)  lindriques,  et  nous  faisons  abstraction  de  Ce 
cas.  Si  Ton  diffihwntie  de  nouveau,  on  aura 


X'  X"  _  y  Y"'  —  aY"(X"  — rf» 

•  Y^-"     —  —  ^ 

,  ,  X'X'  —  Z'Z"  — ar(X"-Z''j     d.  _ 

3f.. 
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La  comparaiion  des  équations  (6)  et  (7)  fournit  la  suivante  : 

j     X'X" (  Y"  -  Z"  1     Y'  Y' (Z"  -  X"  )  +  Z'Z*  ( X"  -  Y"  j 
^  '        I  +  a  (Y"  -  Z") Z"  -  X"  )  {X"  -  Y")  =  o, 

laquelle  exprime  la  cotidiiion  pour  (inc  It-s  sm  lai  (■>  repn  si'nlees  par 
Téquation  (a)  aient  îles  conjuguées  orthogonales;  c'tsi  la  même  que 
M.  Bouquet  a  obtenue  par  un  moyen  tout  k  bit  différent ,  et  dont  il  a 
déduit  la  démonstration  du  théorème  qu*il  avait  en  vue. 

III. 

On  aperçoit  aascx  facilement  que  l'équation  (8)  résulte  de  Téliniina- 
tion  des  quantités  a  et  6  entre  les  trois  suivantes: 

jX'X*  -  a (X*-  «) (;C  -  i)  =:  o , 
(9)  TY- -  a(Y' -«)(¥'- A)  ^o, 

(z'  Z'  -  a  (Z"  -a){Zr^b)=i  o; 

les  valeurs  dea  etb,  tirées  de  deux  de  œs  équations,  des  deux  pre- 
mières par  exemple*  ne  peuvent  contenir  s.  Pour  une  raison  sem- 
blable, elles  ne  pourront  contenir  nijr  ni  or;  elles  sont  donc  con- 
santes.  D'où  résulte  ce  théorème:  Pour  que  Irs  .surfaces  \^)  Jassenl 
partie  d'un  système  triple,  il  Jaut  et  il  suffit  tjuc  les  jonctions  X ,  Y 
et  L  satisfassent  aux  équations  (9)  qui  sont  aiuc  dij[Jci^niicUes  ordi- 
mtires,  et  du  troisième  ordre,  et  qui  CMUimneni  deuar  confiantes  or* 
bittmres  aetb. 

Il  n'y  a  crexception  que  dans  le  cas  où  deux  des  trois  quantités  X", 
Y",  Z"  se  réduisent  à  une  mcme  constante f  si,  par  exemple, 

X*  =  Y»  =  ac, 

les  deux  premières  des  équations  (9)  se  réduisent  à 

{c  -  a){L b)  — o\ 

on  doit  donc  taire  l'tme  des  quantités  a  et  b  égale  à  c,  mais  on  peut 
prendre  pour  l'autre  une  fonction  arbitraire  de  z,  en  sorte  que  la  troi- 
sième éi^uation  (9)  donne  pour  Z  une  (onction  arbitraire  de  2.  C'est 
Ce  que  l'on  aperçoit  de  suite  à  rinspection  de  l'équation  (8),  qui  est 
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Mtisfiiite  quel  que  soit  Z»  ai  Ton  a 

X*  =  Y*  =  a<?. 

Ce  cas  particulier  ue  préiiettie  rien  de  reitiari^uabie;  deux  des  troi& 
familles  se  composent  de  siiifaces  de  révolution  autour  de  Tun  des 
axes  y  et  la  troisième,  des  plans  passant  par  cet  axe:  ainsi  l'on  a  pour 
les  trois  familles 

 » 

r 

Lps  wjintions(9)  s'intègrent  aisément  quels  que  soient  n  et  ^;  nous 
examineruns  d'abord  le  cas  où  ces  deux  constantes  sont  tàuiles. 

IV. 

On  a  alors 

X'X*  -  aX*»  =  o, 
Y'y-  aY'»=  o, 

2'  zr  -  ar*  =  o. 

l>n  tire  de  la  première 

X  =  Xo-+-l  (a: 

^«  ^  étant  les  trois  constantes  naissant  de  IMnIégration;  mais 
on  peut  négliger  les  deux  premières,  dont  la  première  se  fondra 
dans  p ,  et  dont  la  seconde  ne  produit  qu'une  modification  dans  la 
position  des  axes  :  on  aura  donc 

X  =  l(x'-).    Y  =  l(^"),    Z  =  1(2''J. 

et  l'équation  (a)  sera  alors 

(a  bis)  p  =1  (ar*)  + 1  {jr")  -^Hi^t   ou,  si  Von  veut,   p  =  «y"*'. 
Les  équations  (4)  sont,  dans  ce  cas. 


(4  te) 


r' 

am 

*» 

an 
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et  l'équation  (5), 

\  y  A        P»:'  j  rf^  rff>  ^  **' 

et  cette  équation  ayant  lieu  quel  que  soit  or*  on  aura 

/  m  \  thj,  f/v  /  to\  (iii  tiu.  ttt  du  dv 
i  t  -l  I   \_!_  4--"  i  L.  


(lO) 


s  cl^  dt        p  rf{*  dt 


A  l'aide  de  ces  deux  équations  on  pourra  délenniner  fi  et  y  en  fonction 
de  a  et  jS,  et,  par  coiûéquent,  en  fonction  de    »  ^  el  s.  Si  Ton  fiiit 


on  aura 


(i4-'[|)mN  ^(lo-^j  -(M-f-N)  =  o,     ^MN-(-|  =  o, 

d'où  il  suit  que  M  et  N  seront  les  racines  de  l'équation  du  second 
degré 

(la)         /lecM*  H-      -(-  n) |â  —  (m  +  /»)a] M  —     =  o. 

M  et  N  étant  connus,  on  aura  ju,  et  v  à  l'aide  des  équations  (  i  i)i  Diaw 
il  résulte  de  la  méthode  d'intégration  pour  les  équations  lin^res  aux 

diflifirentielles  partielles,  qu*il  suffira  de  remplacer  M  pftr  ^  »  puis»  aprcB 

avoir  intégré  Inéquation  (ia),  d'égaler  à  des  fonctions  arbitraires  de 

et  V»  ou  simplement  à  et  à  v,  le^  deux  valeurs  que  Pou  dOiIuira  pour 
la  constante  arbitrairt'  naissant  de  rint(>gration.  En  résumé,  les  para- 
métres des  snrfart  s  conjuguées  des  surfares  (a^  sont  ](>«.  tk-ux  valeurs 
de  la  constante  arbitraire  qui  se  trouve  dans  l'intégrale  de  l'équaiion 
dîflSIrenHelle 

(_i3)       f)ud^^     \{m  -4-  n)^  —  (m  -t-  ^)  a]  dciflf-^  —  n[ida'  =  o. 

Celte  équation  est  homogène  par  rapport  à  a,  j3 ,  //a  et  dfi  :  on  pourra 
donc  aisément  l'intégrer;  d'ailleurs,  en  la  résolvant  par  rapport  à  j3> 


Digitized  by  Google 


PURES  £T  APPUQUÉES.  ^^^^ 
et  oonservftDt  M  à  la  place       «on  a 

«t»  «MIS  oette  fiarme*  on  pourra  encore  l'intégrer  par  une  méthode 

connue. 

Cv  calcul  ne  présente  aucune  (iitticdhe,  il  est  seulement  un  peu 
couiptiqué;  il  se  simplifie  beaucoup,  si  Ton  suppose 

p  =  n  =  —/«=], 

auquel  cas  la  première  famille  du  système  triple  se  compose  de  para- 
boloïdes  hyperboliques  ayant  pour  équation 

L'équation  (i3)  devient,  dans  ce  cas, 

«  ~  P  ' 

dont  l'intégrale  est 

Va  ±.      =  une  constante; 
laais,  dans  ce  CM}  les  équations  (4  bis)  donnent 

on  aura  donc  pour  les  équations  des  trois  lamilies  de  surfaces  ortho  • 
gonales, 


(•4) 


«  — 


Voilà  donc  un  système  nntivenii  et  fnrt  siMi|)le  de  surfaces  ortho- 
gonales ou  t!e  surfaces  qui  se  coupent  muiuelleinent  suivant  leurs 
lignes  de  courbure.  I^s  deux  paramètres  |x  et  v ,  ou  plutôt  leurs  carrés, 
sont  les  radnes  d*une  même  équation  algébrique  du  second  degré  ;  ou , 
ce  qui  revient  au  mèmei  les  surfaces  des  lamilies  ju.  et  v  sont  représen* 
tées  par  la  même  équation  du  quatrième  degré 

(i5)  («•  —  j')'  —  afi*  (x*  +y  +  a**)  -h  11*^0, 
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Chacune  des  surfaces  que  représente  Téquation  (t 5)  se  oompose  d'une 
nappe  fermée  et  de  plusieurs  nappes  non  fermées;  on  sorte  qiie  le  triple 
système  que  nous  consid^rotis  se  compose:  i"  de  paral)oloi(!es  hy- 
perboliques dont  les  parabule»  principales  sont  égales;  2"  des  nappes 
ferméei  de  Péqaation  (i5);  3°  des  nappes  non  fermée»  de  U 
équation.  En  d'autres  termes»  les  deux  familles  de  surfiices  représen- 
tées par  lVM]uatioQ  (iS)  et  la  première  des  équations  (  i4)  jouissent  de 
celte  propriété  remarquable,  que  l'une  des  surfaces  de  l'une  quel- 
conque des  deux  fntniUcs  est  coupée  par  toutes  les  surfaces  de  l'autre 
famille,  suivant  ses  (ieua-  sjilèiiu-i  de  lignes  de  courbure 

On  trouverait  une  multitude  d'autres  systèmes  de  surfaces  orthogo- 
nales, toutes  algébriques,  en  intégrant  généralement  Téquafion 
Nous  nous  bornerons  à  examin«>  le  cas  de  m  =  ii=p=:i:  alors 
la  première  &mille  est  représentée  par  Téquation 

et  l'équation  (i3)  se  réduit  à 


en  conservant  M  à  la  place  de  ^|  ;  on  eu  déduit,  par  la  difiéroiliation 
et  à  cause  de  <//9  =  Mr/a, 

et,  par  suite, 

«         2M  — 1         p  _  2M  —  M' 
-.-s  ,       _  ^, 

(M«  — M)'^  (M*— M)' 

c  étant  la  constante  qui  nait  deTint^ration.  Pour  éliminer  M,  je  lai»  la 
combinaison  suivante  : 

(g »«)(«— ap)_  a  M*—  6M*— i5M'  -t-  4o  M' — iSM'—  6M  -t-  a 

c»  ~"  (M'— M)^ 

(*]  On  lUdtnt  de  1&  oe  théorèoM  de  géométrie  :  Dans  m  panAeloide  h) pet  boùque , 
dont  kt  paraboles  principales  sont  égales ,  la  somme  oa  la  differmce  des  dUHtnees  de 
chaque  point  tPiute  même  ligne  de  eourbun  à  deux  génénortets  netlHgmet  Jtxes  est 

eoHutoHte. 
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puis  celle-ci , 

^^«i-«g-(-y_M«-M-n. 
 r —  —  T»"' 

ê'où 

{«•— «B-i-f')^     M«—      -h 6M'  —  M*-»- 6M' -  3 M -hi 
 p   (ll«-M)'  "  ' 

et  eiitjii 

*»  '* 
On  pourra  donc  prendre ,  powr  les  valeurs  de  fx  et  v, 

y  =  «(«+ j3)(^  -  a«)(a  -  aiS)  +  a(4«»  -  4«^-*-  4^')^- 
D'aillearft, 

on  aura  donc*  pour  les  é<|DatMHis  des  trois  fiiiniUes  de  ce  notiireau 
système , 

(16)       i    -a(x*-f-J*+**-*V- »*)^» 

v=(ax«-/«-**)(aj'»-»"-**)(a»*-Jr'-^') 

i^e  système  conUuit  a  des  remarques  semblables  à  celle»  qui  ont  élé 
faites  au  sujet  du  système  (i4)- 

V. 

Supposons  maintenant  que  Tune  des  constantes  a  et  ^  du  para- 
graphe III,  a  par  exemple»  ne  soit  pas  nulle;  on  aura  alors,  pour 
déterminer  les  fonctionsX» Z,  trois  équations  semblables,  dont  la 
première  sera 

X'X'--aX»(X'' -«)  =  ©: 

T«BeX]I.-imill(7.  ^ 
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on  trouve,  eu  intégrant, 

X.  =  X,  —  ^  i  co»  ma  («  — 4P,), 

X4, ,  et  m  désignant  kst  conatanteB  naUnant  de  Tintégration;  on  peut 
supposer  nulles  les  de«ix  premières  «  et  écrire  i^mplement 

X=  '—IcoimaXi    Y  =  — cos/M»r,   Z=  '—ïco&pazi 

et  Ton  pourra  proidre ,  pour  valeur  de 

(a  ter)  p  =  (cos max)^  (ces imjr)^  (cos 

D'ailleurs, 

X'  =  ^  lang  max ,    Y'  =  ^  tang  najy    Z'  =  ^  tang  paz  ; 

et  si  Ton  met  — ^la,  —  Mp^àla  place  de  a  etp,  les  éqaatioM  (4) 
deviendront 

sin  nuy  =  a  sin  IfUUr , 


{  tuipm  ^  psmmaxi 
et  l'éqnation  (5) ,  où  l'on  effectue  le  même  changement ,  se  réduit  à 

Cette  équation  se  décoiupoise  en  deux,  et  si  l'on  iàit,  comme  précé- 
demment , 

on  aura 

n»(i-a»)MN  -f^  |3»)  =  o, 

et  l'on  voit  que  M  et  N  seront  les  deux  racines  de  Téquation  du  neoond 

degré 
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et     dans  celle  équation  (17),  on  considère  M  comme  représentant  ^» 

les  deux  valeurs  de  la  constante  arbitraire  qui  se  trouve  dans  son 
intégrale  seront  les  valeurs  des  paramètres  f&  et  v  des  surbecs  conjtt> 
giiées  et  orthogonales  de  celles  que  représente  Téquation  (a  ter). 
Cette  équation  se  simplifie  beaucoup  si  Ton  pose 

die  devient,  en  eâét,  en  mettant  ~  à  la  place  de  M , 

rf«     _^  dp 
,          ±   — ■■■  ^  =  o, 

d'où,  en  intégrant. 


a|S  ±.  Vi  — a'  V>  — =  constante: 
on  pourra  donc  poser 


=  «jS  +  VI- «■  Vi-|9'» 
V  =  ajS  -  yjx  —  a*  Vi  — jS*. 

et  l'on  aura  finalement,  pour  les  valeurs  de  ^,  /x,  v,  exprimées 
en      jr,  z, 

f 


(i8) 


r  CM  M 


_  sinar  V — I  sina»  y  —  i  -h  yain'uA-  —  sin'ay /—T  Vmo'<mc  —  sin'os  y  —  i 
^~  fin»**  ' 

«ln>a.r 


i'(ji;.itioiis  f)u  les  imaginaires  n'entrent  qu'en  apparence,  (li^pa- 
raitraient  en  rempiaçant  cos  nj-  \  —  i  et  sino^'  y  —  1  par  leurs  valeur» 


Voilà  encore  un  nouveau  système  triple  de  surfaces  orthogonales, 
dont  la  forme  conduit  à  des  remarques  semblables  à  celles  qui  ont  été 
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frites  piécédemment  ;  il  est  le  plus  simple  parmi  tous  ceux  qui  corres- 
pondent aux  formes  des  ionctions  X  .  Y,  Z,  que  nous  avons  considé- 
rées dans  t(>  pai aera|)lie.  On  en  oblinidrait  d'ailleurs  nue  multitude 
d'autres,  en  intégrant  compléteuitiu  i  ét^ualion  ,  ijyj  mais  les  résultats 
auxquels  on  est  conduit  sont  «xtrêmementcompliqi.és. 

VI.  . 

Supposons,  en  troisième  lieu,  que  les  ci>nstauleii  a  er  h  du  para- 
graphe iil  soient  égales  et  de  signes  contraires;  on  aura,  pour  déter- 
miuerX,  Y,  Z,  trois  équations  semblables,  dont  la  première  sera 

X'X"-a(X''-fl»)  =  Oî 

la  ionction  X  déterininée  par  cette  équation  est  une  fonction  elliptique 
identique  à  la  fonction  inverse  de  celle  qui  représente  l'arc  de  lemnis- 
cate  :  on  trouve,  en  effet,  très-simplement,  pour  équation  int^ale  de 
la  précéd^te, 

Xo  et  m  étant  les  trois  constantes  qui  naissent  de  l'intégration  :  on 
peot supposer  nulles  les  deux  premières,  sans  altérer  la  généralité  des 
résultatsi  et,  si  Ton  pose 

'»  d9 


£ 


,  —  i    et    e  =  x(«), 


on  aura,  pour  les  valeurs  de  X,  Y,  Z, 

et  pour  Téquation  de  la  première  famille  du  système  triple  de  surftices 
orthogonales  qui  en  résultent, 

1j»  équations  (4)  deviennent  alors,  en  introduisant  X,  Y,  Z  à  la 
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place  de  x^j  et  z,  et  mettant  —  Ma.  —  ^  I     au  lieu  de  a  et  {-i , 

tang  nY  =  «  tang  mX , 
tang  pZ  —  ^  tang  mX  ; 

alors  u  et  v  seront  fonctions  de  «  et  j3 ,  et  en  se  rappelant  que 


m  X'  —  \ma  sin  am  X  ,  «  Y'  =  \na  sin  a«  Y ,  pZ' =  \pa  sm  u/)  Z 
d'où  _ 


rfp  _  —  2^  y  /w«i    2£v^ 

on  trouvera  facilement  une  équation  <!»'  la  forme 

P  -f-  Q  tang'  irt\  —  o. 

P  et  Q  ne  conrenant  que  ce  et  /3 ,  celle-ci  se  décomposera  en  deux  autres 
qui  seront ,  toutes  réductions  foites , 

en  posant 

on  trotivera  que  M  et  N  sont  les  racines  d'une  équation  du  second 
degré,  que  l'on  devra  intégi"er  en  v  considérant  M  conmic  r«"prf!»t>n- 
tant  le  quotient  des  diliérendeiles  //p  et  da;  ensuite,  on  égalera  à  ^l 
et  V  les  deux  valeurs  de  la  constante  arbitraire  résultant  de  cette  inté- 
gration :  mais  les  calculs  qu'il  faut  exécuter,  même  dans  les  cas  les  plus 
Âmples,  sont  trop  compliqués  pour  offrir  quelque  intérêt. 

VII. 

Les  cas  que  nous  venons  d'examiner  sont  les  plus  remarquables;  on 
peut  d'ailleurs  intégrer,  dans  tous  les  cas»  les  équations  (9)»  et  en  dé- 
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diiire  l'équatîon  de  la  famille  de  surfaces 

susceptible  d'avoir  des  conjuguées  orthogonalei. 
Si  l'on  considère,  en  eflfel,  la  première  des  équations  (9) 

on  en  déduit,  en  intégrant  une  première  fois»  et  dési^nt  par  m  une 
constante  arbitraire, 

X'  =  mfX"  ~  <t)"(*-*J (X*  -  *)»^^); 

par  suite,  on  pourra  exprimer  X  et  jp  à  l'aide  de  X",  de  la  manière 
«iiivante  : 

/■'  1  ^  _  L  

jf  _Xo-^  J  (X"-«)'^— '(X''-*)='^'-''^~'rfX", 

(X'-a)"   *     iX'^hf-^-  'dX"-. 

on  pourra  donner  aux  deux  constantes  .r„  et  telles  valeurs  déter- 
minées .que  Ton  voudra,  et  si  Ton  désigne  par  ¥{x,  m)  la  valeur 
de  X,  on  aura 

X  =  F{«.i»),    Y«PCr,n),  Z=F{z,p), 

et  réquation 

(ao)  p  =  f  (X,  /»/  -H  F      #1}  -H  F  (a,  p), 

où  m,  n,  j)  désignent  trois  constantes  arbitraires,  comprend  toutes 

les  familles  de  la  Jorme  que  nous  considérons  et  qui  possèdent  des 
«  onjuguées  orthoijnna)r-s.  CpHp  équation  (ao)  comprend  en  particulier 
les  équations  (a)  des  paragrnphes  I  V,  V  et  VI.  11  faut  f>onrtant  en  ex- 
cepter, ainsi  que  nous  l'avons  déjà  remarqué,  les  surfaces  cylindriques 
ou  de  révolution. 
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NOTE  AU  SUJET  D'UM  iMEMOlKE  D£  :VI.  CUA5LËS; 
Pa»  j.  LIOUVILLE. 


A  roccaiion  de  ses  belles  recherches  sur  les  lignes  géodésiques  des 
aurfooes  du  second  degré,  M.  Ghasles  a  donné  (tome  XI  de  ce  Journal , 
page  fiai)  deux  équations  qui  appartiennent  i  une  droite  tangente  à 

deux  surfaces  hnmofocales  (a) ,  (a,),  f-t  qm;  je  me  dispense  de  tratiscrire 
ici.  supposanl  que  le  lecteur  ait  sous  les  yeux  le  Mémoire  cité. 
M.  Cha&les  Uit  eui»uile  que  «  ces  équations  se  transioruient  en  deux 
I»  équatione  diffîrentidies,  où  f&y  y  (coordonnées  elliptiques  d'un 
«  point  quelconque  de  Te^oe)  sont  les  variables,  si  l'on  remplace 
»  les  cosinus  (qu'elles  contiennent)  par  les  projections  ds ,  tls%  ds'  d'un 
»  élément  de  la  droile  sur  les  normales  aux  trois  stirface-s  :'  &  fjx),  (v), 
»  puis  ces  éléments  </i,  iis\  fis  ",  par  leiu's  expressions  connues  en  (i,  a. 
"  V,  dp,  d^jL,  dv.  »  Mais  il  est  important,  je  crois,  d  ajouter  que  les 
deux  équations  différentielles  ainsi  obtenues  se  laittent  ramener  à 
\m  système  de  deux  équations  du  genre  de  celles  que  M.  iacobi 
nomme  abéUenws,  «i  sorte  que  les  considérations  géométriques  dont 
M.  Chasies  s*est  servi  fournissent  les  intégrales  d'un  tel  systèn».  Oc 
rnème  que  dans  un  plan ,  où  Ton  détennine  l;t  ]>nc;itinu  des  divers  pomK 
par  l'intersection  de  deux  séries  de  coniques  liumoiocales,  l'intégrale 
iondainentale  d'Euler  pour  les  fonctions  elliptiques  est  représentée 
géométriquement  par  les  droites  tangentes  à  une  de  ces  coniques,  de 
même,  dans  l'espace,  les  intégrales  du  système  abélîen  le  plus  simple 
répondent  à  des  droites  tangentes  à  la  fois  à  deux  surfaces  homofo- 
cales  I  cr  .  '/  V  C'est  à  l'aide  de  ces  droites,  auxquelles  on  avait  déj;t 
trouve  de  belles  et  nomlireuses  propriétés,  qu'on  étendra  aux  surfaces 
du  second  degré  les  tUéorcmes  connus  pour  leâ  coniques  coucernanl 
le  maximum  et  le  minimtm  du  périmètre  des  polygones  inscrits  et 
ciroooacrits.  Je  traiterai  en  détail  tous  ces  questions  dans  un  prochain 
cahier. 
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EXTRAITS  D£  DEUX  IJ^TTRES  ADRESSÉES  A  M.  UOUVILLE, 
Pm  BI.  Wuuab  TDOU SOiV. 


>  (jiinbridf«,  a6jaiii  1646 

M   Les  reclierclies  sur  lesquelles  je  vous  ai  écrit,  le  8  oc- 
tobre i8.|  ">[';.  m'ont  cnmliiit  à  IVmploi  d'un  systènip  noiivfnu  de 
coordoiiiu-cs  ui  tliogtuiai«*s  t res-com mode  dans  quclqucb  proi>lcuiei>  des 
ehfories  de  la  chaleur  el  de  Télectricilé.  Les  »urfiices  ooM^nnées  dans 
ce  «ysième  sont  lessur&ces  engemlréespar  la  rotation,  autour  d'an  axe 
convenable*  d'un  système  de  coordonnées  curvilignes  dans  un  plan,  et 
les  plans  méridiens.  Fii  (-n'(>t,  soit  M  un  plan  méridien  quelconque;  lea 
coordonnées  d'un  jjoint  V  dans  ce  plan  sont  deux  cercles  qui  se  cou- 
pent à  angle  droit  en  ce  point,  et  dont  le  premier  pasi^e  par  deux  points 
ftxes  À,  A'»  dans  Taxe  de  révolution  X'X,  tandis  que  le  second  est  la 
courbe  orthogonale  de  la  série  entière  des  cercles  qui  passent  par  les 
points  A,  A'.  On  démontre  fecilement  que  cette  courbe  est  un  cercle 
qui  passe  par  deux  points  imaginaire»  B',  dans  la  droite  Y'OY  per» 
pendiculaire  à  X'OX,  à  des  distances  aux  deux  côtés  de  O  dont  cha- 
cune  est  égale  à  n  \' —  r  ,  n  étant  la  valeur  ()<■>  distances  égales  A'O, 
OA.  En  ellét,  la  première  série  est  exphnu  c  par  l'équation 

(l)  X^-hjr'  —        —  rt», 

u  étant  un  paramctre  variable,  et  Ton  en  déduit 

(a)  +  j"*  —  aw  =  —  a*. 

pour  l'équatioD  de  la  courbe  orthogonale. 

[*]  PcrirtPttfz  moi  de  vous  fain.'  rcmsi-qnt^r  ttiif  fatiir  qui  a  pass4>  dans  l'mtrait  de 
ce«e  LtUre  <iiie  vous  avez  |)ublié(il  est  prubnbtc  que  je  l"ai  faite  moi-iDéinc).  La  kurei, 
qui  ne  deToit  oalleineiit  psraitre  dam  k»  fonuak*,  7  eat  plutieuci  fou  fépMe  au 
liea  de 

Vm«'  rv>t«,qai  exislait,cn«rrei.  <hn<  Ir  m3nii««rt|,s4l44(Jàli|Mt^edati»  IVrnKa 4« tOM X, 
ou  la  Lotire  «lu  M.  Thomton  m  UuHVe  iiul>riince.  (J.  LiowiuB.) 
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»  Posons 

u^acotQf   v=  4S  v'— i.cotijt; 

9  lem  Tangle  que  la  tangente  du  cercle  (  i  ) ,  au  point  A  on  A',  lût  avec 
l'axe  X'X,  et  <|i  sera  l'augle  imaginaire  que  la  tangente  dn  cerde  (a)«  au 

point  B  ou  B',  fait  avec  Y' Y.  Pour  avoir  la  série  entière  des  cercles (i), 
il  faudrait  donner  à  a  toutes  les  valeurs  réelles  (ie  — oo  à  ao  ,  OU  à  6 
toutes  les  valeurs  de  o  à  tt  ;  et ,  pour  la  série  i^a) ,  il  hudrait  donner  à  <• 
toutes  les  valeurs  de  a  à  ao  ,  et  de  —  oo  ;<  —  a.  On  peut  considérer  un 
point  P  comme  déterminé  sans  ambiguïté  pat  les  coordonnées  0,  (en 
prenant  9  h-  n  au  lieu  de  $  pour  Tautre  point  d'intersection  des  mêmes 
cercles).  Les  équations  de  transformation,  entre  les  coordonnées  (r,^) 
ot  (9|  (|»)  d*un  même  point  P,  siml 

(3)  +7*  —  aaj'  cot  *  =  «», 

(4;  4p'        —  a«urcot  tf  y  —  i  =  —  <«'. 

On  en  déduit 

«in  A  JZ-t 
jt  =  —  a  — —-2  i» 

àin  0 
tosifi  —  cos  9 

j         j         2  to»  ^     COffc  6 
*  "^«^  "**  an^  —  oati 

Dans  les  applications  physiques,  il  s'agit  d'exprimer  la  dislance  A, 
entre  deux  points  P,  P%  en  fonction  des  nouvelles  coordqnnées.  On 
trouve  facilement,  à  Taide  des  formules  données  cl^dessus,  dans  le  cas 
de  P  et  P'  dans  nn  même  plan  méridien  M  « 

A«  =  afl'  «-os(->-f)-cos(0-9') 
(CM  i(i  —  co»  G)  (cos  ^'  —  r  os  6'  ) 

Pour  les  trois  coordonnées  d'un  point  dans  l'espace,  je  prends  ô, 
(|)  qui  fixent  sa  position  dans  un  pinn  fnéridien,  et  l'angle  f  que  ce 
plan  fait  avec  un  plan  méridien  fixe.  Je  trouve  maintenant,  pour  la 
distance  entre  deux  points  quelconques  P,  P', 

.  g  _      .  CM  (^  —    ]  —  [cos  0  CO!»  6'  4-  !>iH  &  atip  6  *  oS  (y  —  y')] 
(co»4»  — co»8)(cosf  —  ODS©') 

T«iM  Xll—Jam  ai!. 
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Pour  éviter  remploi  de  quantités  imagimirea ,  je  pose 

acosi|*=  r-H  ^»    aco8i|«'  =  r' -h-p» 

d'où  l'on  déduit 

aco»(^»- (f)  =  p-t-^-» 
et  rexpressîon  précédente  ae  réduit  à 

A»  —    »  r'  —  giT*[co>fl  c<»y  -H  sin  0  sin  9'  cos  (y  r'* 
^  (r«  — arci»«H-i>(i>'»  — ar'oo»»'-!-!) 

A  l*atde  de  cette  expresaion ,  on  trouve 

1*       *  '  JL.    —  L  .   ^  -4-    —  =  O* 

rfr*      ^  tiiiO  siii'e      </^'  * 

OÙ 

.f  =(r*  —  aroosd  -i-  i)", 

pour  IV-quatiuri  du  mouveuient  unilorme  de  la  clialeur  expnui«%  par 
les  coordonnées  /,  5, 
»  Lea  aurfacea  repréaentéea  par  Téquation 

r=  constante 

sont  des  sphères  engendrées  par  la  révolution  d'une  série  de  cercle»  au- 
tour de  la  droite  qui  contient  leurs  centres.  Supposons  que  l'espace 
entre  deux  de  cea  aphèrea  (quand  chaque  sphère  eat  en  dehora  de 
l'autre,  cet  espace  sera  Teapaceinâm  en  dehora  des  deux  aphèrea),  dont 
lea  équations  sont 

M)it  rempli  d'iut  milieu  aolide  homogène,  que  tes  températures  de 
tous  les  points  de  chaque  surfacf  soient  données,  et  qu'il  s'agisse  tle 
déterminer  la  tenipéra'ure  stationnaire  d'un  point  qnelconqiie  dans  le 
solide;  on  rt^toudra  eu  problème  avec  beaucoup  de  facditc  au  mojen 
de  Faïuilyae  de  Laplace,  en  employant  lea  coordonnées  que  j'ai  iudi> 
quées.  Dana  le  caa  particulier  d'une  température  conatante  pour  chaque 
sphère,  on  parvient,  après  quelques  réductions,  à  trouver  la  solution 
que  Poisson  a  donnée  pour  le  problème  correapondant  de  deux  aphère» 
électrisées. 
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»  Il  y  a  un  système  nouveau  et  très-remarquable  de  coordonnées , 
qu'on  trouve  en  posant 

rcos6=rS,    /  siii  5  cosoj  —  y;,    r siii  5  sin =  Ç, 

r,  ô,  f  aj>[iaitenaiit  au  système  expliqué  c  i-tl(>ssiis.  Dans  ce  système 
(4i  )7>  Ç  >  1^  surfaces  cuuidonnées  sont  des  sphères  orthogonales  qm 
passent  par  un  point  ûxe,  et  qui  touchent,  {lar  conséquent,  trois 
pJans  orthogonaux  menés  par  ce  point.  Je  suis  parvenu  à  considérer 
ces  systèmes  de  coordonnées  en  cherchant  les  images  des  séries  de 
surfiioes  des  systèmes  (polaire  et  rectangulaire)  ordinaires  1  dans  des 
sphères  convenablement  disposées. 

»  L'application  du  système  >j,  Ç)  aux  problcmesde  ph^Mque,  pour 
le  cas  dt:  dt  ux  systèmes  qui  se  touchent  l'un  l'autre,  en  donne  les 
lolutions^avec  beaucoup  de  facilité  $  mais  il  est  plus  simple  de  ftire 
directement  la  recherche  de  ces  coordonnées»  que  de  les  déduire 
du  système  (r,  $f  f).  En  ttkty  soient 

jr*  -i-j*  -f-  s*  —  ^  —  o, 
**        -H  s'  —  j  =  o , 

jc*  -f-  r'      —  ^  —  o 

les  L-quatinns  de  trois  splieres  qui  se  coupent  à  uu  point  P  (^ellcs  se 
coupent  aussi  à  l'origine  O).  Je  prends^,  y;,  Ç  pour  les  coordonnées  de 

ce  point  ^il  faudrait  substituer         ^»  ^  dans  ces  équations,  au  lieu 

de  4,  y; .     pour  retrouver  les  coordonnées       ^  indiquées  ci'dessusj 
De  ces  équations  on  tire 

jB*+  »*ss  , 

et  I  équation 

33.. 


a6o  JOUBNAL  D£  MATHEMATIQUES 

devwDt,  pour  1«  nouvelles  coordonnées. 


où 

p  =  {|«  +      H- Ç»/. 

Pour  exemple  de  l'emploi  qu'on  peut  faire  de  ce  système  de  coordon- 
nées, sdpposoiis  que  la  température  d'un  point  (a,  ïj,  Ç)  est  une  fbnc- 

tioti  Hoiiuéf  F  (/j,  Ç)  dos  c  oordonnées  r,,  Ç  de  sa  position  sur  la  sphère  a, 
rt  ((IIP  la  leinpératuiv  d  un  [loint  a,,  r, ,  Ç,>est  F,  (7;,  r^i,  et  qu'il  s'agit 
de  détei'ininer  la  température  periuauente  d'un  point  quelconque 
P  (Ç,  ÏJ,  Ç)  dans  l'espace  entre  les  sphères  a,  a,  (c'est-4k-dire  Tespace  en- 
tier pour  lequel  Ç  a  une  valeur  intermédiaire  à  a  et  «Oi  que  nous 
supposerons  rempli  d'un  solide  homogène.  Suivant  la  méthode  de 
Fourier,  en  observant  que  les  valeurs 

00Si»lI.COS)}Ç.C*$, 

cosfnq.sin  «ïÇ.e**, 


substituées  pour  c,  sont  des  solutions  particulières  de  Téqua- 
tion  (a)t  pourvu  que  ii*  =  m'  H-  n* ,  je  trouve,  pour  la  solution  du 
problèine  proposé , 

,'-./■"  r  .o-uinf  /•'rf,'riî'"ir.'''"''"°T,"~" 

i»V_,J-,  J-mJ-»        '  ,.(._.„_,_»(«,, 

où  c  est  la  base  des  logarithmes  népériens,  et 

A  =  (m» + 

»  (Jomiue  exemple  de  lUsaf^e  de  ceiti-  formule,  je  ferai 

F  (»J.  «  =     in.    =  V, 
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V  étant  iiue  constante.  Pour  J«  réductuMi  de  l'exprewion ,  dam  ce  cas , 
j'observe  que 


(c) 


J      i     dpf^t^  C  L.  =  :in  


d'où  Ton  déduit 


, »  r<*>  oMmlv  —  r/) cos (;  —  i 

/  /    dn'iS;'  ^  ,  ^^  =  aitoos#ii»j.cos«Ç.i-rî, 

et 

J  J     àn'tt^' ~  ^— ^=  aireosi»ii.cw«Ç.*-T-, 

le  signe  supérieur  ou  inférieur  éraiitpris,  dans  la  seconde  expression, 

selon  que  a,  est  positif  ou  négatif  ]*•  prends  a  fotijours  positif  et  >  «,). 
Ces  réductions  faites,  rexpreî>sion  [h)  se  trouve  réduite  à 


et 


suivant  les  deux  cas.  L'équation  (I)  se  réduit  à 

à  cause  lie  ia  valeur      un  trouve  pour  i  iot^ale  définie  qui  y  est 

contenue  [*J. 

»  L'expression  pour  v,  dans  le  second  cas,  se  trouve  réduiu-  en  série 
convergente,  n  Pon  substitue  pour  .  ja  gprie 


(*]  I  r^int.  pi  atps  (I,  flni.'s  r  ,  r  (|)sonl  des  cas  particulitTs de  deux  intégrale*  iBnJdiiles 
dont  j  ai  trouve  les  valeurs  «n  ciicrchant  une  démoDStralion  de  la  formule  (5),  toiM  X 
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«c  pu»,  pour  chaque  terme,  sa  valeur,  «rivant  la  furoiule  citée  dana  te 
caB(I).  On  trouve  ainsi 

/         '       j         '  :  


 _4. 

 1  I  I   

'     Ky-*-Sr-H«'-+-;'j'     t(»Y +  6j       -h  i'f     Itây -M/ +    +  ' 
où 

De  cette  exprenion  on  déduit  fiicilement  la  distribution  d'électricité 

,  sur  deux  sphères  qui  se  touchent. 

■  Le  cas (I)  correspond  à  deux  sphères  dont  l'une,  (a\  est  en  dedans 
de  l'auire,  {a.^.  Dans  le  cas  (II  ,  le  solide  considéré  remplit  l'espace 
entier  en  dehora  de»  deux  sphères,  et  la  température  est  séro  à  une 
distance  infinie. 

•  Il  y  a  une  interprétation  pour  le  nouveau  syatéine  de  ooordon- 


votre  lottrnal .        i4i  •  Yvt  u«uTé,  co  effet , 

n-,  I 

  I 

^  *        »        dp,dp,.  .MmCOi  m^t  cos  m^... .  _  («  —  '  ^   ^    ,  -  m;  ♦       ♦ ... 


/;./■ 


{n— -hx\-h...-hxi-hu')  * 
d'oà  l'on  déduit  innie<ii«ieinent  ics  iiilegral<:6  çittt'». 
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nées  (r,  9)  dan*  im  plan,  qui  «it  trèt-aimple.  En  effet»  foiant  A,  A'  deux 
points  fiscs,  ei  P  un  point  qudconqœ  dont  il  s*a(^t  d'e^rimer  la  posi^ 
lion.  Cela  peut  se  faire  au  moyen  de  Tangle  APA',  que  j'appelle    et  de 

la  raison  /■  de  AP  à  AP'.  Quand  Q  a  une  valeur  constante ,  lo  lien  de  P  est 
un  cercle  qui  passe  par  les  points  A,  A';  et  quand  r  a  une  valeur  con- 
:itante,  le  Heu  de  P  est  un  cercle,  dont  le  centre  est  dans  le  prolonge- 
ntentdeÂA',  d'un  côté  ou  de  l'autre,  suivant  que  cette  valeur  est  plus 
grande  ou  plus  petite  que  l'iuiité,  et  qui  a  la  propriété  de  couper  à 
angle  droit  tout  cercle  décrit  par  les  points  A,  A'. 

»  Poaona maintenant,  pour  expliquer  le  second  système, 
rcoad  =  §,  rsin9=s>}. 

Le  lieu  de  P,  quand  |  a  une  valeur  constante,  sera  tel  que,  n  Too 
mène,  de  A,  AD  perpendiculaire  à  V'P,  la  raison  DP  :  AP  sera  con- 
stante, et  l'on  trouve  ainsi  que  ce  iieu  est  un  cercle  qui  touche  en  A' 
une  droite  |>erpendictdaire  à  A'A;  et  l'on  trouve  semblableuient  que  le 
lieu  deP,  quand  r,  a  une  valeur  constante,  est  un  cercle  qui  touche  A'A 
au  point  A'.  » 

»  Knock,  lo  tfl  s«p|piiihr«  (H;(<i. 

»...  Depuis  que  je  vous  ai  écrit  la  dernière  fois,  j'ai  considéré  le 
problème  de  la  dittribution  d'électricité  sur  le  legment  d'une  coudie 
«phérique  infiniment  mince,  fait  par  im  plan ,  ce  corps  étant  composé 
de  matière  conductrice,  et  j*ai  trouvé,  en  espressïon  finie,  la  solution 
complète,  en  supposant  qtie  le  corps  possède  une  quantité  donnée 
d'électricité  et  que  la  distribution  se  fait  sous  l'influence  de  masses 
électriques  données.  J'avais  l'intention  île  rédiger  de  suite  pour  vous  un 
petit  Mémoire  sur  ces  recherches,  mais  j'ai  rencontré  quelque  difficulté 
dans  l'exposition  de  la  méthode  suivie,  et  comme  je  suis  k  présent 
irèsMiGCupé  (lescours  à  Glasgow  commencent  le  i**  novembre,  et  il  me 
Faudra  beaucoup  de  préparation) ,  il  me  faut  difTérer  cette  tâche.  Je  me 
bornerai  jiour  le  moment  aux  énoncés  de  quelques-uns  des  réstdtats. 

u  Soit  S  le  corps  conducteur  sur  lequel  il  s  agit  de  déterininer  la 
distribution.  Pour  premier  cas,  soit  Q  un  point  en  dehors  de  S,  sur 
la  même  surfÎM»  sphérique  dont  S  fait  partie,  et  supposons  que  S  soit 
mis  en  commuvicalion  avec  le  sol  par  un  fil  conducteur  infiniment 
mince  (ainsi  le  potentiel  dans  S  sera  toujours  zéro,  quels  que  soient  les 


Digitized  by  Google 


ie4  lOUBH AL  DE  MATHÉMATIQUES 

"é-électricité  négative  Q ,  concentrée  au  point  Q.  Je  démontre  que  l'in- 
tensitf-  frélertricité  a  la  même  valeur  aux  points  vfiisiHs  des  deux  côtés 
de  la  (oiu  lip  S.  et,  en  dénotan^par  «««ttq  valeur,  pour  un. point  quel- 
conque F  de  S,  je  trouve      ^  -^'"v,  ^tu      4  -f,  fi >if  M  ,«»tit«i« 

OÙ  n  ,  i  et  r  sont  les  distances  du  bord  de  S,  du  point  Q  et  du  point  P, 
à  un  point  €  do  S  qu'on  \Hna  appeler  son  centre,  et  A  est  la  distance 
entre  Q  et  P.  Il  est  remarquable  que  cette  expression  ne  contient  pas 
le  rayon  de  la  spbère  dont  S  fait  partie.  Ën  supposant  que  ce  rajon 
soit  infini ,  on  a  l'expression  pour  la  diabibution  d'électricité  sur  un 
disque  circulaire,  aous  l'influence  d'un  point  ^ns  son  plan  »  «p|i 
'fip/ëffèt^ifl'lDéine  que  celle  que  Green  a  donnée  pour  ce  cas. 

»  pour  trotiver  la  distriljution  dans  le  cas  de  S  isolé  et  éleclrisé,  je 
remarque  que,  si  la  quantité  d'électricité  sur  S  est  telle  que  le  poten- 
tiel qui  en  résulte  a  une  valeur  donnée  Y,  la  distribution  sur  S  sera  la 
n^èm  que  celle  qui  «mil^  lieu  si  44(wiMi|v^)^bnf  l>'l9l|Mmc  #4M» 
jçm^  élect>iqMeqaiptM|»ii»|pWl8llilrt  rtrJ^mmêm  mm^é^ 
:  pas, isolé.  On  peut  prendre  p#p)lil||kfOUche  ime  i 


jUOncentrique  avec  celle  dont  S  fait  partie;  en  supposant  rexcés  du 
ravon  de  l.i  première  sphère  sur  le  rayon  de  la  seconde  ndininient 
petit,  ou  rt'duiL  le  problème  a  la  détermination  de  la  distribution  sur  S, 
sous  Tinfluence  d'une  diitribution  «jawiée  H^itt9VévM  fWf  ia^  <Pbif» 
4Qfi|.^;£u^.|^tie.,  <N^<!(|iî^|i^«M^.^ 


(  .ttoiiudttiài'. 


ri  v==  J^ri^)'-arctang(^.yl 

(«^^jM^Mto^^  S  fait  parti*},  pM«|«M||i|| 

^-1  i,  >ji»s#. 'i! 'f^  >i -nii  ■  ( . ,  '  >itr«^wt)*ip¥!«e"^-^n  '    'rut  i^iiii:; 
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Note  au  sujet  de  l'article  précédent; 
Pab  J.  UOIimLB. 


I.  1a  Lettre  de  M.  Thonuon  in*a  suggéré  quelques  remarques  que  je 
crois  devoir  préseoler  ici,  parce  qu'elles  montreront,  ce  me  semble, 
plus  clairement  encore  toute  l'importance  du  travail  dont  le  jeune 

giéomètre  de  (ilnsgow  houh  a  donné  un  extrait  rapide. 
Nous  n'sotidrous  d'al)ord  le  problème  suivant  : 

Problème.  Soient  .r,  r....,  s  et  |,  >:,.■•>  Ç  deuxgrom)e8  contenant 
un  nombre  égal  ou  inégal  de  variables,  les  premières  x, s  indé* 
pendantes,  les  autres Ç  fonctions  des  premières,  en  sorte  que 

soit  encore 

Désignons  d'ailleurs  par  ï',  /;',...,  s',  cp  que  deviennent  les  fonc- 
tions I,  >!,-••»  fy  quand  on  y  remplace  a:,  j,....  z  \Y.\r  or',  z' . 
Cela  posé,  on  demande  de  déterminer  les  fonctions  J ,  F,...,  <3f,  de 
manière  à  avoir  généralement 

8'- jy-Kn-  -».)■  •^••-H^f  -  ;)' = -  "  -  "'• 

Pour  fixer  les  idées,  nous  nous  bornerons  au  cas  de  trois  variables 
ar,  j-,  z,  et  de  trois  variables  |,  y; ,  ^  ;  et  la  question  sera  de  vérifier 
l'équation 

(0  -  4/  -^in'-  -n/  (g-  -  g)' = "  ^^'"^ 

La  même  méthode  réussirait  pour  deux  groupes  .r ,  j^,...,  x  et|,  9,..., 
'  Ç  quelconques.  11  n'y  aurait  de  changement  que  dans  quelques  détails, 

Tom  XII.  —  Jctaut  184?. 
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f't  seulement  si  le  nombre  des  variables  était  différent  dans  les  deux 
groupes.  Au  surplus,  nous  n'aurons  besoin  plus  tard  que  du  cas 
où  ce  nombre  est  le  même  de  pari  et  d*ftutre ,  et  ne  surpasse  pas  trois , 
ce  qui  nous  permettra  d'interpréter  géométriquement  les  résultats  de 
notre  analyse. 

Donnons  à  x\jr',  z'  des  valeurs  particulières  x^^jr^,  à  volonté, 
r(  représ<Mitons  par  p^„  /:„  'Z„  les  valeurs  correspondantes  île/)', 
§'»  fi'i  Ç'-  U'équation  '  i)  nous  donnera 

j         (jr  — jr.)'-h(j  —  r„  i  -'-f-  is  —  j,  ;' 

pI  f(Ç  -  «.) '-f-  in  -  T.,)  ■•  H-  (Ç  -  Ç. ,  '  )■ 

Mais,  pour  plus  de  simplicité,  nous  mettrons  partout  |  ^  |o  i  'îo  » 
Ç  -f-  Ço»      -»-  -To,  J  -»-  J„,  z  -I-  x„,  au  lieu  de  H,  x,  j,  c,  et 

de  même  |'  +  x'  ■+■  x,,  etc.,  au  lieu  de  u,',  etc.,  ce  qui  ne 
change  rien  aux  didEfirences  |'  |  »  je'  —  »,  etc.  La  valeur  de  de> 
vimdra 


et  l'équation  (i)  subsistera  telle  qu'dle  est. 
En  faisant 

X*+jr*+  Z*  =  r*,  |»H-ïj«4^Ç>=:/)». 

j«H-        r",   Ç'«-f.        Ç'»=  p«, 

on  aura 


et  en  portant  ces  valeurs  dans  Téquation  (i),  on  trouvera  aisément 

.Il  I  /*  j'        y  J''         «  s'  \  I 

-  P*o  -  ^  (pi^  +  Ji^r.  +  -, J- 

Maintenant  donnons  à  jr',  y,  z'  quatre  systèmes  de  valeurs  oonnues 
à  volonté,  à  chaciw  desquels  répondront  des  valeurs  déterminées  de 
r\  î't  pS  ^  nous  atn-ons  ainsi  quatre  équations  du  premier 
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ilvgré  qui  fourniront  les  valeurs  de 


1  ^  • 

P'*  f''  P'* 


conskléréei  corame  quatre  inconnues,  eu  fonction  linéaire  de 


X  r  z  t 
r-     r'      /*'  r- 


En  désignant  donc  par  A,  B,  C,  D  des  constantes,  et  par P,  R,  S 
des  polynômes  du  premier  degré  en  j^,  s,  ces  valeurs  seront  de  la 
forme 

Kii  faisant  la  somme  des  carrés  des  trois  premières,  on  trouve  une 
valeur  de  -p  qui  tloit  être  égale  à  celle  que  donne  ia  quatrième  équa- 
tion. Ainsi  les  deux  fonctions 

et 

A'  +  B'  I  C  I  ^(^P  +  gQ-^^)  +  P  ^<1  +  ^* 

doivent  être  égales.  Mais  la  première  devient  une  fonction  entière 
quand  on  la  multiplie  par  r'.  Il  laut  donc  que  la  seconde  le  devîetiiie 
aussi,  et  que,  par  conséquent,  P*  <^  Q'  -f-     soit  également  divisible 

par  r*.  T^e  quotient  ne  pêut  évidemment  être  qu'une  coiTl-mte,  puis- 
que le  tuimérateur  et  le  dénominateur  sont  du  même  degré.  Soit  m" 
cette  constante,  et 

P,  (j,  R  étant  des  polynômes  du  premier  degré,  je  fais 

P  —  m  {aa    r   ijy      cz  -+-  ^} , 

Q  =  m  [a'x      b'y  +  r'z      ^' K  » 

R  =  «I ifl  'x  +  by  -H  C"!  -h  g'), 

34.. 
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et  j'en  conclus  par  la  comparaison  des  deux  membres,  d'une  part, 
rt« -+.<!'• -I- a*«  =  I ,   rt*^-a'*'-»-rt*6'=  o, 

h*  ^  h'*  -h  h'^=  i,  ac+  a'c'  ■+■  a'c"  =  o, 

c'  4-  c"  +  c'»  =  I ,    ht  -h  h'c'  -f-  b'-c"  —  o, 

équations  d'où  résultent,  comme  on  sait,  les  équations  inverses 
A*  +  ^  -H     =  I,   im'  o, 

00"-^^»'  +  ce"  =  o, 
=  I ,   a'a'^  b'b'+  C'c^^s  o? 

et,  d'atiJre  part , 

ag  -h  a'g'     a"g"  =  o,        4-  c'g'  +  c  "g'  =  o, 
^'«"  =  «1   g' +S'•+g'"  =  o- 
Si  nous  admettions  que  ^,  g',  g"  sont  des  constantes  réelles ,  Féqua- 
tion  g*-^-  g"*-^  g"*  =  o  nous  donnerait  g  -  o,  g'=:  o.  Mais, 

dans  tous  les  cas,  on  arrivpra  nti  même  résultat  à  l'aide  des  trois  pré- 
cf^dontes,  en  ayaiif  l  aard  aux  équations  de  coïulif  ion  entre  a ,  b,  c  ,  etc. 
l'our  prouver,  jwir  exemple,  que  g  =:  o,  il  suffira  d'ajouter  entre  elles 
les  trois  équations  dont  nous  parlons  après  les  avoir  multipliées  par 
les  facteurs  respectifs  a,  6,  c.  ïl  nous  reste  donc 

P  =  w  (ax  -i-  bjr  -i-  cz), 
Q  =:  m{a'x  -+■  h'j  -i-  f'z) , 
R  =  m  (a'ar  -h  h''y  -i-  c'z), 

rt,  A,  etc.,  satisfaisant  auv  l'ijuations  de  condîlion  ci-dt'ssus,  les 
mêmes  qu'on  rencontre  dans  la  transformation  de  coordonnées 
rectangulaires  en  d'autres  rectangulaires  aussi.  Et  comme  les  équa- 
tions 

donnant 
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on  en  conclut  les  fonnulec  $iihr«nieft  : 


J9  = 


Mais  il  faut  à  présent  rétablir  |  — il  —  C  ^  lieu  de  |f 
2j,  ip,  et  âCo,  ^  '7*0*  2  —  ^  an  lieu  de  x^y,  s.  Ce  diangement 
fait,  un  aura  tes  formules  les  plus  générale*  qui  puissent  satisfaire  à 

réquatiun  (i\  Noms  avons  donc  le  théorème  suivant  • 

1^  formules  générales  qui  peuvent  satistaire  u  Téquatiou  (1)  s'ob- 
tiendront en  posant  d'abord 

X  =  a  (a:     JTo)  -I-  *  (  j  —J^  +    (z  —  z^. , 
T  =  a'  (a?  -  x„)  -h  h'  (,jr  -j^)  -h  c'  (s  -  s,), 
*  =        —  «,)  +         —  j»)     c* (» -  J^)» 

les  coefficients  a,     elc.f  vérifiant  les  équations  de  condition 

a'  -h  rf'»  -4-  rt"*  =  I ,    nb-h  a'b-     a" h"  =  o, 
f>*  ^      -h  h-'  =  i,    m  -^  a'c'  -+-  ft"i"  =  o, 
•+-  c''  -i-c'^  —  if    bc  -h  b'c'  4-  ^'c  "  =  o, 

puis  prenant 


et  enfin 


If  K   jj    jj  Il         îT  —  r  ^  —   
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RécifirûquenieDt,  on  peut  démontrer  que  réquation  (i)  est  wliafiiite 
de  cette  manière  t  «^t  trouver  la  valeur  de  p  convient. 
D^abord ,  des  trois  dernières  tbrmules  on  conclut  facilement 

(I  --,1  -^^r,  ~Yi)  +(ç    ^)  - ■(ip--.^^Y,Yir^V''"+«v'- ' 

les  trois  précédentes  donnent  de  même 

enfin,  à  cause  des  équations  de  condition  entre  a,  5,  etc. ,  on  trouve 

(x'  -  x)*  4-  (t'  - 1)«  -h  (z'  -  z)"  =  (»'      +  (  r'  -r)'  {«'  -  *)*• 

H  vient  dotu',  eu  eltet, 

la  valeur  de  j»'  étant 

valeur  qu*on  pourra  aisément  exprimer  en'x,  s,  en  observant  que 
le  produit  (x*     t'  +  z*)  («'  -i- 1»^    w*)  est  égal  à 

{A*     B*  H-  C*)  (x*  -h  y'  -h         aAmx     aBiRT  -4-  aCmz  +  nt", 

et  que  x,  y,  /.  sotit  connus  en  fonction  de  x,  jr,  z,  La  valeur  qu'on 
trouvera  ainsi  |)(!ut  se  mettre  sous  la  forme 

mp>  =  (A»  +  B*  +  C»)  [(x  -  x,)*  -h  (j<    jO*  -»-(«-  a,  'J, 
^it     I  2,  étant  des  constantes  dont  voici  les  valeurs  : 

  m{Aa  4-ha'+Ca" 


<w(Ar-t-Bc'-4-Ct'J 
A'  +  B'-f-C» 

Si  donc  nous  regardons  plus  tard  x^j^z  comme  étant  les  coordon- 
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nées  ractanguiaires  d'un  point  quelconque,  on  voit  que  la  quantité  p 
sera  proportionnelle  à  la  distance  de  ce  point  [x,  jf^  z)  k  un  point 
fixe  (Xi       z,).  Il  est  aisé  aus»  de  s'assurer  que 

d*-      d*i  d*- 

2.  Pour  avoir  explicitement  |,  »; ,  Ç  en  J?,  s ,  il  suffira  de  rem- 
placer u,  V,  iv,  \  ,  \,  z  par  leurs  valeurs.  La  première  substitution 
fournit 

g       -    A(x'-h  Y"  +  y-')  +  fflt  


Le  dénominateur  est  précisément  la  valeur  de  mp*  dont  on  vient  de 
donner  Texprestion  en  x^jr^  s,  savoir, 

=  (A«  -H  A»  -I-  C»)  [(je  -  X,)'  +  (j  - jr,)'  +    -  s.)'!- 

Il  ne  resre  donc  plus  (\u  a  clicrcher  le  numérntPtir.  Le  ca!<  ni  tlevieTidra 
d'adleurs  fort  sunple  si  l'on  retranche  des  deux  membres  la  quantité 

A* 

car  alors  le  second  iiicinbi  e  pourra  se  réduire  a  une  fraction  a^atit  pour 
numérateur  un  polynôme  du  premier  degré  en  x ,  r,  z ,  et ,  par  consé- 
quent aussi,  «a  x,^,  s.  En  désignant  donc  par  X  un  tel  polfuAme,. 
et  posant,  pour  abréger. 


on  pourra  ecnre 


et  de  même 


jj",  Ç**  étant  des  constantes,  et  Y,  Z,  des  ionctions  Unéaires  de  JC,  jr^  z. 
fies  polynômes  X,  Y,  Z  s'obtiendraient  sans  peine  par  ce  qu*on  vient 
de  dire;  mais  on  les  trouve  sous  une  ferme  plus  commode  en  opérant 
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of»mme  il  suit.  II  est  aisé  fie  voir  qnVn  attribuant  tine  valetir  infinie  à 
une  ou  plusieurs  des  quaiiUtéi>x,j%  2,  ou,  ni  l'on  veut,  en  faisant 


JF*  -t-       =  CO  , 


on  a 


Si  donc  on  introdoit  cette  hypothèie  de  x*  -h  jr*  -h  s*  —  to  dan» 
Téquation  générale 

il  viendra 

(«•-«•)•+(«'-  «V + (C  -  n- = 5ïrfi?4: ,  ,^ ,  • 

d'où,  en  effaçant  les  accents, 

(«  - 1»)" + («  -  n")» + (;  ^    -  tj^,^Br^cv/>^- 

Mais,  d*nn  autre  côté , 

(I  -  +  (»î  -  + (ç  -  = i 

donc 

c'est-à-dire 

X«  +  Y»  +     =  (jt- jr,)« +  + (s-s,)^. 

De  là ,  par  un  calcul  tout  sembialiie  à  celui  qu'on  a  efïectuc  dans  le 
numéro  précédent  pour  l't  quation 

on  conclut  qu'en  représentant  par  a,  p,  7,  etc.,  des  constantes 
iMsujetties  aux  équations  de  condition 

o*  +  «'»-i-a"«  =  I,  «]9 -^  «'j9' +  «"73' =  o, 

P«  H-P'tH.  jS'»  -  1,   «7  +  «y -f- aY  —  o» 


Digitized  by  Google 


FtJRES  KT  APPLIQUÉES.  373 
du  même  gmre  que  mIIm  entre    b,  etc.,  on  devra  prendre 

X  =  a  (a-  -  ar.)  +  p  (  j  -  j,)  +  7  (2  -  s,). 

z = «•  (x  -  X,)  -H  /s*        -f-  7"  (»  -  s,). 

Kt,  réciproquement ,  il  est  facile  de  vérifier  qu'en  adoptant  ces  valeurs 
fir  X,  Y,  Z,  les  formules 

qui  résultent  de  notre  analyse  en  faisant,  pour  abréger, 

=       d'où      =  , 


enlraineroni:  Tcquation  lieinandée  (1)  dont  la  solution  générale  est 
exprimée  ainsi  d'une  manière  noiivielle  et  plus  simple.  Ea  effet,  on 
trouve  d'abord 

(5'  -Kï'-  {)•  =  ^I^T^FOT^^raP' 

puis 

( X'-  X)»  +  ( Y'- Y)«  +  (2'-  Z)«  «  (X'- +  (J^'-^)»  +  (a'- »)•, 
à  cause  des  équations  de  condition  entre  a ,  |3,  etc.  Et  de  là  on  fir« 

-^r  +  tfl-'î)  T-U  -ç;  (y-«-y^Z»HX'-H-Y»+rv  ' 

c'est-à-dire  l'équation  (i),  en  prenant 

B»  =  X'H-T'-I-Z»  ^  («~.g.)-+(j'-J-.r4-(s-<.)' 

5.  On  pourrait  former  inversement  les  fleurs  de  x,  j",  «  en  | ,  >}, 
mais  il  est  clair  sans  calcul ,  et  à  priori>  qoe  ces 'valeurs  doivent  s'ex- 
primer par  des  formules  du  même  genre  que  œllesqui  donnent  $yij ,  Ç 

en  JT-  r  r.  En  pfFet  ,  p  étant  une  fonction  de  x,  2 ,  on  peut  conce- 
voir cette  quantité  comme  fonction  de  ^ ,  y; ,     Soit  donc 


w    ....  ...   «Jf.,;  tr.i«*i-  ■  <;  '  l« 
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er  étant  une  certaine  fonction  de  >; .  Ç ,  et  tsr'  la  mén» fimction  de 
IS  n't      L'équation  (i)  se  changera  dans  i'équation  nouirdie 

d'une  forme  toute  semblable  à  Véquation  (i)  plle-méme,  et  qui,  par 
conséquent,  donnera  x,  j,  r  en  ?.  r .  r  de  ia  méine  manière  que 
ré(]iiation  (i)  a  donné  |,  >) ,  Ç  en  x ,  r,  3. 

4'.  On  voit  que,  par  récFiarif^e  des  lettres  x,^,  2  et  H,  r,,  Ç  les  unes 
dans  les  autres,  une  solution  particulière  de  Téquation  (11,  Je  veux 
dire  une  solution  dans  laquelle  les  constantes  auraient  des  valeurs 
particulières,  en  donnera  une  autre,  la  plupart  du  temps  différente , 
quoique  rentrant  toujours,  bien  «itendu,  dans  le  type  g^iéral  indiqué 
tout  à  rheure.  U  est  aisé  aussi  de  voir  que  deiut  solutions  données  en 
fournissent  unt-  troi^iit'ine.  Supposons,  en  eflet,  qu'en  prenant  pour 
1},     f  des  fonctions  de  U»  V,  W,  on  ait 

«.  (ç.  -  ç).  =  W-iy-K'v--v).H.(W-w).. 

et  que,  de  même,  en  prenant  pourU,  V,  W,/i,  des  fonctions  de  x, 
j-f  z,  on  ait 

(U'  -  u)«  H-  (  v-  V)» + (w-  w)"  i''—"'My-yi'+i*'-^r^ 

il  est  clair  qu'on  pourra  exprimer  aussi  y,  4>  ^tj^t  ^»     qu  il 

lùendra 

d'où  une  solution  nouvelle  de  notre  problème. 
On  peut  dire,  en  d'autraa  tennes,  que  diverses  tranilbnnaliotts  qui 

résolvent  ce  problème  étant  opérée*  succossivemenf ,  la  transformation 
tuiique  composée  de  cet  ensembi»*  I»'  résout  aussi.  Kt  par  la  luamere 
dont  nous  avons  vérifié  ci-dessus  uoUe  solution  générale,  il  est  mani- 
feste que  cette  solution  n'est  que  le  résultat  d'une  suite  de  si^utions 
particulières  ainsi  ajoutées  entre  elles  pour  ainsi  dire. 

».  Il  y  a  une  solution  particulière  de  l'éqiuition  (  1  )  que  nous  devons 
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étiicUer  spécialement  parce  qu'elle  constitue,  à  pfoprenenl  parlftr, 

l'élément  essentiel  de  nos  founules  générales,  et  qu'elle  nous  sirvira 
fraillenrs  à  en  bien  montrer  Je  sem  géométrique.  Elle  a  été  employée 
par  M.  Thomson f  et  consiste  à  jjoser 

a     ~  ii  —  -  —  "*  

d'où  résulte,  eueifet,  réqiiation 

c>»t*à-(lire  l'équation      en  prenant 

On  a  alor» 

et ,  par  conséquent , 

valeurs  de  même  compu^tion  en       r,,  ^  que  les  précédentes  en 

On  peut  inlerpréter  géométriquement  ces  formule»  en  r^ardant  x , 

r,  2,  par  exemple,  comme  des  coordonnées  rectangulairea,  et.|,  9,  Ç 
comfiîp  (les  paranK'tres.  T.es  stnf;icfs  f^";  ,  (yj  ^  (Ç  potir  lesquelles  un  de 
CCS  paramètres  cons<;rve  même  valeur  sont  des  sphères  fini  sp  «  oMpenr 
deux  à  deux  orthogonalemeiit,  et  par  rinlerhcction  de  trois  desquelles 
M.  Thomsoo  détermine  la  position  de  chaque  point  {x,  j,  z)  ou 
(If  ^1  Sons  ce  point  de  vue,  |,  Ç  sont  des  coordonnées  curvt- 
lignes  qui  se  rapportent  à  la  même  figure  que  les  coordonnées  recti- 
lignes  j:,  y,  s.  Mais  il  est  plus  commode,  je  crois,  d'introduire  dans 
nos  recherches  une  de  rrs  frnnsuuitations  <le  figures  si  familières  aux 
géomètres,  et  qui  ont  tant  contribué  aux  progrès  de  la  science  dans  ces 
derniers  tOQpe.  La  transformation  dont  il  s'agit  est  bien  connue,  du 
reste,  et  des  plus  simples;  c'est  celle  que  M.  Thomson  lui>mém«  a 
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jadfs  emplDjée  soi»  le  nom  de  principe  des  images  [*)l'€ititiUiJÊIlk*<k, 

y  y  s  comme  les  coordonnées  (1*111)  point  (iue!conq?>e  /frtPlà^nR|^i« 
rapportée  à  trois  axes  rei  taiigiilaires  (),r,  O^,  Or,  et  |,ï},  Ç  comme 
celles  criiii  [joint  |jl  truue  autre  ligure  rapportée  à  tro.s  axes  0£,  0>j , 
O^,  rectangulaires  aussi,  et  auxquels  nous  donnons  la  même  origine  U, 
et  respectivemeni  les  mêmes  directions,  une  de  ces  figures  dérivant  de 
l'autre ,  et  le  point  fc,  en  particulier,  eorreapondffnt  au  point  m.,  en 
vertu  des  relations  par  lesquelles  |,  Ç  s'exprïxkent  en \r',y,  s, ou 
XfjTy  zen  S,  v: ,  t.  Il  est  évident  qnc  les  denx  points  correspondants 
m,  fx  sont  eu  ligue  droite  avec  l'origine  O,  et  que  le  pfoduit  ()/;/. Ou 
des  rayons  vecteurs  Ow,  0/x  est  constant  et  =  //.  Une  des  figures  se 
déduit  donc  de  Tantre  en  praiant  sur  chacun  des  rayons  vecteurs  menés 
du  point  O  à  un  point  quelconque  de  la  première  figure  d'autres  rayons 
vecteurs  en  raison  inverse  des  premiers;  les  extrémités  de  ees  nouveaux 
rayons  vecteurs  déterminent  la  seconde  figure.  Nous  donnerons  à  cette 
transformation  le  nom  de  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 

pixxjucs,  relativeu»ent  àl'origineC).  Si,  j>oiirun  point  m  ,  on  a  ^  \  ft, 
on  aura  aussi  Ofx  =  \n,  et  les  points  ///  et  ^jl  qui  se  corre5.pondent  ainsi 
tlans  les  deux  figures  coïncideront.  La  disposant  de  r  ,  on  peut  faire  eu 
sorte  qu'un  point  donné  m  reste  fixe  dans  la  transformation  ;  il  suffit 
<le  prendre  n = Oin',  et  alors  tous  les  points  situés  sur  la  sphère  dont  O 
est  le  centre  et  Om  le  rayon ,  resteront  fixes  aussi,  mais  tous  les  autres 
seront  déplacés. 

A  l'aide  de  cette  transformation  par  rayons  vecteurs  rêcipfoques, 
on  déduira  d'une  figure  donnée  une  infinité  d'autres  figures»  soit  en 
changeant  l'orierine  O  d'on  partent  Ips  rayons  vecteurs,  soit  m  prenant 
diverses  valeurs  de  n  avec  une  même  origine  O,  ce  qtu  ne  donne,  au 
surplus,  lieu  qu'à  des  figures  transformées  tontes  semblables  entre 
elles,  du  moins  tant  que  n  garde  le  même  signe;  car  les  figures  qui 
répondent  à  deux  valeurs  de  n  égales  et  de  signes  contraires  sont  symé- 
triques. On  peut  d'ailleurs  effectuer,  Tune  après  l'autre,  des  transfor- 
mations relatives  à  des  orisrines  différentes.  Mais  je  dis  que  no«5  for- 
mules générales  du  n"  2  peuvent  toujours  s'interpréter  à  l'aide  d'tuie 
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^(:uiu  trau^uriuation  (ie celte  e6|>ece,  eu  sorte  ({u'on  n'obtiendrait  rien 
He  vimmant  nouveau  en  ajoutant  d'autres  transformations  k  celle-lik. 

En  elfet,  dans  le  cas  le  plus  général,  nous  |iouvons  encore  considé- 
rer je,  z  et  rif  Ç  comme  les  coonlonnées  de  deux  points  m,  /a 
appartenant  à  deux  figures  différentes  et  rapportés  à  deux  systèmes 
d'axes  rcctaiieiil.iires  desx,  ?^,  :  et  ? ,  .  iT.  Fl  voici  comment  s'opère 
la  transtoruiatiuii  de  l'une  des  ti^uics  dans  l'autre. 

D*abord  on  passe  de  x,  j ,  :^  à  X ,  Y,  Z  par  les  formules 

X  =  a  (x  —  .r^)  ■^-  t5  (  j  —  jr^)  -h  7  (z  —  r.„) , 
Y  =  a'  (.r  -  .r„)  +  ^.'[jr  -  +  7'  z  -  *„) . 
■L  =  a.  [a.-  -  .Xo)     fi'  (  jr  ^jr^)^  f  [z  -  ij. 

Or,  à  cause  des  l'ciiiations  de  cDiidition  entre  a,  /5,  etc.,  ce  |)assage 
(l'es)  ([u'un  cliaiijj;eineiit  fie  coordnmiées  rectanç^ulaires  en  d'autr;»*; 
cooriionnt'cs  rect.uigulains,  (|in  n  ali!  r«.'  en  rien  la  prennere  tigure  a 
laquelle  îl  est  appliqué;  un  peut  le  >>iippo^er  opéré  d'avance,  et  con- 
fondre dé»  lors  X,  Y,  Z  avec  x,  jr,z. 
De  là  nous  irons  aux  formules. 

s   _  —   _  _  „  „    y...  _  *^  >-    _    >•!>  „ 


ei  nous  aurons  ainsi  une  transformation  de  X,  Y,  Z  en      §o«  iJ—'l»» 
Ç%  que  nous  regarderons  comme  des  coordonnées  rectangulaires 

prises  par  rapport  atix  «nêmes  axes.  Cette  transformation  est  a  rayons 
vecteurs  réciproques,  comme  nous  l'avons  vu  5.  Elle  s'opèi-e  en 
portant  sur  les  rayons  vecteurs  menés  de  I  origuie  actuelle  des  lun- 
guenra  inversement  proportionnelles  à  ces  rayons  vecteurs;  l'ancienne 
ligure  se  trouve  ainsi  changée  en  celle  qui  résulte  des  eitrémités  de 
tontes  CCS  longueurs.  Passer  ensuite  de  ê  — 11  —  —  ^  I,  )I,  Ç, 
n'est  qu'un  simple  déplacetnent  de  l'origine,  les  axes  restant  paral- 
lèles k  eus*méroes;  cela  ne  produit  dans  la  figure  transtorroée  aucune 
altération. 

Nos  formules  du  n"  2  résultent  donc  d'une  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques»  combinée  avec  des  changements  ordi* 
Maires  de  coordonnées.  De  telles  transformations  en  nombre  quel* 
conque  donnent  toujours  naissance  à  une  équation  de  la  forme  (i). 
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êt  i  iïitci  préiation  géométrique  des  lorinules  par  lesquelles  nous  avions 
d'abfjrd  lié.  (n"  I)  or,      z  et  4»     C  «einblait  en  demander  deux,  rela- 
iiv«ft  k  deux  origines  dilESi«ntes»  Tune  potir  le  passage  de  x,  t,  z  &  m, 
Wj  Tatitre pour  le  pomige  de  ii,       à  mais  on  voit,  {Mir 

ce  qvi  précède»  et  grâce  aux  formules  plus  simples  du  n**2,  qtriuir 
seule  transformation  suflRt  pour  conduire  au  réeuitatle  plus  général: 
il  était  important  de  le  démontrer. 

7.  I-es  consifU'rations  pé(jmétriqu('s  dont  nous  venons  de  faire  usage , 
pour  uHerpréter  les  formulesqui  conduisent  à  Téqtjation  1 1),  donnent 
lieu  a  des  conséquences  remarquables  dont  nous  allons  dire  quelques 
mots.  Dam  les  i^ux  figures  que  déterminent  respectivement  les  coor- 
données a: «  j^,  «  et  les  coordonnées  1»  Ç»  considérons,  d'nne  part, 
deux  points  quelconques  m,  m'y  et,  d'autre  part»  les  points  corres* 
pondants  u,  u'.  Soient  D  la  distance  des  deux  premiers,  A  celle  de« 
deux  autres ,  en  sorte  que 

y  =  d' -     -H     -  n?  H-  (Ç'  -  iY- 
I/éqnatîon  (t),  qui  pourra  s'écrire 

A»  —   ^      A  ^  ^  ^  PP' 

fournit  une  relation  entre  la  distance  A  de  deux  points  fc ,  jti'  dans  Tune 
des  figures  et  les  quantités  D«  p\  Vous  venons  de  dire  que  D  est  la 
distance  des  deux  points  m,  m'  correspondants  dans  l'autre  tigure; 
quant  à  /;  et  p',  ce  sont,  à  un  facteur  constant  près,  les  distances  de' 
points  m,  m'  a  un  certain  pomt  tixe.  Toute  relation  métrique  «'uti>; 
deux  ou  plusieurs  distances  A  dans  l'une  des  figures  fournira  donc  im- 
médiatement une  relation  analogue  dans  Tautre  figure.  Mais  il  ne  faut 
pas  croire  que  les  divers  points  correspondants  à  ceux  de  la  droite  d 
soient  sur  la  droite  D;  cela  arrive  pour  les  points  extrêmes  par  la 
définition  même  de  c**s  droites,  niais  n'a  pas  lien,  en  général,  pour  les 
point»;  interf  édiaires.  En  général ,  la  suite  des  points  correspondaniis 
a  ceux  d  une  (iroite  de  la  première  figure  forme  dans  la  seconde  figure 
ime  ciroonfiérence  de  cercle  «  laquelle  ne  se  réduit  à  une  l^ne  droite 
que  dans  un  cas  particnlier»  celui  on  son  rayon  est  infini. 
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\ vaut  en  S,  y;,  w  r(''q(nrif>ii  d'une  surfiice  oxi  les  équations  d'iine 
ligne  appartenant  a  la  première  tigat"e,  ii  suflit  de  substituer  k  ^,  r,,C 
leurs  valeurs  pour  iormer  en  x,  jr^  z  Téquation  de  la  surface  ou  les 
équations  de  la  ligne  correipondrâte;.  On  ttouve  bien  facilement,  de 
cette  manière,  que  des  plans  et  des  sphères  se  transforment  en  de» 
sphères  qui  peuvent  se  réduire  à  des  plans  quand  le  rayon  devient 
infini;  (juc,  de  même,  des  droites  et  des  circonférences  de  cerci»'  st' 
trausloriiK'nl  en  des  circonférences  de  cercle,  etc.  Mais,  pour  suivre 
le  mécanisme  de  ces  transformations,  il  Miffit  de  considérer  la  tiaus- 
formation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  qui  combinée  avec  «les 
cbangements  de  coordonnées  donne»  comme  on  Ta  vu,  la  transfor- 
mation la  plus  générale.  Soit  ilonc 
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reiisemble  des  formules  relatiTes  k  la  transformation  par  rayons  vec> 
teurs  réciproques.  On  en  conclut  immédiatement  ce  que  nous  venons 
d' nvriiicer,  concernant  les  plans  et  !e<  -sphères ,  le»?  droites  et  les  cîrcon- 
rérciues  de  cercle.  Mais  on  voit,  de  jduh  ci  m*  me  sans  calcul,  que  les 
plans  qiu  passent  par  le  point  O,  origine  des  rayons  vecteurs,  sont  U  s 
seuls  qui  restent  des  plans  dans  la  tranafonnation  ;  avant  et  apre«, 
leur  position  est  la  même,  quoique  leurs  divers  points,  bien  entendu , 
se  soient  déplacés  pour  se  substituer  les  uns  atlx  autreSf  MUz  qui 
f'iaienf  loin  de  l'origine  en  étant  à  présent  devenus  voisins,  et  vite 
v'^ruL  Tout  autre  plan  se  transforme  en  une  sphère  passant  par  le 
|>oint  O  :où  la  transformation  amené  tous  les  points  situés  à  Tinfini)  t-t 
ayant  son  centre  sur  la  perpendicidaire  au  plan  menée  do  point  O;  la 
perpendiculaire  et  le  diamètre  de  la  sphère  ont  un  produit  é^l  à  la  con- 
stante A,  et  se  déduisent  ainsi  facilement  Tune  de  l'autre.  Il  est  inutile 


Digitized  by  Google 


aSo  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

d'ajouter  que  deus  sphères  qui  correspondit  à  deux  plans  parallèles 
se  toudientau  point  O.  De  tnènie,  deux  sphères  ainsi  posées  se  frans» 

formeraient  en  deux  plans  parallèles.  Mais  une  sphère  qui  ne  passe  pas 
j>nr  If  point  O  doit  rester  une  sphère,  puisqu'elle  ne  peut  arqiiérir 
aucun  point  a  Tinfini.  Les  droites  passais»  par  le  point  O  restent  des 
droites,  et  conservent  leur  position  invariable.  Toute  autre  droite  donne 
lieu  à  une  ciroonfêrence  de  cercle  dont  le  plan  est  déterminé  par  la 
droite  et  par  le  point  O,  et  dont  le  centre  e«t  situé  sur  la  perpendiculaire 
abaissée  dn  point  O  sur  In  flroite;  ]p  diamètre  est  le  quotient  de  la  con- 
stnntp  «  par  cette  perjK'iulicnlairo.  L*-^  cirronférences  provenant  de 
droites  parallèles  sont  toutes  tangentes  a  une  parallèle  n)enee  par  le 
point  Oàces  droites.  On  petit  voir,  enfin,  que  la  fr;^n^foI•rnée  (Vuiie  cir- 
conférence est  une  droite  quand  la  ciroonfêrence  passe  par  le  point 
et,  dans  tout  autre  cas,  reste  une  circonfi&rence. 

Une  projiriété  remarquable  de  ce  genre  de  transformation  consiste 
en  ce  que  les  deux  triangles  formés  par  tn»is  jjoints  inOniment  voisins 
quelconques  de  In  fii:;iire  j)i  iniitivp  et  les  trois  points  correspondants 
de  sa  transformée  sont  M^nblables  i  un  a  1  autre,  en  sorte  que  si  deux 
lignes  se  coupent  dans  l'une  des  detis  fijjures  sous  un  certain  angle,  les 
lignes  correspondantes  de  l'autre  6gure  se  couperont  sous  le  même 
angle  [*].  La  démonstration  de  celte  propriété  repose  sur  l'équation  (i), 
à  laqudle  nous  avons  donné  la  forme 


Supposons ,  en  effet,  que  les  deux  points  nii  m',  ou  {x,  y,  s),  jr'tZ^), 
soient  infiniment  voisins .  et  que  leur  distance  D  soit  représentée  par  «fr. 
R^rés^tons  par  <h  celle  des  deux  points  corre^ndants  fi,  ft'. 


[*j  De  la  similitude  dct  Irimgles  infiniment  petits  correspondanls,  il  résulte  encore 
que  la  figure  ti-ansforraoe  est  semblable  à  la  figure  primitive ,  ou  à  sa  symétrique,  dan* 
ses  elcments  inUniinent  petits.  En  s'en  ti^nant  au  premier  cas,  qui  est  proprement  celui 
de  nos  formules,  odi  nous  prenons  natafellrment  la  comianle  h  poiitîve,  on  son,  k 
trois  Jimensinns ,  une  sorte  de  rcpi l'sfntatinn  drs  corps,  iin;ilii<;iic  tracé  des  cartes 
géographique»,  pour  lesquelles  le  rapport  de  similitude  de»  clément»  corrospondent»  ett 
«sriable  mm  d'un  lieu  à  Piiutre. 
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Gomme  p^p'  n'auront  pas  de  difiérence  aensible»  il  not»  viendra 

Les  éléments  dp,  ds  ont  donc  en  chaque  lieu  un  rapport  constant  qni 
dépend  de  p  et  change,  en  gt'^iuTal ,  d'un  lieu  à  l'autre.  Considérons  un 
iroisième  point  ni  infiniment  voisin  des  deux  premiers,  et  désignons 
pardîî'  et  r/j"  st^'i  distances  a  m  et  h  m';  dç'^da"  étant  les  distances  cor- 
respondantes dans  la  seconde  figure ,  on  aura  emxm 

Donc 

tla  :  de'  .do"  wds:  ds'  :  ds\ 

Ainsi,  le  triangle  inSnitésimal  mm'm'cst  semblable  au  triangle  correa- 
pondant  ftft'fi^  L'angle  de  ds  avec  df' est,  par  conséquent,  le  même 

que  celtji  de  rh  avec  r/a'.  Crtte  démonstration,  on  le  voit,  n'exige  pas 
même  (]u«-  l'équation  (i)  ail  lieu  pour  deux  points  situés  à  une  distance 
tinte ,  L-lie  demande  seulement  que  cette  équation  ait  toujours  lieu  pour 
deux  points  infiniment  voisins.  On  doit  en  dire  autant  d'un  théorème 
que  je  vais  élaldir,  et  qui  n'est  qu'un  corollaire  de  la  proposition  pré» 
cédante. 

Une  snrfarp  appartenant  à  l'une  dos  dnix  fîgitrcs  étant  donnée,  re- 
présente/.-vous  les  li::iif-<  de  courbure  de  cette  surface,  et  les  deux 
séries  de  surfaces  d<:veioppables,  orthogonales  entre  elles  et  à  la  sur- 
lace  donnée,  qui  sont  formées  par  las  normales  successives.  Dana  la 
seconde  figure,  les  séries  de  suHâces  correspondantes  restercmt  ortho- 
gonales entre  elles  et  k  la  transformée  de  la  stirface  donnée;  par  suite, 
en  vertu  An  bpan  théorème  de  M.  Cli.  Dupin,  elles  traceront  encore 
siu*  cette  transfornu'-e  des  liijnes  de  courbure.  Ces  lignes  de  cotirlnire 
résulteront  ainsi  des  lignes  de  courbure  de  la  première  surface  don- 
née ,  et  seront  immédiatement  connues  si  les  autres  le  sont.  Il  sera  aisé 
d'appliquer  ce  théorème  aux  surfoces  du  second  4(gré,  comme  aussi 
aux  systèmes  triples  de  surfaces  orthogonales  que  M.  Serret  a  indiqués 
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dans  une  Note  récente  [*J,  et  qui,  par  notre  transformation ,  eu  don- 
neront  d^autn»  non  moins  ciirietis  f  etc. 
ProposonS'nous ,  par  exemple ,  de  trouver  les  lignes  de  courbure  de 

la  surface  enveloppe  des  sphères  qui  touchent  trois  sphères  donnéeSf 
problème  que  M.  Ch.  Dupiii  a  n'-sfilu  jadis  dans  ia  Correspondance  sur 
rf'Kilo  Polytechnique,  tome  I,  jiai'f^  au.  Soient  O  et  P  les  points  d'ii»- 
tcr^>ectlon  de  ces  trois  sphères;  prenons  le  puint  O  pour  origtue,  et 
opérons  une  transfi>muMion  par  rayon&  vecleiws  réciproques ,  ce  qui 
nous  fournira  une  seconde  figure  d'où  nevs  reviendrons  aigéasiit  à 
la  première.  Dans  la  seconde  figure  «  les  trois  sphères  données  seront 
remplacées  par  trois  plans  qui  se  couperont  en  un  point  n  correspon- 
dant au  second  point  P  d'intersection  de  nos  trois  sphères.  La  surface 
enveloppe  des  sphères  tangentes  à  ces  trois  plans  sera  (en  se  bornant  à 
un  des  angles  solides  et  à  son  opposé)  celle  d'un  cône  droit  à  base  cir» 
oulaire  ayant  son  sommet  au  point  IT,  et  circonscrit  à  une  quelconque 
des  sphères  tangentes  aux  trois  plans.  lies  lignes  de  courbure  de  oeile 
surface  conique  sont  :  les  génératrices  rectiligncs  qui  passent  toutes 
par  le  |><>int  II:  dans  !e  retour  à  la  première  figure,  ces  droites  d*-- 
viendront  des  cercles  pa^ssaut  tous  par  le  point  P,  dont  les  tangentes 
en  P  feront  toutes  le  même  angle  avec  la  tangente  au  cercle  dan» 
lequel  se  tinnsfenne  L'axe  du  o6ae,  d'où*  résultera  un,  nouveau  o6ne 
droit,  et  passant  toutes  aussi  avec  des  droonstanocs  semblables  par 
le  point  O  ;  a"  des  cercles,  dont  les  plans  sont  tous  parallèles  entre  eux 
et  perpendiculaires  t  Xvirf  <Ui  cône,  et  qui,  lors  du  rrt.Hit  à  la  pre- 
mière figure,  devipiid roui  des  cercles  coupant  a  ati^lt  <lr;)it  cenx  qui 
résultent  des  gént  l  att  ices  rectilignes.  Les  lignes  de  courbure  de  ia  sur- 
face enveloppe  des  sphères  tangentes  à  trois  sphèm  données  sont  dona 
des  drconléraices  de  cercle. 

On  démontre  avec  la  méme-£Malité  le  théorème  de  M.  Dupin  concer- 
nant la  courbe  (pie  trace  sur  chacune  des  trois  sphères  doniwes  lu 
sphère  variable  qui  les  touche.  £u  elïet,  quand  les.  trois  sphères  données 
sont  remplacées  par  trois  plans,  il  est  clair  que  la  suite  des.  points  sui- 
vant lesqi^  la  sphère  variable  toudie  un  qu^somiua  des  plans,  est 
une  ligne  droite  passant  par  le  point  d'intersection  H.  Ek»nc,  en  revenant 


[*j  Page  a4i  du  présent  rulurae. 
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un.  irow  sphères  données,  la  ton'rïbe  detmukMe  est  une  eirconfienHice 
de  ceréte  qni  |M8ae  par  les  points  O  ift  P.  H  peut  Arriver,  bien  entendu , 

que  les  points  O  et  P  soient  imaginaires;  vais  il  n'y  a  alors  aucun 
changement  essentiel  à  foire  dans  ce  que  nous  "venons  de  dire,  et  nos 
conclnsions  siilisistcnt. 

La  circonstance  d'une  origine  O  luiagitiaire  titiruit  plus  d'inconTé- 
nient  s'il  s*a^ssait  de  résoudre  le  problème  d'une  sphère  tai^»te  à 
quatre  autres,  en  le  ramenant  au  problème  très-simple  de  trouver  une  . 
sphère  tangente  à  une  sphère  donnée  et  à  trois  plans  donnés;  mais  on 
y  remédierait  en  aut^mentant  d'tinc  même  qtiantitr  les  rayons  fies  quatre 
sphères  données,  ce  qui  ne  change  pas  la  [t^^ition  du  centre  de  la 
sphère  tangente.  De  même,  en  se  bornant  à  coii&ulérer  des  points  tous 
situés  4ians  un  pian  passant  par  Porigine  O,  on  ramènera  la  déteraai' 
nation  du  oercle  tangent  à  trois  autres  celle  d'un  cercle  qui  touche 
un  cercle  donné  et  deux  droites  données. 

En  général,  les  systèmes  de  spîioreîî  on  de  cerclps,  et  spécialement 
de  sphères  ou  de  cercles  passant  par  un  point  donné,  jouissent  de  pro- 
priétés curieuses  dont  beaucoup  deviennent  intuitives  par  ia  translbr- 
mation*  dont  nous  venons  de  nous  occuper.  On  peut  appliquer  en 
particulier  cette  remarque  aux  théorèmes  que  M.  Miqnel  a  donnés  dans 
son  Mémoii  <  sur  les  angles  curvilignes  [*],  Pour  nous  borner  au  cas  1è 
p!«8  simple,  il  est  évident  que,  dans  un  trianj,de  ABC  rormé  par  trois 
arcade  cercles  passant  tous  par  un  mrtTip  point  O,  la  somme  des  angles 
vaut  a  droits ,  puisque  notre  transtoraiation  rend  ce  triangle  rectiHgne 
sans  altérer  ses  angles. 

H.  Le  passage  des  relations  métriques  d  une  ligure  à  l'autre,  dans  la 
transformation  par  rayons  vecteiu's  réciproques,  en  allant  des  coor- 
données §,  Hf  Ç  aux  coordonnées  x,     s,  s'opère  à  Taide  de  la  formule 

ou  simplement 


[*]  Tome  IX  de  ce  Journal,  page  90. 

36.  j 


»84  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

en  posant  7t  =  i ,  ce  qui  n*a  aucun  inconvénient.  Mais  en  désignant 
par  O  l'origine,  dans  la  seconde  figure  seulement,  et  en  employant  les 
antres  lettres  A  ,  B,  etc.,  pour  représenter  à  la  fois  les  points  de  la  pre- 
mière figure  et  les  points  correspondants  de  la  seconde  figure,  cette 
formufe  revient  dire  que,  dans  toute  relation  entre  des  distances  AB, 

BD,  etc.,  il  faut  remplacer  chaque  distance  telle  que  AB  par 

\oila  donc  une  règle  pratique  très-couiiaotie;  cette  règle  convient  aussi 
bien  an  cas  du  plan  qu*à  celui  de  l'espace.  Deux  exemples  suffiitml. 

Que  des  droites  partant  d'un  point  fixe  A  coupent  chacune  lin  cercle 
en  deux  points  B  et  C»  B'  et  0%  etc.,  on  aura 

AB  X  AC  =  AB'  X  AC  =  constante. 

Donc,  dans  la  figure  transformée, 

AB  m:    _    AB'  A«:' 

OA.OÏÏ  ^  0\  oc  ~~  OA  OB'       OA  .  OÏr" 


et,  par  conséquent, 


^x^ -contante. 


D'ailleurs  les  points  A  ,  R  ,  C,  qui  étaient  en  ligne  droite,  se  liouveut  à 
présent  sur  une  circonférence  de  cercle  passant  par  le  point  O.  Nous 
voyons  par  là  que  les  cercles  passant  par  deux  points  fixes  A,  O  cou- 
pent un  cercle  donné  en  deux  points  B,  C  tels,  que  le  rapport  des 
prodoits  des  distances  AB  x  AG  et  OB  x  OC  a  une  valeur  constante 
pour  tous  ces  crrclrs. 

Que  1rs  côtés  liG,  AC,  AB  d'un  triaii^'le  rectiligue  AB(^-  soient 
coupés  en  trois  points  A',  B',  C  par  une  trimsvers.ile,  on  aura 

AC  X  BA'  X  CB'  =  BC  X  CA'  x  AB'. 
Donc ,  dans  la  figure  transformée , 

OA.OC  ^  OB.OA'  ^  QC.OV  "  ^TOC  ^  OC.OA'  ^  OA.OB'* 

ce  f|iii  redonne 

AC  X  BA'  X  OB'  =  BG'  X  CA'  X  AB'. 
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Maiii  cette  reialton  s'applique  à  présent  à  un  triangle  curviligne  ABC 
fermé  par  trois  cerdes  qui  passent  tous  au  point  O  el  dont  les  côtés 
sont  ooupés  en  A%  V,  C  pur  un  quatrième  ca%le  passant  aussi  au 

point  O.  Il  est,  du  reste,  inutile  d'ajouter  ijne  AC,  Bk't  etc.»  sont  les 
plus  courtes  distances  des  points  A  et  C,  h  et  A',  etc.,  et  non  des  seg- 
ments mesurés  sur  les  côtés  du  triangle  ciin'iligne. 

On  généraliserait  aisément  de  la  nu  nm  manière  le  tiieoreme  relatii 
k  un  polygone  gauche  coupé  par  un  plan.  Mais  en  ^oilà  asses  sur  ce 
sujet. 

9.  ^nt  données  deux  sphères  qui  ne  se  coupt-ui  pas,  on  peut  tou- 
jours placer  l'origine  sur  la  droite  qui  joint  leurs  centres,  en  un  point 
réel  tel,  qu'après  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques, 

ces  deux  sphères  seront  concentriques.  Prenons  la  droite  des  centres 
pour  axe  des  x;  désignons  par  h  la  distance  inconnue  du  point  O  au 
centre  de  la  première  sphère,  et  par  A  -f-  /  sa  distance  au  centre  de  la 
seconde  sphère;  soient  k'  les  rayons.  Les  équations  des  deux  sphères 
seront,  atrant  la  transformation, 

et  après  la  transformation,  qui  consistera  à  remplacer  x,j,  s  par 
*  y  • 

Jf'-l-7»-l-*»'  Ml'-k-y*^^* 

«lies  deviendront 

Pour  que  le  centre  soit  le  même  à  présent.,  il  but  et  i|  sulBt  que 

h      _  h+l 

d'où 

/A»  ^         it>-  k!')h  -h  Ik*  =  o, 
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équation  <iti  second  degré  qui  donnera  ponr  h  deox  valeurs, 

 57  

en  posant 

et  n  est  nis^  de  voir  que  G  ser»  positive  si  les  deux  ^hères  qu'on  a 
données  d'abord  ne  se  coupent  pas. 

10.  Ce  théorème  pourra  être  utile  en  géométrie  ;  mais  il  aura  sur- 
tout une  application  importante  dans  les  questions  de  physiqup  ma- 
théni;iti(iue.  Essayons  ici  d'uuliquer  rapitlemenf  l'usage,  en  ce  genre  de 
questions,  de  la  transformation  générale  qui  liouiie  l'équation  (i)>  La 
Lettre  de  M.  Ibonuon  nous  servira  de  guide}  nous  y  ajouterons  qud- 
ques  dévdoppements.  La  généralité  plus  ou  moins  gnnide  de  la  soIup 
tionpar  laquelle  on  satisfait  à  Téquation  (i)  ne  change  en  rien  la  marche 
à  suivre ,  qui  reste  la  même  dans  tous  les  cas. 

Et  d'abord  de  l'équation 

&  D 

on  peut  conclure,  avec  M.  Tbomson,  que,  si  une  fonction  U  de4>  9»  C 
satisfait  à  l'équation 

rf'U     rf'U     d'ii  _ 

cette  même  tonction,  divisée  par  p  et  exprimée  en  j',  z,  vérifiera 
l'équation  de  même  forme 

^£5- +  -fcr- =  O. 

De  là  une  liaison  entre  deux  problèmes  distincts  concernant  tous  deux, 
l'équilibre  de  température  dans  les  corps  boinogènes,  mais  relatifs  à 
dein.  systèmes  dont  Tun  résulte  de  l'autre  par  la  transformation  qui 
liel^q,  Çà  jr,j^,  s. 

Que  le  premier  système  soit  formé  de  deux  sphères  qui  ne  se  coupent 
pas,  que  la  température  soit  donnée  en  chaque  point  de  leurs  turbuotêf 
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et  demandons  qiidle  ett  la  lot  des  température»  permanente»  dans 
reqiace  compris  entie  dlea,  ai  Yvne  «et  intérieiire  à  Tautre,  oa  dans 
Teipace  infini  extérieur  à  toutes  dsuz,  si  Tune  est  en  dehors  de  Tau* 
tre,  en  ajoutant  dans  ce  dernier  cas  la  condition  que  la  température 
soit  nulle  à  Tinfini.  On  ramènera  cette  question  an  cas  tres-facilp  âc 
d^ux  sphères  concentriques.  Cela  résulte  du  théorème  établi  ci-dessus 
et  en  montre  toute  Pimportance.  En  indiquant  cette  application  à  la 
théorie  de  la  chaleur,  M.  Thomson  ajoute,  du  reste,  avec  raison  qu'elle 
s*étendf  d'elle-même  ila  théorie  de  l'électricité. 

Dans  ta  théorie  de  l'électricité  ou  du  magnétisme,  et,  en  général, 
dans  la  théorie  de  l'attraction  ,  la  quantité  que  G  Gret  tj  et  M.  Caiiss 
nomment  potentiel,  c'^Ë-À~dire' la  quantité  qa' on  obtient  en  faisant  la 
somme  des  éléments  attractifs  ou  répulsif  d'une  masse  divisés  par 
leurs  distaiices  à  un  point,  joueuD  rôle  capital.  On  connaît  le  prd^dÀne 
de  M.  Gauss  :  «  Distribuer  sur  une  sur&ce  donnée  une  masse  attractive 
ou  r^ulnve/de  telle  sorte  que  le  potentiel  ait  en  chaque  point  de  la 
surfoce  une  valeur  donnée.  •  On  a  résolu  ce  ]>rnf>lt>me  pour  dilTérentes 
surfaces,  en  particulier  pour  l'ellipsoïde.  Or  la  solution  relative  à  une 
surface  quelconque  donne  la  solution  pour  toutes  les  surfaces  qui  se 
déduisent  de  ceÎLe-là  par  une  trandbroiatia»  ponv  laquelle  Téqua- 
tion  (i)  ait  lieu.  Ayant,  en  eibt,  Téquation 

pour  la  première  surfitce,  on  aura  pour  la  seconde  suiiace  une  équa> 
tion  du  mémegenre,  en  remplaçant  par  leurs  nouvelles  valeurs  A  et 
On  a 


louant  à  (/u',  j'observe  que  les  éléments  linéaires  correspondaiiti>c/cTet</A 
sont  liés  par  la  formule 

Donc  entre  deux  éléments  superficiels  correspondants  ^ca,  </a,  ou 
aura 
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par  suite , 

JJ/»'»  D 

ce  qui  résout  le  problème  tle  M.  Gauiii»  pour  la  surface  transformée. 

On  peut  voir  aussi  que  les  équations  désignées  par  (A),  (B),  (G)  dans 
mes  Lettres  à  M.  Blanchet  J,  et  qui  sont  d'un  si  grand  usage  dans  la 
plupart  des  questions  phjrsico-niathématiquœ  conoernant  TeHipsoide» 
ont  leurs  analogues,  qu'on  eu  déduit  tmiuédiatemeiit  pour  les  surfaces 
fransfornu'ps  Ae  IVltipsoïde  [**]. 

Un  peut  considérer  encore  l'équation 

rf»U  _  rf»U      rfMJ  £U 

et  lui  faire  siihir  la  transformation  de  |,  q,  ZfXiX,jr,s. 
A  cause  de  Téquation 


qui  peut  s'écrire 

on  trouve,  par  des  formules  connues,  que  la  quantité 

£»U        £U  r^ïl 

est  ^ale  à 


[**]  Purnii  CN  surAees,  il  lant  diitinguer  celle  que  éoone  h  tniufbmutiMi  par 

rayons  vecteurs  réciproques,  en  nu  ftanl  l'orij^inc  au  rentre  fwrmc  de  l'ellipsoidr  On 
Mit  qu'elle  est  austi  I«  lieu  des  pieds  des  perpendicutaires  abaissées  du  centre  sur  les 
plana  tangent»  à  nn  autre  elltpaoide  dont  les  axM  ont  ponr  valeun  les  ïnTcraes  des  va- 
leurs des  axes  derdfipioide  donné.  Une  propriétf  aoalc^iie  a  lieu  dans  le  plan ,  pour 
I»  lemniMaie  par  exemple,  qui  peut  airni  être  engendrée  de  deux  manières  dilTéKaies 
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ouenfiDÀ 

en  se  rappelant  que 

Par  là  on  voit  d*abord  que  l'équation 

rf'U      </»U  d'V 

revient  à  celle-ci  : 

d'.p-  'V       d\p-U       dKp-'Xi  _ 


ce  que  nous  savions  déjà.  On  voit  ensuite  que  Téquation 

d'V  _  rf'U      d'V  rf'U 


<ie  transforme  en 
ou,  mieux  encore,  en 

d\p-'\}  _     ^jd^p  -'M    ^    d\p-'\}         d'.p-  ll\ 

Hcciproqiteiuent,  cette  dernière  équation  ,  où  le  copfticieirt  p  varie  \>ru- 
portionuellemetit  à  la  distance  ilu  point  (x,^',  ;)  a  un  putut  fixe,  se 


au  moyen  d'une  hypei4x>lc  éqiiilalère,  circonsunce  dont  M.  Chasies  a  tire  un  heun  iix 
parti  dans  tes  recherches  sur  les  arcs  égaux  de  ia  lemmteate  [Cmnptes  rendus  dr  l'Ma- 
éémie  du Sdeneet,  tome  XXI ,  aéinoe  do  at  jnillel  i845). 

T«»eXI1.^Jgat<tia47. 
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ramèn«  k  réqnation 

■rù     rf-ii     t/-u  f/'U 

qui  est  à  oodBcients  oonitantSi  résultat  qui  trouve  une  tppiication 
utile  dans  la  théorie  du  son. 
On  peut  en6n  ajouta  que  les  équations  aux  difTéreaces  partielles 

[ti)  +  U)  +  (ït)  = 

et 

sont  des  transformées  l'une  lie  l'autre,  ce  qui  puunu  srrvir  dans  les 
questions  de  dynamique,  où  MM.  Hauiilton  et  Jacubi  uni  introduit  de 
telles  équations  aux  difléreoces  partielles. 

On  me  pardonnera,  je  Teapère,  ces  déTeloppements  que  j*ai  cru 
pouvoir  donner,  k  la  suite  desdeux  Lettres  si  intéreMantes  de  M.  Thom- 
son, sans  le  gêner  dans  ses  recherches.  Mon  but  sera  rempli,  je  le 
rc|if''te,  s'ils  peuvent  aider  à  bien  faire  comprendre  la  haute  impor- 
tance du  travail  de  ce  jeuue  géomètre,  et  si  M.  ThoniHon  hii-mème 
veut  bien  y  voir  une  preuve  nouvelle  de  l'amitié  que  je  lui  porte  et  de 
resUme  que  j'ai  pour  son  talent. 
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Sur  un  théorème  de  M.  Gauss  roncernant  le  produit  dvs 
deux  rayons  de  courbure  prùwifaux  en  citaque  point  d  une 
surface; 

Pae  4,  LIOOTILLE. 


1.  Dans  le  beau  Mrinoire  intitulé  :  Disquîsiihnes  générales  circa  su- 
perficies curvfts,  M.  (Jauss  a  fait  voir  que  l'expression  du  produit  RR' 
de»  deux  rayons  de  (  onrljurc  jnincipaux  en  un  point  qurlcoiiqu»»  M 
d*une  surface  (produit  dont  la  valeur  inverse  donne  ce  qu'il  nonune 
la  mesure  de  couriiare  en  ce  point)  dépend  uniquement  der^tpremou 
générale  de  râément  linéaire  ds  qui  joint  deax  points  infiniment  voi« 
âttt  qudoonques  de  cette  surface.  Supposons ,  en  efifet,  les  trots  coor- 
données rectangles  x.y-,  z  de  chaque  point  de  la  snrBice  «^primées  ail 
moyen  de  deux  variables  mdéjH'ndantes  w,     et  soit 

rf**  =  dx*  +  dj-'     di*  =  Kdu*  +  ^fdudv  -h  Odv', 

F)  G  désignant  des  fonctions  de  «,  v.  M.  Gaiiss  déler  mine  le  pro- 
duit RR'  au  moyen  des  trois  quantités  E ,  F,  G  et  de  leurs  tlérivées  du 
premier  et  dn  second  ordre  i)ar  rapport  à  u,  t'.  Pour  calculer  RR',  on 
n'a  donc  besoin  que  des  coefticients  K ,  F,  G,  et  non  tles  expressions 
de  X,  s  en  M,  f  ;  de  sorte  que,  si  E,  F,  G  ont  les  mêmes  valeurs 
en  »t  V  pour  deux  surfaces  différentes,  le  produit  RR'  sera  aussi  le 
même  pour  ces  deux  surfaces. 

Une  surface  étant  donnée,  traçons-y  deux  systèmes  de  lignes  dont 
l'intersection  puisse  nous  servir  à  fixer  la  position  des  divers  points  M 
sur  U  surface ,  et  prenons  pour  variables  u ,  v  des  quantités  dépen- 
dantes de  ces  lignes,  dont  les  valeurs  restent  les  mêmes  pour  les  diffé- 
rentes suiftces  que  Ton  peut  déduire  de  la  proposée,  en  la  déformant, 
par  une  simple  flenon,  à  la  manière  des  suriaces  dévdoppables  qui 
se  déduisent  ainsi  du  plan.  Si  Ton  considère  une  ligne  quelconque  sur 
la  «ur&œ donnée,  et  la  ligne  correspondante  sur  une  autre  surliM» 


119a  JOURMAJ.  DE  MAl  liKMATiQUES 

qui  en  dérive,  comme  nous  venons  de  l'indiquer,  il  est  clair  non-seu- 
lement quo  les  i'l<'ments  des  deux  lignes  seront  égaux  chacun  à  cha- 
cnn,  mais  encore  ini'ils  auroni  tous  deux  la  même  valeur  en  Uj  p, 
fournie  par  la  turuiule  unique 

«■/i»  —  Kr/w'  -+-  iViiuth  -)-  Gr/f*. 

Il  y  a,  du  reste,  on  le  rotuoit.  une  iiifinitt''  de  systcrnes  de  variables 
M,  p  pour  lesquels  rexpre.ssiun  de  iL  '  reste  ainsi  constante  d'une  de 
nos  surfaces  à  l'autre.  Par  exemple,  et  v  pourront  être  lej»  plus 
courtes  distances,  mesurées  sur  la  surface  donnée  par  des  lignes  géo- 
désiqties,  du  point  M  à  deux  points  fixes  A,  B$  ces  distances  géode» 
siques  ne  changeront  pas  dans  les  transformations  éprouvées  par  la 
surface,  et  le  point  M  résultera  foiijoiirs  de  l'intersection  de  deux 
cfuirbes  tracées  par  les  extrémités  inui>iles  de  deux  fils  de  longueurs 
constantes  ayant  A  et  B  respectivement  pour  extrcnutés  lixes  et  tendus 
sur  la  surface.  On  pourrait  aussi  ne  consi<l^rer  qu*un  seul  point  fise  et 
prendre  pour  les  variables  «  et  la  longueur  deTarcgéodéraque  AM  et 
Tanglequ'il  faitavecun  antre  arc  géodésique  fixe  AB.  L'expression  àeds 
sera,  sniv.uit  les  cas,  phts  on  moins  simple.  Il  est  aisé  de  voir  que  l'on 
aura  F  =  o  si  u  et  f  sont  les  paramètres  de  deux  systèmes  de  lignes 
orthogonales  entre  elles,  de  sorte  que  la  valeur  àeds*  se  réduit  alorsà 

Nous  verrons  même  qu'on  peut  arriver  à  avoir,  pour  une  surface 
quelconque ,  E  —  G ,  ou  E  =  1 .  Riais ,  quel  que  soit  le  système  de 
coordonnées  ainsi  adopté,  l'identité  d'expresMon  des  éléments  linéaires 
correspondants  ds  sufBt  à  M.  Gauss  pour  en  conclure  que  le  pro- 
duit BR'  sera  aussi  constant  aux  divers  poînis  correspondants  de  tontes 
nos  surfaces. 

8.  J'ai  dit  qu'en  cboisisnnt  convenabtenent  les  variables  u,  v,  on 
peut  supposer  le  coefficient  F  réduit  à  zéro  et  les  deux  antres  coefficients 
égaux  entre  eux.  En  écrivant  «,  fi  au  lieu  de  m,  et  désignant  par  ). 
ia  valeur  commune  des  deux  coefficients ,  on  a  ainsi  la  formule 

qui  est  beaucoup  plus  simple ,  et  dont  l'emploi  permet  d'arriver  assex 
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facilement  au  beau  tliroiiMne  coiictnnant  le  produit  HR',  que  M.  (iauss 
a  déduit  de  calculs  tres-pénibles.  Pour  effectuer  la  réduction  dont  nout» 
parlons,  il  faudrait,  il  est  vrai,  savoir  intégrer  une  certaine  équation 
diflérenlielle du  premier  ordre,  on,  «i  Ton  vent,  trouver  le  facteur  k 
l'aide  duquel  on  rend  «on  premier  membre  une  dilTérentielle  exacte. 
Mais,  pour  le  but  que  nous  nous  proposons  ici ,  on  a  besoin  seulement 
d'être  assuré  que  la  valeur  de  Hs*  est  susrpptible  de  la  forme  ir»«)i- 
qué«>;  il  n'est  pas  nécessaire  d'avoir  effectué  le  calcul  qui  doit  l  y 
ramener. 

Raflions  d'abord  en  peu  de  mots  comment  on  prouve  quHl  nt 
toujours  permis  de  supposer 

Le  second  membre  de  l'/^quation 

r/f*  =ï  £</«'-»- a  ff/itf/f  H- Gt^v*, 

qui  est  du  second  d^ré  par  rapport  aux  différentielles  dUf  dv,  et  qui , 

l>ar  sa  nature  méni«,  doit  rester  >  o  tant  que  l'on  n'a  pas  k  la  fois 
(ht  =■-  <>    'h  =  o,  est  le  produit  des  deux  expressions  esssentieilenienr 

imaginaires 

-«-  ^  (F  -»■  VËG^«  V-"«  ) 

et 

du^^^iV  -  vÊG^F»  ^Pl). 

VE 

Soit  -I-  V  V  —  I  le  facteur  à  l'aide  duquel  la  [irtMiiière  de  ers  expres- 
sions devient  luu-  différentu  llc  exacte  [  ou  aurait  aisément  ce  facteur  si 
l'on  savait  intégrei'  rrcjuatiou  différeiitit'Ue  qu'on  obtient  en  égalant 
J  expression  citée  à  itéro) ,  el  désignons  par  <^(a  jS  v  —  i  )  la  différ^n" 
tielle  résultant  de  la  moltipfiealton  par  ce  bcteur;  la  seconde  pres- 
sion ,  multipliée  par  —  y  y  —  i ,  donnera  de  même  la  difirérentiell«> 
—    ^--T).  On  aura  donc,  en  multipliant  les  deux  di6lb«ntieUes, 

d'où 


Digitized  by  Google 


394  JOURNAL  D£  MATH£MâT1QU£$ 

en  fiiiMot,  pourvbréger. 


Les  deux  varialiles  a,  p  constituent  un  genre  remarquable  de  coor- 
domiéeB  sor  la  «irfeoe.  Le  rectangle  dad^  manquant  diUM  i'caprcaaion 
dt*  =  X +  WjjS"),  les  équations 

«  =  constante,   |9  s  constante 

représentent  deux  familles  de  courbes  qui  se  coupent  à  angle  droit  [*  | , 
et  chaque  point  M  de  la  surface  est  déterminé  par  la  rencontre  de  deux 
de  ces  oonriies.  On  sait  auaû  que  ]es  élémenta  dt",  dt'  de  ces  dens 


[*]  Il  suffit  que  le  rectangle  dad^  manque  daM  l'expression  dt^  —  X(<ia'  +  <^';, 
pour  que  tes  eowfaes  détenainées  m  la  larfiM»  par  1m  pownèlra  «f  ^  w  coupent  Ik 

angle  droit.  Mais  l'égalité  des  coedficicnts  de  et  </^'  donne  à  ces  deux  systèmes  <!c- 
courbes  orthogonales  conjuguées  un  caractère  tout  particulier.  En  supposant  les  diffé- 
rentielles </3,  constantes ,  on  prouve  aisément  qu'ils  divisent  la  surface  en  rectangle» 
iemb1ib1«s,  et  intee  en  e«rr£s  si  rfi Cette  prapriété  ks  distinfne  -im  leas  les 

autres.  Je  confonds  avec  eux,  h\<-.^  irtPtidn,  rrnx  qn'on  en  déduirait  en  remplaçant  a 
par  une  fonction  de  « ,  et  §  par  une  fonction  de  car  les  lignes  {a.) ,  (  ^]  resteraient  les 
némee. 

Au  reste ,  comme  il  y  a  une  infinité  de  fiicteais  qni  rendent  le  premier  membre  d'i  nu 
équation  un«  ilifTi  ri^  ti  lielte  exacte ,  il  y  a  aussi  une  infinité  de  systèmes  de  variables  a,  ^  qui 
donnent      =  V  \rij-  '-  ^  rffî').  En  effet,  au  lieu  du  facteur  v  —  i  qui  produit  l« 

différentielle  d  («  -)-  ^  y' —  ' ,  »  peut  employer  le  facteur  n»  («  -i-  p  )  (f*  4-  v  v' — •  » 
ipii  pradidn  la  difTéientidle 

w (a  -f-  p  v'^i  ;  rf(a  -f-  ^  V—» )  ^  rfn  («  +  p  v^^). 

En  d'autres  termes,  si  l'on  pose 

«'-(-  ^'  s/— "7  =  n  («  -h  p       ■ . 

prenant  pour  a  la  (lartie  réelle,  et  pour  ^'  le  coefliuKiQl  de  ^ — i  dans  le  second 
•MOibre,  «n  «wa  eneoM  é$* ss  X'{dm'*  +  iffHi  oc  qn*«n  peut  «iinMnt  v^riiir.  La 
fonnale 

«'  ■+■  p'  v~  =  n  («±p  V^i  ) 

r  irnit ,  au  surplus ,  la  solution  la  plus  générale  du  problème  proposé.  On  peut  le  dé» 
montrer  comme  il  suit.  Pour  (|ue  les  deux  systèmes  (a ,  p),  (a',  p')  donnent 

ds'  =  k (<i«'  -(-  rf^')  =  y  (dm"  -+•  J8"), 
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courbes  (a),  (  /3)  sont  expriaés  par 

3.  Maintenant  ]e  vais  démontrer  le  théorème  de  M.  Gain» 
prouvant  qvr'an  a 


il  frai  et  il  mat  qu'on  «il  à  k  fins 

dm.  tl^ 

LaaeooiMleéquMioBeidge  que  l'on  ait 

i«  •  «fat  ~  •  t/p  ~ 

4'oà 


et  U  prcaiière  équation  dojute  ensuite 
«r  qvi,  icavM  «teféquation 

rf«  «<p     rf«  #  ' 

rouniU  eooor» 

Il  ett  ailé  d'en  conèlurt 

«I,  paroomcqoeot, 

<|u'il  fallait  démontrer. 
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les  signes  des  rayons  R,  R'  étant  pris  comme  dans  ia  formule  ordi- 
naire 

où  p^tj,  r,  Syt  sont  les  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre  de 
Tonlonnée  s  exprimée  en  x  et     savoir  : 

^  =  5i'  «  =  ^^d^'  '^-dp' 

Donnons  aux  axes  des  ft  s  une  pontion  particulière.  Mettons 
l'origine  des  coordonnées  au  point  M  de  la  surface,  et  faisons  coïncider 
Taxe  des  z  avec  la  normaie  en  M ,  et  les  axes  des  x  et  dcsj-  avec  les  tan- 
gentes aux  deux  lignes  ;'  ^'î ,  'a]  qui  passent  jiar  ce  point  "S\.  V.n  nuîjmen- 
tant  ou  en  duuinuanl  chaque  quautité  a,  |'i  d  une  constante ,  on  pourra 
faire  en  sorte  que  a  et  Çi  soient  nulles  au  point  M  :  c'est  ce  que  nous 
admettrons  dormais.  D'après  la  position  particulière  de  nos  axes, 
quand  on  fera  «  =  0,^  =  0,  on  pourra  confondre  tbe  avec  tU\  ^ 
avec  </f  *. 

Ijes  valeurs  générales  de  dx  et  dj  étant  représentées  par 

dx  =  kda.  +  Id^ ,   tfy-  =  mda.  4-  nd^ , 

dévelo^^uus  les  cœfficioits  k^l^  m,  n  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes des  quantités  a,  jS ,  (]ui  sont  très-petites  dans  les  environs  du 
point  M,  en  concevant  toutefois  les  séries  complétées  par  des  restes^  et 
bornées  ainsi  à  un  nombre  limité  de  termes,  pour  n'avoir  pas  à  nous 
occuper  de  leur  convergence.  Pui»oni» ,  par  exemple, 

A  =     •+-  Aîj     Aj  4-»..» 

étant  une  constante,  A,  un  polynôme  homogène  en  a,  |3,  du  premier 
degré,  k.^  un  polynôme  homogène  du  second  degré,  etc.  £n  adoptant 
une  notation  semblable  pour  tous  les  coefficients,  on  aura 

dx  =  !  Ao  H-  A,  -h  *i  -h,..)  da  h-  (/g  -»-/»  ■+■  4  -»-•..)  d^^ 

dj  =  (lïla  -H  l»i  +  l«i  -f-...)  <fa  -h  («0  -H  «1  H-  «1  -l-...)W|j3. 

Pour  «  s  o,  jS  =  o,  ces  valeurs  deviennent 

dx  s  k^doi  +  l^dp ,   dj  —  m^da  -h  n^d^. 


Digitized  by  Google 


PURES  r:T  AI'Ff.lQLlÉES.  497 

Mais  alors  on  doit  avoir  dx—  (ù\  dj  =.  ds  '.  Or  lis'  ne  coatieut  pas 
d^î  f  et  ds"  ne  contient  pas  doL\  doue  =  o,  mo  =  o,  ce  qui  réduit  les 
valeurs  gâiérales  de  dbr  et  <^  à 

=  (Ato  +  A:,  +  *,  +  (/i  +  f/jS, 

<^  =  (m,  -»-  m,  H-...)  r/a  +  (»o  -1-/1,-1-/1,  -i-...)dj9. 

De  })!us,  les  conditions  (riritéerabilitô  dos  secoiMb membres  donnent, 
par  la  comparaison  des  parties  homogènes, 


dA, 

dl. 

dp  - 

di' 

4  ~ 

-r-t  •••» 
dx 

dm, 

dn. 

w 

•3-»"** 

Enfin,  puisqu'on  doit  avoir  a  o  et  <b  =  o  an  point  M,  on  pourra 
écrire 

a  —        AajS  -t-  ^  -I-..., 

le»  termes  qui  viennent  après  les  trois  premiers  étant  d'un  ordre  supé- 
rieur au  second.  De  là 

dz  —  (oa  -I-  AjS  -i-...}da     {ba  -h...)f/jS, 

\es  termes  à  ajouter  entre  les  parenthèses  étant  au  moins  du  second 

ordre. 

D'après  les  valeurs  précf<leute;»  de  (Le  et  dj,  on  a  x=  k^%,  j  =:ina^, 
aux  termes  près  du  second  ordre  en  a,  ^,  et,  par  conséquent,  Jc'=A"5a', 
xyssAon^afi,  y  =  nip*^  aux  termes  près  du  troisième  ordre.  Il 
s*ensnit  qu'en  négligeant  les  puissances  de  x  et  supérieures  k  la 
iieconde»  on  a 

«X'       bxY  rr' 

7./-,  k,.n, 

de  sorte  qu'au  point  M|  Texpressiou  de  lUl'  est  fournie  par 

I        ac  —  ô  * 
RR'  ~   i(  >:  "* 

Maintenant  j'observe  que  la  valeur  de  ds*  doit  être  de  la  forme 
da^  ^  dx*  -\-dj*-\-  dz*  -  X{da*  d^*). 

T  >ioe  XI  l.  -  Jrii-iXT  1847.  38 
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Donc 

X  =  (A,  -t-  A,     ht  +...)"    (m»  -h  m, H-...)"  +  (aa  +     +  * 
=  (^1  +  /i  +-..)•  +  («g  +  «I  +  «1  -♦-...)'    (^«  +  «yjS  +  — )*» 

et 

o  =  (*»■•-  *i  +    +"0  +  ...)  {wo+  »i+ «1-1-...) 

En  développant  cette  tiernière  équation  pour  ^aler  séparément  à  saéro 
1rs  tt  raies  homogènes ,  ou  a 

+  A|  I,  +  /f,f»i  + 1»«  »!  +  (oa  +  b§)  (ba  +  c^)s=Of  etc. 

I<a  comparaison  des  deux  valeurs  de  X  entre  elles  donne  d'autres 
résultats.  On  trouve  d*abord 

K  =  "o  »     <1'0Ù  =  ^ 

Il  est  d'ailleurs  évident  qu'on  peut  toujours  prendre  le  signe  supérieur, 
sauf  à  changer,  s'il  le  âiut,  a  en  —  a  j  nous  ferons  donc 

On  trouve  ensuite 

a4r«A|  =  ^n^n^ ,  d'où   ni  =  A|  ; 

et 

k\  -h  aA./r,  +  m*  -j-  (na  -i-  +  an«n,  -h  (A«  + 1/3)». 

Mais  cette  dernière  équation  et  les  deux  premières  qu*on  avait  obtenu*^ 
peuvent  être  simpliBées.  A  cause  de    =  /r«,  i*éqaation 

koli  +  n^fTif  =  o 

devient,  en  effet/ 

«»•  =  —  A  ; 

les  deux  antres  se  réduisent  ensuite  à 

A'o'j  +  *o  '«i  -»-  (^ïa        )  {ha  +■  tf;  I  =  o, 
a  A-,  A,  +  (ffa  -H  ép)'  =  a*,n,  +  (Aa  h-  cjSy. 
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Nous  avons  besom  encore  des  Taleurs  de 

ar'  rf|»  5ïw  rfp» 

au  point  M,  c*est-à-dire  pour  a  =b  o,  |3  =  o.  En  les  déduisanl  de  la 
formule 

).  =  {ko  4-  /r,        -h ,.0*  +  (/,  -•-  /,  +...)*  +  {««     *i3  +...)*, 

on  trouve  aisément ,  pour  les  valeurs  citées  a  =  o,  ^  =  o  : 

On  en  conclut  sans  peine  l'expression  de  }a  quantité 

qui  6gure  dans  la  formule  que  nous  voulons  démontrer.  En  observant 
que»  par  ce  qui  précède, 

dm,    <//|  _        dk,      dm,         dn,   dA, 

dat  du  oh  dx^ 

cette  exprenion  devient  - 

Mais  réquation 

a  Ao/r,  +  (a«  -t-      »  =  a Ar«  B,  H-  (éa  -»■  c^)", 
diftéroitiée  deux  fois  de  suite  par  rapport  &  a,  donne 

Ko-^,  _  ho        -J-  o      a  . 
D'un  antre  côté,  on  a 

'ËJ  —  !Îb    d'où  — •  —  —  • 

38.. 
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et  l'équatioii 

*»Z,  -I-  *,!».  -h{aet  +      {btt.    c/3)  =  o, 

(liilén  iitict'  [xir  rapport  à  a,  puis  par  rapporta  /3,  donne 

Donc 

En  substituant  ces  valeurs  de 

.  rf'*,     .  d'à, 

il  vient  enfin 
Mais 

I   ae  —  b*  <e 

55"'  ~ 

Donc 

WP  ~  ~  iî  ^"liiï"  ' 

comme  nous  l'avions  annoncé.  Les  valeurs  de  X  et  des  dérivées  de  X 
sont  relalives  au  point  M;  mais  on  peut  d'ailleurs  se  débarrasser  de  la 

condition  que  a  et  |3  soient  nulles ,  en  rétablissant  ou  supprimant  les 
constantes  dont  on  avait  tliininné  on  augmenté  iraborti  ces  variables 
pouren  mettre  l'origine  au  point. M  (.ela  ne  changera  nen  à  la  formule, 
qui  est,  par  conséquent,  tout  à  fait  générale  [*]. 
Quand  une  sur&ce  est  applicable  sur  une  autre  surfiice,  Télémeat 


[*)  Peut-litre  aurait-un  rt.>iiUu  r;iualys4.'  précédente  un  peu  plus  simple  en  develop- 
ptBi  iftlbtuA  «  et  j  suivant  les  groupes  hmnogèoes  des  divmimiKs  eo  «»  poinr  en 
déduire  ensuite  tir  et  tandis  que  nous  avons  pris  pour  point  de  départ  les  valeurs  de 
ces  difTcrentieiles  mises  sons  la  forme  dx  =  kdx  Id^,  dy  =  mdx  nd^,  puis  déve- 
loppé k,  l,  my  a.  Les  conditions d'intégrabilité  des  seconds  membres,  que  nous  avons 
de  intradaire,  munent  été  sfam  HtiaAiies  d'cHesHnéoMS  Ccst  «i  tcctevr  i  didiir 
relui  (les  deux  prrtrrdés  qui  Itii  paraîtra  le  plus  fiMÎle  ;  fat  iDSTche  géoénle  des  caknls  est 
d'ailleurs  la  même  dans  les  deux  cas. 
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linéaire  fix  pent  s'exprimer  par  nos  variables  a,  /3  de  la  même  ma- 
nière pour  les  deux  surface»;  la  valeur  de  X  étant  identique  départ 
et  d'autre,  le  produit  RR'  devra  donc  ctre  aussi  le  même,  ce  qu'il  fallait 
démontrar. 

4.  Si,  par  exemple,  une  surface  est  applicable  sur  un  plan ,  auquel 
cas  elle  feutre  dans  la  claue  des  surfaces  qu'on  nomme  dénloi^tAieg, 
il  fiindra  qu'on  ait  pour  celte  surfiioe,  comme  pour  le  plan, 

Cesl  de  là  que  M.  Gmns  tire  Téquation  aux  difiéiences  partiellei 
connues 

rt~.»  =  0,     OU  ___^_j=o, 

qui  a  lieu  pour  ce  genre  de  anr&ces.  Mais  j'.ijuute  que,  réciproque* 
ment,  si  r<»i  a 

rt  —    =  o, 

la  surbce  sera  développable  ou  applicable  sur  im  plan. 
Il  s'ensuivra ,  en  effet. 


RR' 


-,  =  o 


et,  par  suite, 
d'où 

log  >  =  f  («  -f-  p  yf^)  -h  <f  (a  -  |3  V  — ^  ) 


=  a»  (a  -  j9  V  - 1  )  -t-   («    ^  V  -  •  ) , 

en  désignant  par  des  lettres  majuscules  ce  qius  deviennent  les  fonc- 
tions 9  et    lorsqu'on  y  change  le  signe  de  V—  i* 
En  posant  donc 

f  <«  -H  ^^~)  +  Y(a -H  ^  V )  =  2/ («H-  P V , 
f  («-j3V~)+»(«-i9V^)  =  aF(«--i5^), 
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on  aura 

log  i  =/(«  + /3  ^/~) -H  F  («  -  j5  V~  ) , 

expression  dans  laquelle  les  deux  foncduiis  se  diangeiit  l'uiu'  dans 
Tautre  lcHvqu*on  change  le  signe  de  v  —  i. 
Ayant  ainsi 

faisons 

/ey(.+^^)rf(„^  f^s-  i  )  =  x-4-  vy-'r, 
»'i  il  uous  viendra 

quantité  qui  peot  se  construire  sur  nn  plan  par  des  coordonnées  rec- 
tangulaires Xf  t;  (Voù  l'on  coHclut  que  la  surlaoe  est  règlement 
applicable  sur  ce  plan ,  les  divers  <  léments  ds  venant  se  placer  chacun 
a  chacun  sur  leurs  correspoudant&. 

5.  SI  l'on  voulait  retrouver  cette  autre  propriété  des  surfaces  di - 
^eloppables  d'être  engendrées  par  un  plan  mobile  dont  l'équation 
contient  un  seul  paramètre  variable ,  il  faudrait  int^rer  l'équation 

rt  -~     =  o. 

Miàti  sous  la  forme 

fip  dq        ilp  dq 

cette  équation  donne 

^  .  ^  „  ^  .  <^  _ 
*f  *  <4r     4^  '  ^  —  • 

d'où 

H ,  par  conséquent , 

y  =  f^/;),    di  =  {'[p)dp. 

Maintenant  posons 
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nous  aurons,  en  difiérantiant, 

tP;^3edp  -hffffi  =  [x  ^j'î'  (  p  ]  i/p, 

fX  nous  pn  conclurons  que  x  -i-jrC  (/>)  et  Ç  sont  des  fonctions  de  p. 
Soit ,  d'après  cela , 

$  =  a:+j('{p)  =  :f'{p). 

L'intégrale  demandée  résnlten  de  rélimination  de  p  entre  les  deux 
équations 

-  -_  px  +  fi  ip), 

0=  X+jri'{p)~^\p). 

Grs  équations  appartiennent  toutes  deux  à  des  plans,  quand  on  re- 

t;;tr(lp  p  comme  \m  paramètre;  et  cela  indique  déjà  que  la  .lurfice  est 
formée  par  «les  ligues  dioites.  .Mais,  de  [ilus,  la  secoiulo  rquafion  est 
la  dérivée  de  la  première  j>ar  rapport  à  p  :  donc  la  surlace  est  I  eiive- 
lop|)e  du  plan  mobile  représenté  par  la  première  équation. 

(t.  On  pourrait  encore  obtenir  une  expression  simple  du  produit  RU' 
et  démontrer,  sans  de  trop  longs  calculs,  le  théorème  de  M.  Gauss,  en 
«mplojant  de  nouvdles  variables  dont  je  vais  dire  un  mot. 

IjA  Cbnnnle  générale 

dg*  s  ErAt*  +  ^Vdudv  +  Gd»* 

se  réduit  k 

quand  les  expiations  u  =  constante,  v  —  constante  sont  celle*  de  deux 
groupes  de  Jignes  se  coTipant  à  angle  droit  .*>nn|His(»iis,  de  plus,  que 
la  seconde  équation,  v  =  constante,  repu  seule  toujours  des  lignes 
géodésiques,  ce  qui  artivera,  par  exemple,  dans  le  second  des  deux 
qrstèmes  particuliers  de  coordonnées  que  nous  avons  cités  au  n**  1 ,  et , 
par  conséquent,  est  applicaUe  à  une  surface  quelconque.  Je  dis 
qu'alors  le  coefficient  E  est  une  simple  fonction  de  »,  en  sorte  qu'on 

peut  remplacer  fdu^E  par  une  simple  lettre  u  et  écrire 

En  effet,  les  ligues  géodésiques  sont  celles  que  parcourt  un  mobile 
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assujetii  à  rester  sur  la  surface  et  qui  n*e$t  soUuàtié  par  aucune  force 

accélératrice.  U  fiiut  donc  que  les  équatioDs 

du 

'^'^dt  _  l  dE  /du^\^.    i  ^ 
ét     ~~  ^d^   \dt}       %dv  \dtj 

soient  satisfeites  par  v  s  constante.  Or  cela  donne  ^  =  o»  et*  par 

conséquent ,  £  —  Jonction  de  puisque  la  valeur  constante  de  v  peut 
d*aillairs  être  quelconque.  On  remarqviera  en  passant»  que  si  Téqua- 
tion  u  =  constante  représeutait  aussi  des  lignes  géodésiqucs»  on  pour- 
rait prendre  de  même  6  =  i  ;  l'ocpressioo  de<ff  '  se  réduirait  donc  à 

qui  ne  peut  arriver  que  pour  unt  surface  développablt*.  (l'i-st  doue 
un  caractère  sp'cial  de  ces  surfaces  que  deux  groupes  rectangulaires 
de  lignes  puissent  y  être  à  la  fois  géodésiques. 

Au  contraire,  l'équation 

ds*  =  du'-h  Gdv* 

peut  ttre  admise  pour  une  surface  quelconque,  et,  en  l'employant» 
on  trouve 

Cette  dernière  formule  (dont  M.  Gauss  s'est  beaucoup  servi  dans  son 
Mémoire)  est  élégante  et  commode.  Mais  c'est  assez  d'avoir  développé 
ici  le  calcul  de  la  formule  du  n*  5,  qui  a  auMi  ses  avantages*  et  dont 
M.  Gauss  n'a  point  parlé.  Voyez,  au  surplus»  dans  le  Mémoire  de 
M.  Gauss,  la  démonstration  de  la  formule  générale  applicable  à  un 
système  quelconque  de  variables. 
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NOTE 

Sur  la  confinait^  considérée  dans  ses  rapports  avec  la 
convergence  des  séries  de  Tayhor  et  de  MaAilaMrin\ 

Pu  U.  LAMABLB, 


En  publiant  la  Note  îmérée  dans  ee  Journal  (tome  XI ,  pages  i  A9  et 

suivantes),  j'ai  eu  pour  objet  de  pn^ciser  les  caractères  distinctifs  qite 
toute  fonction  présente  selon  c|i Telle  est  ou  qu'elle  n'est  pas  dévelop- 
pable  en  s^rie  convergente,  d'après  un  des  types  réductibles  aux  for- 
mules de  Taylor  ou  de  Maciaurin.  M.  Aug.  Caucliy  ayant  tiémontré 
antérieurement  que  la  série  de  Maciaurin  est  convergente  ,  tant  que  le 
module  de  la  variable  reste  moindre  que  la  pins  petite  des  valeurs 
pour  lesquelles  la  fonction  ou  sa  dérivée  cesse  d^ètre  continue  *  j'avais 
remarqué  que  les  termes  de  cette  proposition,  souvent  mal  comprise, 
se  prêtaient  à  de  fausses  interprétations  Potir  plus  de  rigueur  et  de 
clarté,  il  me  parut  utile  d'établir  neltement  que  la  condition  de  con- 
tinuité pouvait  toujours  être  omise  en  ce  qui  concerne  la  dérivée,  et 
qu'elle  était,  d'ailleurs,  insuffisante,  \  moins  qu'elle  n'impliquât  une 
certaine  périodicité  de  la  fonction. 

Selon  moi.  la  continuité  proprement  dite  peut  subsister  indépen- 
damment de  toute  périodicité,  et  il  y  a  avantage  à  ne  point  confondre 
ces  deux  caractères.  Clela  posé,  j'ai  cru  devoir  énoncer,  comme  il  suit, 
le  théorème  en  question  : 

«  Toute  fonctiou  est  développabie  en  série  convergente,  suivant 
»  la  formule  de  Maciaurin ,  tant  que  le  module  de  la  variable  neste 
»  moindre  que  la  plus  petite  des  valeurs  pour  lesquelles  la  fonction 

TdBie  Xll.  -  Awr  18(7.  ^9 
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»  cesse  d'être  conlinue,  ou  de  prendre  même  valeur  aux  deux  limites 
»  9  »  o,  9  =  air.  HoT»  tte  Hi ,  Ix  sérte  devient  divergente.  • 

Dans  une  Mote,  que  renferme  le  volume  déjà  cité  (pages  3i3  et  sui- 
vantes), M.  Gftuchy  conteste  la  dernière  partie  de  Ténoiicé  que  je 

viens  de  reproduire.  Il  rappelle,  en  outre,  que,  dès  i844»  ^  afeumi 
ltii-in< me  des  explications  catégoriques  sur  le  sens  et  les  restrictions 
comporte  l'énoncé  qui  lui  appartient.  Ces  explications,  je  me 
ii^te  de  le  dire,  m'avaient  échappé  jusqu'ici.  Conformes,  en  partie,  a 
mes  propres  remarques,  elles  ont  sur  dles  l'avantage  de  la  priorité. 
Toutefois,  je  ne  puis  les  adanetfpe  sans  réserve,  pas  plus  que  Teieinple 
choisi  par  l'illustre  géomèti'e  pour  démontrer  rineaaêlitnde  de  l'énoncé 
rappelé  ci-dp<;stis.  Les  points  sur  lesquels  nous  restons  divergents, 
n'ét.int  dépourvus  a  mes  yeux  ni  d'intérêt  ni  d'importance,  il  convient 
que  je  cherche  a  les  élucider  par  de  nouveaux  développements. 
Tel  est  Tobjet  de  la  présente  Note. 

il"' 

Tiéor^  de  Im  eainîmmilé. 

Considérant  les  caractères  tlistinctifs  que  doit  offrir  une  lonctiou 
pour  être  développable  en  série  convergente  suivant  la  formule  de  Ma- 
claurin,  j'ai  dit,  relativement  4  la  condition  de  continuité,  qu'elle  était 
insuffisante  à  moins  qu'elle  n'implîquftt  une  certaine  périodicité  de  la 
fonction. 

M.  Cauchy  fait  observer  que  si  j'avais  eu  sous  les  veux  le  Mémou»* 
qu'il  a  publié  sur  les  fonctions  continues,  et  que  j'eusse  rapproché  cer- 
tain passage  de  ce  Mémoire  des  principes  exposés  dans  son  jétuUjne 
algébrique,  je  me  serais  Certainement  borné  à  dire  que,  dans  le  théo- 
rème en  question,  la  condition  de  continuité  est  la  seule  qu'on  doive 
mentionner,  vu  que  cette  condition  implique  une  certaine  périodicité 
de  la  l'onction. 

Il  p«;t  incontestable  qu'en  définissant,  ainsi  qu'il  l'a  fait  dans  le  pas- 
sage qu'il  cite,  ce  qu'il  entend  par  fonction  continue,  M.  Cauchy  a 
voulu  comprendre  la  condition  d'une  certaine  périodicité  au  nombre 
de  celles  que  toute  fonction  doit  remplir  pour  être  développable  en 
série  convergente  suivant  la  formule  de  Maclaurin.  Quant  aux  prin- 
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cipM  «ipcMés  ]»r  rautewr  à$m  aon  Jtiofyse  algébrique,  je  ne  pense  pa» 

qu'ils  soient  généralement  interprétai  dans  le  sens  qu'il  leur  attribut*. 

C'est,  dti  moins,  ce  que  j'ai  cru  remarquer  en  lisant  jilusunirs  passades 
de  divers  écrits,  et  notamment  ce  paragraphe  que  j'extrais  textuel- 
lement des  Leçons  de  Calcul  dijjérentiel  et  inte^ml,  publiées  par 
M.  Tabbé  Moigno  (tone  II ,  pages  3a7  et  3»8)  : 

«  //  ett  enfin  une  autre  formule  trèS'^éiénde  Hthnontrée  aussi  pat 
»  Ai.  Cauchjr,  et  qu*il  importe  de  rappeler  en  fimssa»^.  Désignons  parx 
»  une  variable  imaginaire  dont  r  soit  le  module  et  t  l'argument,  par  Fs 

«  une  /onction  qui  reste  finie  et  l  ont  'mue  ainsi  que  sa  dérivée  F' 1  z  !. 
»  pour  toute  valeur  du  module  \\ ,  injtiheure  a  une  certaine  liimte 
•  donnée  R.  Supposons,  de  plus,  t^ue,  r  restant  constant,  la  Jonc- 
■  titm  F  (s)  smt  une  foittetîani  périodique  qui  reprenne  pour  t  =  a  +  a» , 
»  îa  valeur  qu'elle  avait  pour  {  =  «.  « 

Sans  insister  sur  ce  point,  voyons  comment  M.  Cauchy  procède  pour 
éfahlir  directeinr^nf  tjue  toute  fonction  d'une  variable  ioiagniaîre  ne 
peut  être  continue,  sans  être  en  uième  temps  pf^riodique. 

La  variable  étant  d'abord  réelle,  M.  Cauchy  donne  la  définition 
suivante  [*]  : 

Supposons  que,  dans  la  fionction /{jr),  on  fane  varier  x  par  de- 
»  grés  insensibles  en  attribuant  à  cette  variable  une  série  de  valeurs 
»  infiniment  rapprochées  les  unes  des  autres.  La  fonction  /{a:)  restera 

continue  pour  toufps  ces  valetirs  de  x,  si  pour  cliacune  <relles  elle 
»  arrpiiert  (  (tnsfamment  une  valeur  unique  et  tinie,  et  si  il'ailleurs  tm 
)•  accri>isseinent  infinioient  petit ,  attribué  à  Tune  quelconque  de  ces 
»  valeurs  de  produit  toujours  un  accroissement  infiniment  petit  de 
»  la  fonction  éHe-méme.  » 

Il  ajoute  ensuile  : 

•  Énoncée  m  ces  lernws,  la  définition  des  fondions  continues  n 'est 
»  pas  seulement  applicable  au  cas  où  x  reste  réel  ;  on  pourra  l'appli- 
s  qiier  encore,  sans  difficulté,  au  cas  même  ou  .r  devient  iina-^inaire. 

Puis,  vient  une  démonstration  dont  je  vais  reproduire  les  points 
principaux. 


\*\  Voir  h  Note  insérée  dans  ce  Jovriia)  (tome  XI,  ]Mige  3iS). 

39.. 
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I  déttgBant  une  quantité  positive  ïoâninieDt  petite,  et  la 'variable 
imaginaire  x  ayant  pour  expraBilon 

r{cos9  -h  ^^«n^)  =  #«*'^, 

M.  Gauchy  renoarque  que  ci  Toa  poae •ucoeaaivenaenl  9  =s  ir  —  t,  puât 
9  =  —  (n  —  ^,  on  trouve,  dans  la  première  hypothàe, 

et»  dans  la  seconde , 

On  voit  donc  qu'en  passant  de  Tune  de  ces  hypothèses  à  Tautre,  la 
variable  imaginaire      qui  reste  toujours  trèa-peu  dillerente  de  —  r, 

ne  varie  qu'infiniment  peu. 

r«la  pos^^.  M.  Cauchy  conclut  que  la  fonction  /  (j:)  ne  peur  rester 
ibnction  continue  de  x  dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière 
jr  =  —  r,  qu'autant  qu'elle  varie  elle-même  infiniment  peu,  quand  on 
passe  de  la  supposition  9=  ir  —  i  à  la  supposition  dss  —  («—  e) ,  ce  qu'on 
peut  esprimer  encore,  ajoute>t-U,  en  disant  que  la  fonction  f{x)  ne 
pourra  rester  fonction  continue  de  X  dans  le  voisinage  de  la  valeur 
particulière  —  —  r ,  si  elle  ne  reprend  pas  la  même  valeur,  quand 
Parguincnt  $  passe  de  la  valeur  -f-  ;t  à  la  valeur  —  n. 

Ici  se  présentent  plusieurs  observations. 

S'agit-il  d*abord  de  la  définition  considérée  en  elle-même;  je 
remarquerai  que,  prise  en  toute  rigueur,  elle  rendrait  inutile  la 
démonstration  qui  la  suit.  En  effet,  la  variable  imaginaire 

x  =  f  (cos9  -4-  V  —  »  »in  t 

étant  périodique,  il  est  évident  que  la  fonction  devrait  subir  la  même  lot 
de  périodicité,  par  cela  seul  qu'elle  serait  assujettie  à  n'admettre  qu'une 
valeur  unique  pour  chaque  valeur  de  la  variable.  Une  interprétation 
aussi  étroite  conduirait  à  des  résultats ,  qui  déjà  sont  inadmissibles  (*] , 

{*]  Dira-i-on,  par  eiein|ife ,  que  Ia  fiMCtimi 
est  «liscootiiNie  pircc  qu'à  la  vifeiir  «nique  «  s  o  répondent  In  deux  Tdenn 
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«lors  même  qu'on  s'en  fieîit  ejtclusivetneiit  an  système  dvs  valeurs 
rtMilles.  Je  ne  puis  donc  m'y  arrêter.  Il  est  clair,  il  ailleurs,  que  M.  (lau- 
cby  lui-même  la  repousse,  puisqu'il  a  jugé  une  démonstratiun  iiéce»* 
nire. 

S'agii-îl  ensuite  de  œtte  démoDstnitiou;  je  dois  déclarer  qti*elle  no 

me  parait  pas  concluante. 

En  effet,  oii  bien  l'argument  9  est  pris  pour  variabir  indépendante, 
les  vanabir.s  imaginaires  etj  [x)  en  étant  toutes  deux  fVmclion;  ou 
bien  la  variable  x,  quoique  nnaginaire,  reste  variable  Hulepemianie. 

Dent  le  premier  on,  et  c*at  le  seul  que  nous  edmettions  oomme 
oITrant  un  sens  précis,  on  ne  peut  rien  oondure  de  ce  que  les  fonc  - 
lions  a:  et  J{x)  subissent  ou  non  un  cbangement  brus<]ue,  lorsque  is 
variable  indépendante  0 ,  passant  de  la  \  aleiir  -f-  rr  à  la  valeur  —  ir, 
change  elie-mêiiie  brusquement  de  pr  iu  lciii'  numérique. 

Dans  le  secoiul  cas,  la  suite  continue  «les  \;jleiirs  r^'*"'  e'tanl 
donnée  à  priori,  c'e;»t  faire  une  supputtitiun  toute  gratuite  que  de  con- 
sidérer ces  Tsleorsde  la  variable  imaginaire  oouime  impliquant,  par 
rapport  k  celles  de  Targument  9  qui  leur  correspondent,  les  deux 
suites  exprimées  respectivement  Tune  par  jt  —  s,  l'autre  par  —  (rr  _  e). 
Pourquoi  res  deuv  suite.;,  entre  lesquelles;  il  v  a  solution  de  continuité, 
plutôt  que  la  suite  coutume  n  —  £?  Je  vois  bien  que  le  procédé  suivi 
rend  pu&iible  une  démonstration  qui  ne  le  serait  pas  autrement.  Mais 
comment  justifier  ce  procédé^  alors  même  qu'il  serait  permis  de  prendre 
pour  variable  ind^mUiMB  Texpression  imaginaire 

Dans  le  sysiéme  des  valeurs  réelles,  la  variable  indépendante  crois- 
sant ou  décroissant  avec  continuité,  chactme  des  valeurs  qu'elle  affecte 

se  résout  en  un  ensemble  où  les  parties  intégrantes  se  confondent, 
sans  qu'il  y  ait  lieu  d'établir  entre  elles  aucune  distinction.  Peu 
importe  <i'ailleurs  qu'il  s'agisse  du  fout  ou  d  une  partie.  L'un  l  omine 
l'autre  devant  être  conçu  de  toutes  pièces,  il  y  a  toujours  umlê  de 
conception,  et  nulle  difficulté  ne  surgit  Pour  passer  de  là  au  ^tème 
des  valeurs  imaginaires,  il  suffit  d*observer  que  celles-ci  se  composent 
de  deux  parties  réelles  que  le  signe  V^T  permet  de  réunir  symboli- 
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qiKMtiRnl,  sans  qu'elles  cessent  pour  cela  de  rester  essentiellement  dis- 
tinctes. Dès  loi*s  tout  se  réduit  À  la  considération  des  quantités  réell»-s 
seules  saisissables  et  intelligibles.  Qw  deux  de  ces  quantités  «ju  nl 
réunies  dans  une  tuétne  expression,  où  la  présence  d'un  symbole 
IMrtkulier  élève  «nlra  elles  nue  barrière  qui  les  wole  oomplélmieDl, 
la  néoessîté  de  ne  le*  poiùt  confondre,  et  de  mainlnir  pour  du- 
ciine  d'elles  les  régies  et  conventions  généralement  établies,  n*en 
subsiste  pas  moins  que  si,  6gurant  dtBS  des  éqaelions  distiBCtes, 
elles  étaient  efTectivement  séparées. 

Essayons  d'expo&er,  à  ce  point  de  vue,  la  tUéone  de  k  continuité. 

L'idée  de  foDcdon  est  oompleie.  Elle  implique,  avent  tout,  la 
conoeption  d'une  variable  qui  subsiste  par  elle  seule  ou  dont  on 
dispose  arbitrairement.  Cette  vaiiablc,  dite  imkipeadamief  ne  peut 
q n'être  réelle. 

On  distingue,  par  rapport  à  la  variable  nidt  poudanle,  denx  mcKh  s 
de  variations.  lorsqu'on  m;  donne  une  suite  de  valeurs  numériques, 
telles  que  a,  c,  etc.,  et  que,  passétni  bnu^utamrU  de  Fum) 
à  Vautre,  l'on  assujettit  la  variable  à  les  prendre  toutes  anoocssive- 
ment,  le  mode  de  variation  est  discontinu.  Il  cat  continu  lorsque  la 
^ariable  est  supposée  croissante  ou  décroissante,  (fe  fa  itiéme  manière 
que  croit  ou  décroit  la  distance  comprise  entt^  deux  plans  parallèles, 
l'un  ûxe,  l'autre  moJbile.  Une  condition  facile  à  saisir  caractérise  ce 
mode.  Elle  consiste  en  ce  que  oui  changement  ne  s'accom|[rfit  entre 
deux  limites  quelconques,  sans  que  la  variable  ait  passé  ))réalabie- 
nient  par  tous  les  degrés  de  grandeur  intermédiaires. 

Il  est  visible  que  chacun  de  ces  modes  A  MHil  essencc  propre.  On 
R*e8t  efforcé  néanmoins  de  ménager  entre  etix  tme  sorte  de  transition, 
qui  permît  de  les  résoudre  l'un  dans  l'antre.  Des  efforts,  dirii^és  vers 
ce  h(it ,  ne  pouvaient  aboutira  rien  de  rationnel  :  il  a  fallu  d'ailleurs, 
P')ur  qn*on  les  ponrsnivtt,  céder  à  wœ  étrange  illnsion.  Au  lieu  de  la 
quantité,  telle  qu'elle  est  et  qu'il  faut  ta  concevoir,  e'est-è-dire  avec 
les  propriétés  qai  subsistent  en  elle,  indépendamment  de  tout  degré  de 
'^rnntfpur,  on  ti'a  vu  que  ce  qu'elle  ofTre  (le  snisissable  nnx  «eus.  et  là 
ou  elle  leur  échappait,  on  s'est  figuré  qu'elle  changeait  de  nature,  et 
que ,  suspendue  entre  l'être  et  le  néant,  elle  participait  à  ia  lois  de  ces 
deux  extrêmes,  il  ssmblewiît  que  de  telles  aberrations  n'ont  pas  be- 
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loin  <l*èim  rtfutéw  et  qu'il  luffit  «fe  lot  a^gnabr  pour  en  tnre  justice. 
Aemuquoiw,  toucefcMi,  qtt*ellei  ootpour  dles  1*appui  tacite  de  presque 
tons  les  géomètres. 

l'nr  re-lfî  simiI  qu'eliti  vari»'  1,t  variable  écliappe  à  toute  mesure  di- 
rrvtt.  JJle  r&t ,  mais  croissant  toujours  ou  toujours  décroissant.  On 
peut,  saiib doute ,  be  représenter isoléuiettt  cliacun  des  degrés  de  gran- 
deur que  oompreoDcnt  entre  dits  les  limiles  choisies  pour  origine  et 
fin  de  la  veriaticm}  nais  eomne  entre  «s  Umites  la  Tariable  ne  sub- 
siste que  par  lo  loi  qui  régit  ses  changements ,  il  serait  évidemment  ab< 
surde  et  conlMdicfoirf  de  lui  attri}>ner,  à  titre  de  détermination  rlTec- 
tive,  l'un  quelconque  de  ces  degrés  de  grandeur.  Comment  coiji|in  lulre. 
en  effet ,  qu'elle  pût  affecter  une  pareille  détermuiation  si ,  eu  intime 
temps,  elle  ne  cessait  pas  d'être  variable? 

On  observera  que  dans  le  cas  le  phis  simple,  alors  qu'il  s'agit  d'une 
i^randeur  quelconque  déterminée,  il  ne  suffit  point ,  pour  qu'elle  soit , 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  r/u'on  puiasr  fa  concevoir,  de  lui 
assigner  un  certain  degré  qui  la  limite;  il  faut  ajouter,  en  outre,  ou 
au  moins  sous-eutendre  que  ce  degré  se  conserve  en  elle.  N'est-ce  pas 
là,  d'ailleurs,  ce  que  renferme  en  soi  b  dénomination  de  constante* 
alfectée  ani  grandeurs  complètement  définies?  Cette  remarque  s'ap- 
plique aux  diverses  valeurs  par  lesquelles  la  variable  passe.  Nulle  ne 
peut  être  isolée,  et  devenir  ainsi  l'objet  d'une  conception  distincte, 
sans  que  la  j>ensèe,  qui  se  fixe  sur  elle,  lui  imprmie  forcément  le 
caractère  de  durée  nécessaire  a  sa  détemunation.  De  là  l'extrême  con- 
fuHon  où  l'esprit  tombe  inévitablement,  lorsque,  considérant  la  suite 
infinie  des  degrés  que  la  variable  franchit  entre  deux  limites  détermi- 
nées, il  transporte,  dans  chacune  des  valeurs  intermédiaires,  l'élément 
de  durée  qui  n'appartient  qu'à  l'ensemble  formé  par  leiu'  succession 
continue.  De  là  ces  difficultés  insolubles,  qu'on  ne  songerait  pas  même 
à  sotdever,  si  i  on  prenait  garde  que  la  grandeur  qui  reste  constante,  et 
celle  quicliauge  incessamment,  puisent  toutes  deux  leur  réalité  dans 
la  durée  qui  leur  est  commune,  et  qui ,  divisible  k  l'infini,  offre  tou- 
jours, de  ]Murt  et  d'autre,  un  terme  commun  de  comparaison. 

La  faculté  d'abstraire  constitue  sans  contredit  une  des  ressources  les 
pins  précieuses  dont  nous  disposions.  Mais  n'est-ce  pas  imi  abuser  étran- 
gement que  de  pousser  le»  abstractiom  au  point  d'obscurcir,  disooh 
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plus,  de  rendre  ininlelligibles  les  premières  notionê  de  la  science  [*]  ? 
Oiip  l'on  veuille  bien  y  réfléchir,  et  l'on  sera  condnit  à  admettre 

avec  ïioiis  les  |iriruipes  suivants: 

iArt  cl  durer,  c'est-à-dire  continuer  d'être,  sont  pour  toute  gran- 
deur, constante  ou  variable,  deux  conditions  qni  sTimpHquent  mntnelo 
lement. 

Quel  que  soit  le  tQode  suivant  lequel  une  grandeur  quelconque 
subsiste  pendant  une  certaine  durée,  ce  mode  pst  fonjours  rédurtible 
à  deux  types  primitifs.  î/iin  de  ces  types  repond  aux  parties  de  la  durée 
totale  pendant  lesquelles  la  grandeur  coitserve  une  même  détermina* 
tion  ;  l'autre,  à  cdles  où  la  variation  est  incessante. 

Tant  qu'une  grandeur  -varie  de  manière  à  œ  que  tout  chai^ement 
qu'elle  subit.ex%e  pour  s'accomplir  une  certaine  durée  de  la  variation  « 
on  dit  de  cette  grandeur  qu'elle  varie  avec  contimiité. 

Il  n'est  point  de  variation  incessante  qui  ne  soit  tout  entière  con- 
tinue, ou  qui  ne  se  compose  exclusivement  d'une  suite  de  variations 


[']  Ij»  ronsidération  des  quantitcs  infînilésimalfs  rrèe  «n  obstarle  invincible  à  la 
notion  de  continuiU;.  Elle  implique,  d'uilieur»,  deux  inipuMibilite»  mdicales,  savuii  : 
I*  TexiMcnoe  de»  prêteadm  inlbiiiieiil  petit»;  9*  PeibteDee  det  prétendm  iti6aîiMnt 

j^iands-  l'atlmi'ls  qii'fti  di'pit  <]('  leur  rommtine  absurdité,  Tune  âc  rcs  conreptions 
puisse,  raoyeanaDl  certaines  précautioos,  servir,  en  général,  de  correctif  ^  l'autre.  Je 
ne  comprends  |>as,  néitniMND* ,  qa*OD  aiftcte  de  lec  pi«iidi«  an  avrieux ,  et  que ,  saUM 
s'inquiéter  de  propager  Terreur,  on  les  présente  comme  bâte  d'une  idence  où  la  certi- 
tude des  déductions  repose  essentiellement  sur  la  rigueur  absolue  des  prinripes  fonda- 
mentaux. Que  dire,  par  exemple,  du  sent  qui  s'attache  naturellement  à  ces  lignes  ex- 
intîtea  du  progranme  des  court  doDoea,  en  1846,  à  Vtcfik  PolytediDique  : 

X  Du  rapport  entre  taeeroiitsment  d'une  fonction  et  l'accroissement  d'une  variabltt. 

Va  LF.ua  QOB  MniD  CB  wmuet  quavii  &m  AOOBoatniBiiTS  nEvmmtirr  iiirniniKiiT 

-   FETm.  » 

Hm  VtmA  que  fai  publié  tor  lee  principe»  de  l'uulTae  traiwMBdanle,  f ai  montfé 

I  I'  (ju'est,  rri  n'alité,  une  fliffrrontirllc ,  l\  s;iv(>ir,  uno  difTrroncf  nrclinairo  prise  dans 
uo«-  certaine  liypoUièae.  J'ai ,  d'ailleurs,  rr(K<  une  méthode  qui ,  san.<i  cesser  d'être  pure- 
ment algébrique  et  toujours  ngoiireusc ,  offre  au  plus  haut  degré  la  simplicité  désirable. 
En  n'impoflant  cette  tâche  »  je  ne  ne  suis  point  dissimulé  que,  si  pt-n  rationnels  que 
soient  certnins  jinKodés  fort  en  vogue,  il  suffit  qu'un  long  XW^f  li-s  ;iit  mvlrs  f:irin 
liers  pour  qu'on  trouve  plus  commode  de  s'y  tenir.  Je  poursuÎTrai  néanmoins ,  per- 
suadé que  k  vérité  peat  phi»  que  l'erreur,  «I  qu'à  elle  mile  Tavenir  a|ip«rtient. 
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continues,  ayant  toutes  une  certaine  durée.  L'hypocbése  inverse  serait 

un  noii-seii6d*Ulie  absurdité  en  quelque  sorte  palpable. 

Concluons  que  toute  durée  il'uiie  ^'ramleur  se  compose  nécessaire- 
ment d'iMie  siiUe  île  parties  (|ui  se  sutct  deut  sans  intervalle,  et  pendant 
chacune  desquelles  la  grandeur  reste  continue ,  soit  qu'elle  varie ,  «oit 
qu'elle  persiste  dans  une  même  détermination.  Lorsqu'à  la  limite 
commune  4  deux  de  ces  parties ,  la  grandeur  subit  on  changement 
brusque,  on  dit  qu'il  y  a  solution  de  continuité.  Plusieurs  solutions 
decontinnité  sont  possibles  entre  deux  limites  aussi  rapprochées  qu'on 
voudra.  Dans  tous  les  cas,  et  quel  qu'en  soit  le  nombre,  comme  elles 
ne  cousUtuent  jamais  que  des  accideuts  transitoires,  essentieUemeni 
dêpouTvm  dt  tbtrée,  il  reste  démontré  qu'on  peut  dire  avec  une  entière 
rigueur  : 

Toat  mode  ff  existence  d'une  grandmr  quet&mtpte  est  constamment 
régi  par  me  mime  loi  générale,  ta  loi  de  corUintuté. 

Avant  d'aller  plus  loin ,  je  crois  utile  de  présenter  plusieurs  obser- 
vations. 

Les  gmiuleurs,  sotimises  au  calcul ,  n'y  figurent  point  comme  quan- 
tités concrètes.  C'est  par  le  noiii.bre  aL>slr;ut,  exprimant  pour  chacune  le 
rapport  existant  entre  elle  et  son  uiiite  propre,  quelles  y  sont  intro- 
duites. Ce  mode  de  représentation  n'entraîne  aucune  diitictdté  pour  les 
grandetirs constantes.  Quant  à  la  grandeur  variable*  comme  elle  n'est 
définie  que  par  la  loi  parlicnlière  qui  régit  sa  variation,  c'est  cette  loi 
qu'il  faut  traduire  numériquement.  On  y  parvient  en  fixant  d'une  ma- 
nière générale  le  chani^ement  qui  s'accomplit  durant  une  partie  quel- 
conque delà  variation.  Veiit-on,  d'ailleurs,  abstraire  rélrureut  de 
durée,  ainsi  qu'on  le  fait  habituellement;  cette  ahstraciioii  «ievient 
possible  dés  qu  il  y  a  deux  grandeurs  snbsistant  e:  variant  ensemble  a 
partir  d'une  même  origine.  £n  eifet ,  à  chaque  partie  de  la  durée  qui 
leur  est  commune,  répond  de  part  et  d'autre  un  changement  déter- 
miné. De  là  donc  ,  relation  nécessaire  entre  deux  ({tifleotiques  des 
changements  qui  s'accomplissent  simult.uirinciit  <iaiis  l'une  et  I  ;uitre 
grandeur;  de  ia,  possibdité  évidente  d<*  'ormer  deux  suites  toujours 
comparables  entre  elles  et  susceptibles  de  s'exprimer  diredenient  riiiie 
par  l'autre.  On  atteint  le  même  résultat  lorsque,  au  lien  des  change- 
tome  Ml.  —  A«ct  iSi7.  4<» 


3i4  JOIIHNAL  DE  MATHEMATIQUES 

mente  qui  se  correapondeot  pour  une  mteie.  durée  quelconque  de  la 

variation  ,  Ton  fixe  les  valeurs  qui  auiifiisteraieait  ensemble,  li,  à  Tex» 
piration  de  cette  durée ,  h  v^irintion  cessant  tout  à  coup  «  lea grandeurs 
que  l'on  considère  denieiiraieni  constantes. 

En  général,  Télément  de  durée  n'apparaît  point  expUciteuieni  dans 
las  relatione  où  te  trouve  exprimée  la  loi  qui  régit  la  génération  «mul> 
tanée  de  plusieurs  variables  :  il  oonvient,  en  outre,  d'obserrer  que 
presque  toujours  il  s'élimine  de  lui-même.  Que  cette  abstraction  se 
f;»ss»-  spriTitanément .  ou  bien  qu'elle  résulte  fie  l'application  des  pro- 
cèdes que  je  viens  de  décrire,  elle  offre  dans  tous  les  cas  un  avantage 
précieux,  c'est  de  ne  iais&er  en  présence  que  les  grandeurs  sur  lesquelles 
on  veut  opérer,  et  de  (aciUler  le  cours  des  dédocliont»  rendues  ainsi 
plus  directes  et  plus  simples.  Toutefois,  il  ne  faut  point  perdre  de  vue 
que  dans  l'idée  de  variation  est  implicitement  comprise  Tidée  de  durée, 
hase  fondamentale  de  toute  conception  intellectuelle. 

(leli  nf»sf''.  occupons-nous  des  fonctions  proprement  dites,  et,  les 
prenant  d  une  manière  absolue,  ne  voyons  en  elles  que  la  suite  des 
valeurs  qu'elles  expriment  nuraérîqnenMnt 

Considérons  d'abord  la  variable  indépendante. 

Déterminé)'  par  elle  seule,  (fesl-à-dire  toujours  une  et  non  com- 
plexe ,  la  variable  indépendante  est  conçue  le  plus  sinij>lement  pos- 
sible, lorH(piV>!)  admet  qii'elle  croît  ou  décrivît  proportiotmelleinent  à 
la  durée  j>eiidaiit  laquelle  elle  varie,  ou,'  ce  (jui  revient  au  même, 
qu^etle  ne  subit  aucun  changement  qui  n'exige ,  pour  s'acoomplir,  une 
durée  proportionndie  de  la  variation.  Elle  «st,  dés  lors,  essentidlement 
continue. 

Considérons  ensuite  la  variable  dép^idante ,  ou ,  en  (l'autres  tenues, 

la  fonction , 

C)n  entend  par  fonction  une  expression  complexe  qui,  variant  et 
cessant  de  varier  en  même  temps  que  la  variable  dont  elle  dépend,  est 
généralement  déterminée  pour  toute  valeur  attribuée  à  cette  variable. 
Lorsque,  pour  une  même  suite  de  valeurs  affectées  par  la  variable,  la 
fonction  comporte  plusieurs  systèmes  de  valeurs  distinctes,  on  isole 
par  la  pensfV  ces  différents  systèmes,  et  l'on  considère  clirtrini  d'etix 
comme  constituant  par  lui  seul  une  fonction  particulière.  U  uii  sys- 
tème k  l'autre,  la  continuité  et  la  discontinuité  sont  possibles  de  la 
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même  manière  que  pour  le  mite  des  ndeura  apperteneiit  k  l'un  d*eux 

pris  séparément. 

La  fonction  ne  pouvant  demeurer  constante  pour  toutes  valeurs  tlt* 
la  variable  comprises  entre  deux  limites  aussi  rapprochées  qu'on  voti* 
dre»  le  verietion  qn^elle  eubit,  lonque  oette  verieble  cnAt  ou  décroît 
avec  oontumité,  esl  nèoeanireaientinceannle.  Doit-on  en  inftrer  qu*elle 
est  constanment  continue,  ou  bien  omiposée  de  parties  qui  se  suivent 
iinniédiateroent  et  durant  chacune  desquelles  la  coutiuuitt'  subsiste 
sans  interruption?  Nul  tloute  pour  une  fouctiou  qiu'k  ojKpu'  pitisaiit 
sa  réalité  dans  Texistence  effective  ou  idéale  d'une  grandeur  dont  elle 
est  Pexpreirion  numérique.  Fonriout antre  fonction,  la  question  plus 
complexe  vent  être  traitée  directement,  renayorai  tout  k  l*heure  de 
résoudre  cette  difficulté. 

Tant  qu'il  y  a  continuité,  tout  changement  de  la  fonction  exige, 
pour  s'accomplir,  une  certaine  durée  de  la  variation,  et,  par  consé- 
quent, un  certain  accroissement  de  la  variable  indépendante.  Une 
condition  inhérente  à  ce  mode,  tel  qu'il  vient  d'être  défini,  suiHt, 
d'ailleuTB,  pour  le  caractériser.  Elle  consiste  en  ce  que  le  passage  d*une 
valeur  à  une  autre  ne  peut  jamais  avoir  lieu  sans  que  la  fonction  ait 
franchi  niccessîvement  toutes  les  valeurs  intermédiaires. 

Lorsque  la  discontimiit.'  survient,  c'est  par  un  changenicut  hrusque 
qui  s'opère  instantaniiiunt  Voyons  en  quoi  consistent,  pour  une 
fonction,  les  changements  brusques  dont  elle  est  susceptible. 

Les  opérations  &  efifectuer  sur  la  variable  indépendante  pour  con- 
struire la  fonction  sont  réductibles  à  deux  classes  principales  :  je 
range  dans  la  première,  l'addition,  la  multiplication,  l'élévation  aux 
puissances  ;  dans  la  seconde,  la  soustraction ,  la  division,  Textraction 
des  racines. 

Tant  qu'on  procède  par  voie  d'addition,  de  unultipiication,  ou 
d'élévation  aux  puÎMancea,  cliaque  valeur  de  la  variable  fournit  poui* 
la  fonction  une  valeur  unique,  toujours  réelle  et  déterminée.  I^a  son«- 
trairtiOB  donne,  pour  résultat  accidentel,  zéro,  et  plus  généralement 

des  rpiantité-s  tantôt  positives,  tantôt  négatives.  En  s' introduisant 
comme  diviseur,  le  îtéro  répond  a  une  unpossibilité  fortuite.  I-orsqu'une 
quantité,  soumise  à  lui  radical  de  degré  pair,  pas»e  du  positif  au  né- 
gatif, les  valeurs  fournies  par  vit  radical  perdent  leur  réalité. 

4o.. 
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Que  les  valtMits  de  la  tonction .  supposées  miin^riquement  expri- 
ninbles ,  ceî«st'iil  tout  à  rnup  de  l'être,  ccsl  là,  sans  aucun  doute, 
un  changement  brusque.  On  vuit  ainsi  que  les  fonctions  admettent, 
comme  solution  de  contimuté,  le  pastafe  du  réel  à  l'imaginaire,  et, 
pour  me  servir  des  termes  tuatés,  le  passage  du  fini  à  Tinfini. 

La  discontinuité  peut  encore  provenir  d*un  accident  fortuit ,  qui , 
par  une  cause  quelconque ,  dépendante  ou  non  de  Timpossibilité  qu*ex- 

priii»e  le  symbole^*  exclurait  transitoirenient  toute  détermination  par- 
ticulière de  la  fonction.  Hors  de  là,  elle  n'est  possible  que  par  un  chan* 

gement  brusque  qui  ferait  succéder,  Tune  à  l'aiilre  »  deux  valeurs  nu- 

iTn»riqTi«'s  fout  à  coup  différentes;  ce  qui  exige  que  ce  changement  ait 
luMi  dans  Ui  mode  indiqué  pour  constriiirp  !n  fonction  .  nu,  si  ce  mode 
ivste  Je  même,  dans  le  résultat  des»  opéralion»  par  le»quelleft  il  se 
réalise. 

Supposons  d'abord  un  intervalle  où  le  mcxte  indiqué  pour  construire 

la  fonction  ne  change  point,  et  cherchons  si,  la  fonction  n'aflfectaiit 
vimnis  qti'tmp  s»Mile  détermination  transitoire,  deux  quelconques  de 
vts  déii  fimnariDiis  siu  ccssivps  peuvent  être  toujours  brusquement  dif- 
férentes. Dans  cette  Ijypoilu  sf .  c'fât  la  variation  continue  attribuée  k 
la  variable  indépendante  qtu  produit  les  changements  brusques  inoes> 
saniment  subis  par  la  fonction.  Or,  lorsque  la  variable  crott  ou  décroit 
continûment,  les  valeurs  qu'elle  franchit  se  succèdent  en  étant  tour  à 
tour  commensurables  et  incommensurables.  Dans  le  premier  cas,  elles 

allecteni ,  en  général ,  l'une  des  trois  formes  fractionnaires 

^fjtl. ,  ^i* *  .  |(>  second,  elles  n'ont  point  de  représentation 

nunjeriqtie  :  on  peut,  toutelois,  en  enipruntant  à  volonté  l'une  ou 
l'autre  de  ces  formes,  les  exprinier  avec  tel  tiegré  trapproximatiou 
qu'on  désire.  Cela  posé,  et  eu  égard  ii  la  nature  des  opérations  fonda- 
mentales par  lesquelles  une  fonction  se  constniit,  je  remarque  que 
c'est  uniquement r.iison  de  leur  forme  et  non  point  de  leur  degré  de 
grandeur,  que  les  valeurs  sucressiven  de  I.i  v.iriable  peiiveuf  intro<luire 
dans  la  fonction  une  s-'-rie  non  interrompue  <le  détermuiations  brus- 
quement diliérentes.  Il  suit  de  là  qu'admettre  des  changements  brus« 
ques  inoemntSy  c'est  faire  détendre  ces  changements  de  la  diversité 
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d«ft  formci  aflbctées  par  les  valenn  fractionnaires,  et ,  par  conséquent , 
attribuer  à  chacune  de  ces  formes  une  influence  qui  rend  ibrcément 
impossible  toute  détermination  répondant  aux  valeurs  incommensu- 
rables. C'est  donc  aussi  admettre  implicitetnent  que,  si  peu  différentes 
que  snienl  entre  elle»  ilfux  valeurs  de  la  vat  iahlf .  elles  rontprenHetiJ . 
iiéauuiouis,  une  valeur  ioteriuédiaire  puur  laquelle  la  toncliuii  n  est 
pas  déterminée.  Mais  si  pareille  valeur  existe  iiéoessairement  entre  deux 
limites  aussi  rapprochées  qu'on  voudra,  il  faut  qu*entre  ces  mêmes 
limites  il  y  en  ait  une  infinité.  Dès  lors,  ce  qui  domine,  en  générai, 
c'est  le  défaut  de  détermination,  et,  privée  de  son  caractère  esiseutiH , 
la  fonction  picïendue  n'est  pitis  une  fonction. 

Âpres  avoir  reconnu  que  la  où  le  mode  de  constructioit  demeure 
invariable,  toute  fonction  proprement  dite  Mibit  la  loi  de  continuité , 
il  est  aisé  de  voir  que,  si  des  diangemmts  brusques  surviennent  dans 
ce  mo<le,  et,  par  suite,  dans  la  fonction,  ils  sont  toujours  eu  nombre 
limité.  F.n  elTet  .  pour  qu'il  y  ait  foiu  tif)!)  .  il  faut  d'abord  que  le 
mode  de  construction  soit  oéncralcmcnt  déti  rmuir.  \ciil-on,  d'ail- 
leurs, que  ce  n)ode  ne  cesse  pas  de  changer  bru.squement;  il  tant, 
pour  l'exprimer,  une  fonction  particulière  qui  remplisse  elle-même 
eHte  condition  :  or  c'est  l&  précisément  ce  qui  vient  dVire  démontré 
împossibie. 

Ces  cc»nsidérations  permettent  d'étendre  aux  fonctions  prf»premenl 
dites  la  loi  fie  continuité  précédemment  établie  pour  tout  mode  d'exis- 
tence d'une  grandeur  quelconque. 

ïfous  n'avons  point  entrevu  jusqu'ici  comment  il  est  possible  de 
réaliser  une  fonction  qui  subisse  instantanément  un  changement  brus- 
que de  détermination  numérique.  t^le  que  l^'s  nidicaux,  les  fonc- 
tions circulaires  et  les  valeurs  limites  sont  appelés  à  rempli»-  en  certains 
cas,  est  tré.s-propre  à  jeter  quelque  jour  sur  cette  question  délicate. 

En  ce  qui  concerne  les  radicaux,  je  ferai  d'abord  observer  que,  si 
l'on  convenait,  avec  M.  Gauchy,  de  désigner  toujours  par  la  nota- 
tion v'«*  !•  racine  positive,  c'est-à-dire     a  on  —  a,  suivant  qoe  a 

est  positif  ou  n^atif,  l'expression         ^  deviendrait  égale  à  —  1  ou 

-4-  I  ,  selon  tpie.r  serait  moindre  ou  plu?  grand  (pie  Il  suflfirirt  Winc 
que  cette  expression,  ou  toute  autre  analogue,  entrât  dans  uiie  loue- 
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non  puur  qu  eUe  y  produisit,  en  général,  un  chai^ement  iNrusquede 
déimiiiiiatiiMi  immènifat. 
I/«xemple  que  je  viens  de  chowir  soulève  une  dîiBctilté.  La  quantité 

soumise  ati  ra(li(:;al  est  variable^  et  i  chacune  des  valeurs  qu'elle  reçoit 
répondent  deux  racines  numériqneniPiU  égales ,  mais  affectées  de  signes 
coiiiir^irHS  Dr  là  réstdtent  deux  systèmes  distincts,  susceptibles  d'ètr* 
pris  isolement  et  comprenant,  en  générai,  l'un  les  racines  positives, 
l'autre  les  racines  négatives.  Toutefois ,  ooflsme  xéro  est  une  des  valeurs 
aflectées  par  le  radical  t  il  y  >  U«u  de  se  demander  si  le  passage  par  cette 
valeur  ne  doit  pas  être  considéré  comme  accompagné  d'un  diangemenl 
désigne,  Ttine  des  suites  se  substituant  à  l'antre,  et  réciproquement, 
(hielques  détails  écJairriront  ce  point. 

Je  prends  pour  accordé  qu'on  n  est  point  maître  d'établir  arbitraire- 
ment toute  espèce  de  convention.  Celles-là  seules  tne  paraissent  admis» 
sibles,  qui  sont  conformes  aux  principes  fondamentaux  du  calcul,  et 
je  regarde  comme  un  de  ces  principes  celui  qui  permet  de  sabslitiier 
riiue4  l'autre  deux  expressions  numériques  ayant  identiquement  même 
valeur. 

Ola  |>usé,  je  remarque,  relativement  à  la  notation  exponentielle: 
i".  Que,  dans  le  cas  où  l'exposant  est  une  fraction,  deux  opéra- 
tions sont  indiquées,  l'une  par  le  nuroéralenr,  Tautre  par  le  dénomi- 
nateur; 

a'.  Que,  sans  altérer  la  valeur  de  l'exposant  entier  oti  (ractioniiaire, 
on  peu'  iTttroduire  baut  et  bas,  comme^ lacteur,  un  mône  nombre 

quelconque  ; 

'i".  Que  le  r^ultat  k  obtenir  doit  rester  indépendant  de  1  introduc- 
tion decefiicteur; 

4*.  Que,  pour  remplir  cette  condition,  il  iaitt  obaoïrer  la  règle  sui- 
vante : 

Dans  les  deux  <^rations  à  faire,  commencer  toujmirs  par  celle  qui 
dépend  du  dénominateur. 

En  appliquant  cette  règle,  on  trouve 

v(^-^  =  {x-  A)l  =  [±i  v(^  -  b)y  =  x-bi 
il  y  a  donc  changement  de  signe  à  partir  de  x  =  6,  et  l'on  a  oonstam- 
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ment 

Cette  expression  cessant,  uum  qu'on  le  voit,  de  préMuter  un  chan- 
gement brcuque  de  dètenninalion  numérique,  prenons  la  fonction  a 
liée  à  la  variable  indépendante  6  par  les  dena.  équations  siuiukanées 

et  posons  en  même  temps 

p  =  y  i  ^-        arcosd  =  v(»  ~  ff     ar(i  cosô), 

r  afiÎBClant  une  valeur  quelconque  positive  et  Q  variant  de  zéro  à  air. 
Tant  que  la  valeur  attribuée  à  r  est  di0érentt>  de  Tunité,  6  varie 

sans  jamais  annuler  la  quantité  soninisf»  an  r;uiical  Si  donc  on  dis 
tingue,  ainsi  qu'il  convient,  les  deux  systèmes  de  valeurs  (ournies  par 
le  radical,  un  peut  prendre  l'un  ou  l'autre  à  volonté  et  %y  tenir  ex> 
clusiveroent.  Or,  en  adoptant  le  système  des  racines  positives,  il  est 
aisé  de  voir  que,  pour  toute  valeur  de  r  moindre  que  Tunité ,  la  fonc- 
tion  a  s'annule  wol  deux  limites  d  =  o,  9  =  an,  tandis  que,  pour 
toute  valeur  de  r  supérieur**  à  rnnité,  elle  passe  en  tnèmp  temp"»  que  6 
par  les  mêmes  multiples  tle  la  cinonlérence.  On  ne  peut  donc  fraiielur 
la  limite  r=  i  sans  que  la  valeur  de  a,  qui  répond  a  S  -  ir,  toujours 
égale  à  zéro,  pour  r<i,età9n  pour  r>  i,  ne  cbaiige  brusquement 
de  grandeur. 

Dans  la  Note  que  renferme  ce  Journal  (tome  XI ,  page  i4o),  j'ai 
dit  que  pour  r=:i  etd=it,  il  y  avait  rhangement  brusque,  a  passant 

tout  a  coup  de  ~^  ^  *  ~*  ^'  erreur  que  je  dois  rectifier. 

Lorsque  r  =  1 ,  on  a 

/»  =  va(i  -t-  cos6)  =  v4s'n'  i    +        ^siw  3  [6  +  Jîj- 

il  faut  donc  admettre,  en  même  temps,  que  les  valeurs  de  jO,  constam* 
ment  positives  pour  toutes  valeurs  de  6  moindres  que  n.  sont  constam- 
ment négatives  pour  toutes  valeurs  de  6  t»upérieureji  à  n. 


Digitized  by  Google 


3ao  JOUBUAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Il  suit  de  lir  que,  tant  qu'il  s*agit  uniquement  de  k  valeur  1*32:1, 
a  reste  fonction  continue  de  0 ,  et  que  fwur  0  =  air  Ton  n'a  point , 

ainsi  ([iir  j,  l'ai  supposé,  a  =  o,  mais  bien  cl  =  n. 

Quant  aux  lonciions  (^ue  je  coiisiilt'Taift  alors  »  si  l'on  obierve  que t 
ûaiiit  riijpotbeiit;  r  ~  i ,  elles  dvieunent 

f  (r,  6)  =  [asin|(d  -H  «r)]"*cosma, 
i|i(r,  9)  =  [asin^ ji)]"*  un  ma, 

on  voit  aiiénient  quc> .  pour  tonte  valeur  de  m  entière  et  positive ,  elles 
ne  cessent  pas  d'être  continues  et  de  prendre  respectivement  mêmes 
valeurs  aux  detix  limites  9  =  o*  9  =  air. 
Ottp  erj'etïr  rectifiée»  je  patse  à  la  considération  des  valeurs  limites. 

Un  exemple  suffira. 
Soit  l'intégrale  définie 


Si  ion  suppose  que  l'indice  A  croisse  indéfiniment,  cette  intë|^ale  con- 
verge vers  une  limite  fixe  exprimée  par  -i-  ^  ou  par  —  suivant  que  p 
est  positif  ou  négatif.  Il  vient  donc,  dans  celte  hypothèse, 


le  signe  -I-  subsistant  pour  toute  valeur  de  x  moindre  que  h,  le 
signe  —  pour  toute  valeur  plus  grande. 

Pour  X  =  6^  il  y  a  changement  brusque  du  mode  de  construc- 
lion.  En  effet,  quelle  que  soit  alors  la  valeur  aifectée  par  A,  on  n'a 

plu»  (le  limite  à  considérer,  et  il  vient  constnmntpnt zéro  pour  résultat. 

On  voit,  par  cet  exemple,  comiru  iif .  t  n  iriii ndui.s;iiit  dans  une 
iouction  une  expression  symbolique  de  la  forme  /  '       —^)^  i| 

est  possible  d"y  réaliser  un  changement  brusque  de  détermination 

numérique. 

Dans  ce  qui  préc.  dr.  j'ni  vu  pour  objet  principal  l'élude  des  fonc- 
lions  rwlles,  et  de  leur  variation  considérée  dans  ses  rapports  directs 
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avec  celle  de  la  variable  indépendante.  La  question  que  je  lue  suis 
propoi^  d»  réfloodre  était  là  tout  caitièfe  :  il  ne  nw  ratle  plus  qu*à 
montrer  comment  les  prmctpes  établis  d-dessus  s'appliquent  d'em- 
mémes  et  immédiatement  an  cas  ^émVal  des  valeurs  imaginaires.  . 

(  )n  sait  que  tonte  expression  innaginaire  est  réductible  au  type  fon- 
dameutal 

les  quantités  que  P  et  Q  représentent,  étant  toujours  réelles. 

On  sait  «'gaiement  que  ,  pour  op(^r<*r  stir  xme  expression  imaginaire  , 
il  faiu  d'abord  la  réduire  k  ce  ^pe,  ou»  du  uoius,  l'y  supposer  ré- 
duite. 

Snit.  par  exemple,  la  fonction  1  (re*'^')-        n'est  que  par 

l'identité 

l(rt*'^)  =  lrH-fiV^. 

Si  donc  on  fait  varier  0,  c*est  dans  le  second  membre  et  non  cbns 
le  premier  qu  il  frut  étudier  les  modifications  subies  par  la  fonction. 

Il  est  visible,  en  effet,  que  si  l'on  opérait  directement  sur  le  premier 
metnbre,  il  v  aurait  absurdité  ef  contradiction  lorsqtie ,  donnant  à  9 
les  deux  valeurs  o  et  m,  l'on  obtiendrait  pour  résultat  unique,  ' 

l(„"^)=I(r). 
Considérons  ime  fonction  imaginaire  ramenée  à  la  fonne 

P  -I-  Q^i/^  i 

V  et  Q  seront  des  fonctions  réelles  de  la  variable  indépendante ,  sub- 
sistant chacune  isolément  et  non  réductibles  entre  dies. 

1'^  fonction  donnée  étant  représentée  par     il  vient  identiquement 

^=P+QV^; 

et  ce  qu'il  faut  voir  dans  j^,  ce  sont  detix  prnndeurs ,  l'inie  égale  à  P, 
l'antre  àQ,  toutes  deux  réunies  symboliquement,  mais  toujours  dis- 
tinctes et  toujours  M^parables. 

Tome  XU.  -  AucT  4l 
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Il  suit  évidemm«nt  de  là  que  la  variation  de  l'imaginaire  doit  être 
coDiidérée  comme  s'identifiant  a^vec  oèlle  des  ioiictioiis  P  et  prîtes  à 
part  et  simultanément. 

.Pour  éviter  toute  méprise,  je  ferai  remarquer  que  ron  peut  avmr, 
entre  certaines  limites, 

puis,  entre  d'autres  limites, 

les  fonctions  exprimées  par  P  et  Q  changeant  en  même  temps  qu*on 
passe  du  premier  intervalle  au  second,  et,  par  conséquent,  restant 

toujours  renfiles. 

J'observerai  aussi  que  l'on  doit  distinguer  le  cas  où  la  quantité  Q 
s'évanouit  par  suite  d'une  valeur  particulière  attribuée  à  la  variable 
indépendante,  et  celui  où  elle  disparait  d*dle-même  pour  toute  l'éten- 
due d'un  certain  intervalle.  Dans  le  premier  cas,  la  valeur  affiictée 

par  fi  quoique  i  HK  i^a  apparence  ne  cesse  point  d'appartenir  au 
système  généri!  ^in  valeurs  imaginaires.  Dans  le  seromi .  il  y  a  tran- 
sition d'un  s^slt-uie  à  l'autre,  et,  par  suite,  solution  relative  de  con- 
tinuité. 

Une  fonction,  peut  être  tantôt  réelle,  tantôt  imaginaire,  la  variable 
dont  elle  dépend  restant  toujours  réelle.  Néanmoins  elle  n'affecte  ainsi 
qu'une  partie  des  déterminations  compatibles  avec  son  mode  de  con> 

stnictiou.  Si  donc  on  veut  Pétudier  dans  toTites  les  modifiration<5 
qu  elle  comportf  ,  il  faut  substituer  aux  valeurs  réelles  de  la  ^  n'iahle 
un  système  qui,  sans  exclure  aucinie  de  ces  valeurs,  compreuue  en 


]*]  J'appelle  l'attention  du  lecteur  sur  la  fooctioii  (—  a)'.  La  variahle  «  demeurant 

réelle ,  un  » 

(  —  fl'i*  =  a',  [cns  2*  -♦-  r  IHj  -»-  V  —  •  -^in  {2*  +-0  no-], 

G«  qui  montre  que,  coatrairemoit  à  l'iilée  qu'on  »'en  forme,  en  général,  la  fonc- 
tion (—  o)'  est  eaMBtîelleiDent  imaginure  «t  contiiiae.  A  diaqae  Takni  du  nmobra 
entier  A  répond  tin  système  dUtinct  de  déterminations  particuSiMS.  Il  n*j  a  aolation  de 
continuité  que  lofsqu'on  pane  d'un  sjrst^nie  k  l'antre. . 
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même  temps  toutes  les  Taleurs  imaginaires  possibles  [*].  Pour  satis' 
ftire  k  cette  condition  t  x  étant  la  variable  »  on  d<Mt  poser 

Il  faut  admettre,  en  outre,  que  les  quantités  />  et  sont  suscoj)tlbl^'^ 
d'acquérir  directement,  et  indépendamment  l'une  de  l'autre,  toutes 
les  valeurs  réelles.  Dés  lors  devient  fonction  de  ces  deux  variables, 
et  celles-ci  seules  peuvent  être  dites  indépendantes. 

En  assujettissant  la  variable  x  k  franchir  successivement,  et  avec 
«■ontintiité,  toutes  les  valeurs  imaginables,  on  ne  détermit»**  aucun  des 
modes  particuliers  suivant  lesquels  la  variation  peut  saccomplu-  eW'ec- 
tiveiiient.  il  est  permis  de  rester  à  ce  point  de  vue  général,  comme 
aussi  de  considérer  spécialement  Tun  ou  Tautre  de  ces  modes,  le  choix 
h  &ire  dépendant  de  la  nature  des  questions  à  résoudre  et  ottnaA 
ainsi  le  moyen  d'établir,  entre  la  variable  et  la  fonction  donnéeSi  Tordre 
de  relntion  le  i)liis  propre  à  remplir  l'objet  qu'on  se  propose  Dans 
tous  les  cas,  la  rontiiiuité  n'est  possible  pour  or,  qu'autant  qu'elle 
subsiste  pour  chacune:  de.s  quantités  réelles  p  et  ^ ,  prises  à  part  et  si- 
multanément. Nous  admettrons  désormais  que  cette  condition  néces» 
saire  est  constamment  satisfiiile. 

Si  nous  reprenons  la  fonction 

il  viendra,  sans  rien  statuer  sur  le  mode  de  variation  des  quan-» 

tilés  p  et  <j, 

I       9  V^i)  =  P  -t-  Q  V— ^  =  i  1  (P*    '/*)  +  V^.wctw»gJ- 

r«iie  identité  démontre  la  continuité  absolue  de  la  fonction 
l>our  tout  mode  de  varûtion  qni  exclut  la  sifroltanéité  des  valeurs 
particulières  p  =  o,  q  =so. 


[•]  Le  système  des  valeurs  imaginaires  comprend ,  comme  cas  particuliers ,  toutes 
tes  valevn  MO».  Dès  qu'on  entn  dm  oe  «ystèine,  il  n'y  a  plus  lien  d'étsMir  ciitt«> 
le»  unes  et  les  autres  «ucone  diatinction.  Cette  remavque  «si  très-importiDU)  au  point  de 

vue  de  U  continuité. 

4t.. 
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Gela  bien  compris,  et  sans  qu'il  loit  besoin  d'intister  davanlage  «ir 
la  diatinctiod  qu'il  importe  d'établir  entre  le  système  général  de  tous 
les  modes  possfttles  de  vartetion  continue  et  Yw  quelconque  d'entre 
eux  .  vm's  passer  à  Texanien  tie  celui  de  ces  mode«  qu'on  choisit  ha- 
bitiu  llfuient  pour  l'attribuer  ;i  la  variable  imaginaire. 

Il  semblerait  naturel  il'upérer  directement  sur  lej»  quantités  p  et  en 
disant  correspondre  successivement  Tune  quelconque  des  valeurs  de  p 
à  toutes  les  valeurs  de  7 ,  ou  récîproquemait.  Dans  Vnm  et  l'autre  de 
ces  modes ,  p  et  q  seraient,  les  variables  indépendantes.  Il  est  d'ailleurs 
visible  qu  oii  \  réaliserait  pour  x  toutes  les  valeurs  imaginables  l'el 
n'est  point  le  procédé  généralement  suivi.  Moins  simple  en  apparence, 
il  offre,  en  réalité,  ceriauis  avantages  qui  le  loui  préférer.  Voici  en 
quoi  il  consiste  : 

Faisant 

(1)  rcosd  =  /» , 

(a)  /  sin  ô  =.  9 , 

.on  en  déduit 

$  =  arctang  J 

llela  posé,  l'on  remarque  que.  quelles  que  soient  les  valeui-s  res- 
pectives rittrihiiées  séparément  aux  quantités  />  et  y,  011  peut  toujours 
satisfaire  aux  équations  i  l)  et  {•»)  en  attribuaiii  ii  1  la  valeur  positive 

\iP*  f-  y^,  et  à  l'arc  9,  soit  la  valeur  unique  qui,  clans  i  intervalle 
de  o  &  aff,  remplit  les  conditions  voulues,  soit  cette  même  valeur, 
augmentée  d'nn  multiple  quelconque  de  la  circonférence. 
Au  lieu  de  l'équation 

*  _ 

il  est  donc  permis  d'écrire 

x  =  r  (costf  -t-  V  —  l'Sin  ^)  1 

e\ .  changeant  le  mode  de  variation ,  de  prendre  ret  6  pour  variables 
uulépendantes. 
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Veut-on  n'attribuer  à  r  que  des  valt  iit-s  positives,  et  restreindiv entre 
les  limites  o  et  j  rr  !  <  variation  de  6:  cr\i\  siilKil  pour  réaliser  un  mode 
de  variation  coiilijiue  ou  ta  variable  x  pasM;  sMccessi veinent  par  toutes 
les  valeurs  imaginables.  Cela  ne  suffît  point ,  en  général ,  si  l'on  veut 
que  la  fimction  acquière  dle^mème  toute»  les  déterminatioiu  qu'elli» 
comporte. 

En  principe,  et  par  cela  seul  qu'elles  sont  indépendantes,  les  va- 
riables r  ef  5  doivent  èliv  roii^^inrn'cs  comme  sus<"eptihles  de  pn  titirc 
ensemble  et  séparément  tontes  ics  valeurs  réelles.  On  reinplii  ietii> 
condition  le  plus  simplement  possdile,  et  sans  que  la  disconUnuite 
puÎMe  jamais  survenir  dans  le  mode  de  variation  attribuée  à  la  va- 
riable Xf  lorsque,  partant  de  zéro.  Ton  iait  correspondre  successive- 
ment Tune  quelconque  des  valeure  de  r  à  toutes  la  valeurs  de  $ ,  ou 
réciproqjieuient. 

Qii'oii  le  remarque  hien  ,  il  s';it.'it  de  deux  variations  sunuifanees, 
subies,  l'une  par  la  vanabie  x ,  I  autre  par  une  lonction  de  cette  va- 
riable. On  peut,  sans  doute,  étendre  ou  restreindre  à  volonté  ces  va* 
nations.  Toutefois,  il  ne  but  jamais  perdre  de  vue  qu'elles  ne  restent 
comparables  qu'entre  les  limites  où  toutes  deux  s'accomplissent  à  la 
fois. 

l)ira-l-on  que,  la  variable  .r  étant  périodique,  li  est  superflu  d'attri- 
buer à  ô  aucune  des  valeurs  ou  entre  un  miiitipie  quelconque  de  la 
circonférence;  je  répète  qu'on  est  parditement  libre  d'admettre  telle 
ou  telle  limitation  du  mode  suivant  lequel  retB  varient.  Il  faut  seule- 
ment en  tenir  compte  et  se  garder  de  prétendre  que  les  valeurs  de  la 
loiK  tion  sont  toujours  épuisées  en  même  temps  que  celles  de  la  variable 
imaginaire. 

.Soit,  par  exemple,  la  fonction 

I        •    I        I  ^ 

jr  —  x^  —  r^  (cos9  -1-  V  —  »  «n =  V  — ^  ^*%}' 

n'est-il  pas  manifeste  que,  pour  n'exclure  aucune  des  déterminations 
qu'elle  comporte,  et,  en  particulier,  pour  lui  faire  exprimer  Ifs  di- 
verses racines  de  l'unité,  il  est  indispensable  d'assigner,  comme  Hmites 
k  la  variation  de  6,  des  valeurs  prises  de  plus  en  plus  grandes  -a  mesure 
que  (/  augmente? 
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f.orsqii'on  entre  dans  le  système  des  valeun  imaginaires ,  il  est  ji 
observer  que,  sauf  les  cas  d'impossibiliré  fortuite»  il  n'est,  pour  la 
fonction  de  mf'ine  que  |)oiir  la  variable,  aucune  détermination  parti- 
culière qur  (mites  deux  n'adnT»*Heut  tu  ('«*s?;Mirement.  La  seule  cliose 
qui  cliange  tl'une  fonction  à  une  autre,  c'est  Tordre  dans  lequel  ces 
déterminations  se  succèdent,  ou  bien  encore  le  degré  de  périodicité. 
Supposons,  en  eflèt,  que  la  variable  soit  prise  pour  fonction,  et  réci- 
proquement. La  fonction,  prise  pour  variable,  reçoit  inunédiatenient 
touteii  les  valeurs  possili les.  D'un  autre  côté,  à  chacune  de  ces  valeurs 
il  eu  correspond  une  que  la  varahli*.  tleventie  fotiction.  acquiert 
forcément.  Si  doue,  agissant  directement  sur  la  variable,  on  lui  fait 
prendre  successivement  toutes  les  valeurs  possibles ,  il  faut  que  la 
fonction  remplisse  elle-même  cette  condition  générale. 

De  là  résulte  un  principe  que  fénoncerai  cnmme  il  suit  : 

Toiae  variation  limitée  des  quantité  r  et  9,  qui  ne  permet  pas  de 

i^aUser dans  la  Jnnction  lesys/t'/np  eniicvdes  vaietirs  imaginaires,  est, 
ftar  cela  seul,  nécessairement  incomplète. 

Appliquant  ce  principe  à  la  fonction  particulière 

=  lr(cos6     V—  »  sui$)  =  1  (re'^  ')  =  l(r)  -h  $  y—  «  » 

on  reconnaît  immédiatement  que  la  variation  de  9  ne  peut  être  com- 
plète par  rapport  à  la  fonction  qu'autant  qu'elle  est  illimitée. 

I/exeuïple  que  je  viens  de  choisir  est  trcs-propre  à  montrer  com- 
iiienl ,  eu  certains  cas,  le  série  des  valcins  iin.igiu.Tires  est  ;\  peine  en- 
tamée par  la  variation  continue  de  la  lujicUun,  tandis  qu'elle  eitt  déjà 
complètement  épuisée  par  celle  de  la  variable.  L'explication  de  ce  fait 
est  toute  simple.  Il  dépend  de  la  multiplicité  des  valeurs  qui  dans  la 
fonction  répondent  à  une  seule  et  même  détermination  de  la  variable 
iuMginaire.  Llnverse  est  également  possible;  je  citerai,  pour  exemple, 
la  ibiiction 

.r*  =  r*  (cos $  -t-  V~  sin  $T  =     («»  »nB  -f  y/'^  sin  m$). 

Kssentit'llement  cnritinuf  jjonr  toute  valeur  entière  et  positive  de 
l'exposant  m  f  cette  fonction  est  en  même  temps  périodique,  et,  par 
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elle ,  la  série  des  valeurs  imaginaires  est  m  ibis  épuisée  iorsquVile  iie 
l'est  qu'une  ion  par  la  variable  x. 

Je  crois  en  avoir  dit  assez  pour  établir  uetteiueiit  eu  quoi  la  conti- 
nuité ooDfliste ,  indépendamment  de  toute  convention,  et  pour  montrer 
avec  évidence  que  rien  en  elle  n'implique  ni  n'exclut,  par  rapport  à 
la  fonction,  la  conditiOB  <f  une  certnine  périodicité.  Lorsque,  conformé" 
ment  aux  principes,  on  opère  directement  sur  It>s  qunntités  r  v\  0 ,  eu 
leur  conservant  le  caractère  de  variables  iiuit>|K  n(iantes.  li  n"\  a  pas 
même  Tapparencc  U  une  difticult»'.  qu'importe,  en  elïet,  à  la  conti- 
nuité rdative  de  la  fonction  qu  il  y  ait  ou  non  périodicité  dans  la  suite 
des  valeurs  que  la  variation  continue  de  6  fait  prendre  à  la  variable 
ainsi  qu'à  la  fonction?  qu'importe  qtie  cette  variation  soit  plus  ou 
iiioitis  limitée,  potirvti  que,  de  p^r-i  et  d'autrCt  on  ne  considère  ja- 
mais que  1  Hitervalle  ou  elle  s'accomplit? 

La  variable  x  demeurant  continue,  imaguions  que,  pour  toutes  va- 
leurs ée  r  comprîtes  entre  deux  limites  déterminées ,  la  tbnction  vam 
périodiquement  suivant  un  certain  mode,  et  qu'au  delib  de  ces  li- 
mites, le  mode  change  brusquement.  Il  est  clair  que  ces  limites  ne 
pourront  être  Iranchu  s  sans  qu'il  v  ait,  en  général,  i  haiipement  brus- 
que de  défeniiuiatidii,  et,  pai-  (  onstipient,  solution  de  contuuiité  Si 
donc  une  fonction  a  d  abord  un  certain  degré  de  périodicité,  puis 
qu'elle  le  perde  brusquement,  ou  que,  ne  l'ayant  pas,  elle  l'acquière 
tout  à  coup,  la  discontinuité  suivit  en  même  temps.  Cette  remarque 
explique  peut-être  l'erreur  où  l'on  est  tombé  en  faisant  dépendre  la 
continuité  de  la  périodicité,  et  confondant  ainsi  deux  caractères  essen- 
tiellement distincts. 

\vant  de  terminer  ce  sujet,  je  crois  utile  d  ajouter  quelques  mots 
sur  la  construction  géométrique  des  valeurs  imaginaires  et  sur  les 
avantages  spéciaux  que  ce  mode  de  représentation  peut  offrir  dans  la 
question  qui  nous  occupe. 

Soient  f  et  M  deux  coordonnées  rectangulaires.  Si  Ton  pose,  en 
général , 

P  H-  Qv  -  1  =  r  ^  «V  -  I, 

toute  vnleur  de  l'imaginaire  T*  -t-  Q  \  —  i  fixe  la  position  d'un  point; 
et  réripro({iieinent,  tout  point  du  plan  des  coordonnées  répond  à  l'une 
des  valeurs  de  cette  imaginaire. 


3a8  JOUKNAL  DE  MATHEMATIQUES 

On  voit  ainsi  qtie  toute  expreiision  imaginaire,  considérée  dans  l'en- 
sptniilc  <l«'i*  (létermin.itinns  qtîVlle  comporte,  et  rthstraction  fnifp 
solutions  (le  continuité  qu'elle  peut  offrir  accideiiteileinent ,  dans  les 
cas  d'impossibilité  fortuite,  est  exactement  représentée  par  la  suite 
infinie  des  points  que  comprend  une  surSioe  plane. 

Cliercbons  quel  est,  par  rapport  k  la  gtoéffation  de  cette  surface, 
|p  sens  exprimé  par  les  divers  modes  tie  variation  continue»  sur  les* 
quels  notre  attention  s'est  portée  plus  particulièrement. 

Suit  d'abord 

x  —  p-^q  y  —  !=*-»-«  V—  I  » 

si  Ton  feit  correspondre  &  chaque  valeur  de  p  toutes  les  valeurs  de  f , 

on  a  pour  chaque  valeur  de  p  une  droite  perpendicidaire  à  l'axe  des 
abscisses,  et  c'est  par  le  déplacement  de  cette  droite,  transportée  pa- 
rallèlement à  el!e-in«  rîie ,  que  la  génération  du  plan  s'effectue.  Lor»; 
qu'on  procède  uiversement,  c'est-a-dire  en  faisant  correspondre  à  une 
%'aleur  de  q  toutes  les  valeurs  de  p ,  puis  en  donnant  successivement 
à  7  toutes  les  valeurs  possibles,  la  génération  a  lien  par  le  déplace» 
ment  d'une  droite  parallèle  à  l'axe  des  abscisses. 
Soit  ensuite 

je=  rcosd  H-  V—  i  rsîn6  =  u^—i, 

])e  là  résulte 

/ssrcoad,  lissrsintf, 

ei ,  stavant  qu'on  élimine  /•  ou  0  , 

u  =  t.tang 

ou  bien 

Dans  le  premier  cas,  rhaqtje  valeur  de  se  combinant  avec  toutes  les 
valeurs  de  r,  fournit  une  droite  cjui  passe  par  l'origine  et  fait  avec 
Taxe  des  abscisses  un  angle  égal  à  6.  Ix>rsque  d  varie,  cette  droite 
tourne,  et  c'est  par  sa  rotation  autour  de  l'origine  que  le  plan  se 
trouve  engendré. 

Dans  le  second  cas,  il  y  a  combinaison  directe  de  chaque  valeur 
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de  r  avec  loiiti".  vnleiirs  0.  Chacune  do  ces  combinaif>(>n>  donne 
une  circonférence  tie  cercle  ayant  son  centre  a  l  origine,  et  la  quantité  /' 
pour  ra^on.  r  variant  a  bon  tour ,  la  circonférence  se  développe  progres- 
sivement, el  la  génération  du  plan  s*eflSM:lae. 

ConaidénuM  maintenant  quelques  Ibiictions  particulières,  et,  pour 
abréger,  adoptons  exclusivement,  en  ce  qui  concerne  la  variable  .r,  le 
mode  de  variation  continue  qui  w  traduit  par  la  rotation  d'une  droite 
tournant  autotir  de  Tongine. 

Soit,  en  premier  lieu,  la  fonction  .r"';  on  a 

x"'=^  (/-coeô  -»-  )f^\  rsinô)""  =  r^lcoswô  +  V~  «inmd). 

G'rai  donc  aussi  par  la  rotation  d'une  droite  tournant  autour  de  rorî- 
gine  que  se  traduit  la  variation  relative  de  la  fonction  x"*  ;  dans  ce 
mouvement,  la  vitesse  change  avec  l'exposant  m.  Soit  encore  la  fonc- 
tion Ijr;  il  vient 

IjC  Si  l(f)  -h  =  <  -H  «  V— ~ï. 

Ici  c'est  par  le  déplaoeaiient  d*une  drmte  parallèle  à  l'axe  des  abscisses 
que  se  léalise  dans  la  générattt»  du  plan  le  système  complet  des  va> 
leurs  imaginaires.  Lorsqu'on  restreint  la  variation  de  9  entre  les  li> 
mites  o  et  -2  71 ,  les  positions  extrêmes  de  la  génératrice  sont  données 
par  les  équations 

if  =  o,    u  =  air, 

et  la  surface  engendrée  se  réduit  à  la  bande  que  comprennent  entre 

elles  ces  position<s  extrêmes. 

Ces  pxpmp!e>  siiftisenl;  par  eux  011  saisit  clairement  ce  qu'exprime 
tout  mode  de  variation  continue  susceptible  d'être  attribué  à  la  va- 
riable imaginaire.  Ils  mettent,  d'ailleurs,  en  évidence  la  relation  qui 
s'établit  entre  Tun  qudconque  de  ces  modes  et  celui  qui  lui  corres- 
pond dans  la  vnrintion  simultanée  de  la  fonction.  De  part  et  d'autre  il 
V  A  (I  :>hfinl  à  considérer  le  mouvement  d'un  point,  el,  par  suite,  la 
jjeueratKin  de  deux  lignes,  r«*pondanî  l'une  à  la  variable,  l'autre  à  la 
fonction;  puis  vient,  avec  ou  sans  changement  de  forme,  le  déplace- 
ment de  ces  lignes:  de  là  résultent  deux  aires  planes,  qui  s'engendrent 
simultanément  et  ae  correspondent  de  la  même  manière  que  leurs 

TamXI|..AccTi!l)7  4^ 
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génératrice»  r«»pec»Ues.  Par  hypothèse ,  l'un  de  ces  deux  systèmes  est 
«flsentiellemeMt  continu,  c'est-à-dire  que  dans  Je  inouvemprit  dn  point 
décrivant  rnie  position  quelconque  rie  la  génératrice,  comme  dans 
celui  de  la  génératrice  décrix'ant  une  portion  d'aire  quelconque,  il  n'y 
a  jamaîa  ni  laeuDe  ni  saot  bruMpie.  Tant  .que  Paotre  sytHètm  fcmplir 
leB  m^ni6»  conditions,  il  y  a  continiiîté  relative. 

En  résumé ,  soit  une  fonction  quelconque  réelle  ou  imaginaire ,  la 
v.'U'iable  peut  être  assuj<'ttir  à  varier  continûment  entre  certaines  li- 
mites. Quelle  que  soit,  eu  ce  cas,  la  détermination  particuliort'  du 
mode  de  variation,  il  reste  caractérisé  par  l'absence  de  tout  chan- 
gement brusquet  et  la  fonction  varie,  en  général,  de  la  même  ma* 
nière.  Aussi  longtemps  que  cette  condition,  supposée  remplie  par  la 
variable,  l'est  également  par  la  fonction,  ou  dit  de  cellenn  qu'Ole  est 
et  demeure  fonction  conliime  de  la  variable  que  l'on  considère. 

D'après  tout  ce  qui  précède,  je  crois  être  en  droit  de  poser  la  con- 
clusion suivante  ; 

Dafu  le  theoi-ème  de  .1/.  Cauchj,  relalij  au  développement  des  Jonc- 
tions m  série,  ta  amtiition  de  ctmtinuité  n'est  pas  la  seule  fi^on  doive 
mentionner.  EUe  est  insuj^Ssante,  vu  ^'elie  n'impli^ie,  euauame  ma- 
nière, une  certaine  pe'tiodicité  de  la  fmctUm,  coneUtionessentàeUement 
distincte  de  la  première  et  non  mmns  nécessaire. 

S  II. 

Jpplicmtion  dt  ta  théorie  qui  précède  à  Ut  Motutmt  dâ  pttuitun  éfffiaUtèt. 

L'énoncé  que  j'ai  reproduit  dans  la  première  partie  de  cette  ^iote 
\yoir  page  3o6) ,  se  termine  par  ces  mots  :  hors  tie  là,  la  se'rie  ekvient 
divergeioe. 

M.  Gauchy  n'admet  pas  que  la  discontinuité  de  la  fonction  entraîne 
toujours  la  divergence  du  développement.  Loin  de  là,  il  £iit  la  re« 

martjui'  suivante  : 

"  J'ai  pivcisélueut  émis  l'opinion  contraire  à  celle  qu  enouce  ici 
B  M.  ixiiiiarle,  dans  un  précédent  Mémoire  où  je  me  suis  spécialement 
»  occupé  As  Jtmctions  tkmt  les  e^velt^^ments  restent  convei^entSf 
«  tandis  qu'ettes  deviainent  thscontinues.  M.  Lamarle  lui-même  ne 
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»  poiim  lévoquiertfD  doaie  rexistence'de  foactioiis  qui  présentent  oe 
»  double  caractère.  11  me  suffira  de  prendre  pour  eaMnpie  la  f»nc- 
1»  tion  même  qu'il  a  choisie  comme  propre  à  montrer  une  application 
»  du  théorème  général ,  savoir  : 

•  et  de  considérer  spédalement  le  cas  où,  le  module  r  de  x  étant 
«  iniérieur  à  l'unité,  Te^^MMant  m  devient  fractionnaire,  et  de  la 

»  fonne  ^)  /»,  q  étant  des  nombres  entiers.  » 

Observons  d'abord  que  je  n'ai  point  entendu  parler  des  fonctions, 
dans  lesquelles  il  survieiMlrait  tout  k  coup  un  changement  bruaque  do 
mode  de  conslniclion.  Si  l'on  avait,  par  exemple, 

/sin  Ij  —  x\  »-t-»in  f  5  —  )  » 
— — ^ — ^ 

il  est  clair  que  la  sérip  resterait  convergente  pour  tonte  valeur  de  JC 
intérieure  à  l'unité;  et  cependant  il  y  aurait  changement  brusque  pour 

les  valeurs  particulières  ^  =  î*  ^  =  §' 

La  restriction  que  je  viens  d'indiquer  résulte  dr  la  nature  même  de 

la  question  Ôii  est  naturellement  rondiiit  h  la  tairt',  pt  elle  peut 
rester  hous-enteiitliie  sans  crainte  d'aucune  rne{)i'ii>e.  Aus&i  n'est-ce  pas 
s(tr  ce  punil  que  ^orte  l'ubjeclion  qui  m  t6l  opposée. 

Avant  d'aborder  la  diacuesion  de  chacun  dès  exemples  produite  par 
M.  Gaudiy  à  Tappui  de  son  opinion  y  il  convient  que  je  rappelle  en 

quelques  mots  la  marche  (jue  j'ai  suivie  pour  fixer  d'une  manière  pré- 
cise le  sens  des  np^rntinns  à  eiîectiier  dans  les  diverses  applications  du 

théorème  qui  nous  orrnpc. 

Soit  f'i.r)  une  foinjium  quelconque,  supposée  réelle;  si  i  on  y  rem- 
place Jc  par  re^^',  il  vient 

(I)  Are'"^')  =  f  (r,  9)  +  ^{r.B)  v~, 

ç  et  ()(  étant  deux  fonctions  réelles. 
Imaginona  maintenant  que,  pour  toute  .valeur  de  ^  inférieure  au 

4a. 
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nombre  R  soit  développable  en  série  convergente  d'aprè»  la  for* 
mule  de  Madaurin.  On  aura 

(a)  /(je)  ^a  +  hx-t-  cjf* 

et,  par  suite, 

/  6/^i\     I       a -h  breo$$ -h  cr*coêa.$ -t-...  h 
/V"»      ^ \ -i- y/rr; {hrno  9 +  cr*tmn9 

De  li  résulte 

(H)  ç  (a,  5)  =  a  -4-  hrc<M$  ■+-  cr*  cos  aô  -H..., 

(4)  ^{r,  9)  —  A/  sin5  +  t/  'siuafi  +  — 

Tant  que  ces  équations  subsistent,  c'est-à-dire  tant  que  le  module  r 
reste  compris  entre  R  et  —  R,  les  fonciions  ^  r,  Ç'',  ({/  (r,  6)  se 
trouvent  assujetties  k  remplir  plusieurs  coiuiiuons  importantes  : 

1^.  Pour  toute  valeur  4e  r,  elles  varient  continûment  avec  $; 

a*.  Pour  toute  valeur  de  0,  elles  varient  continûment  avec  r  ; 

3*.  mies  aflfectent  une  certaine  périodicité,  en  vertu  de  laquelle  ou 
a  constamment 

f  (r,  «) -  f  (r,  ô  +  aAff),      ,j»(r,  6)  =  '^{r,$  +  %kn), 
et,  en  outre, 

.f{r,6)~f[—r,e-h{^k-^  f)n],    ^[r,6)  =         t,6  +  (aA:-hi}n], 

a  An  représentant  un  multiple  quelconque  <te  la  circontérence. 

Bien  que  ces  conditions,  prises  avec  toute  l'extension  qu'elles  <  om- 
portt'iit  ,  doivent  être  considérées  cdiiiiiio  une  conséquence  Uf  cessair»' 
de  la  possibilité  du  déveluppeineiit ,  on  peut  ueaniiiuius  les  restreindre 
sans  qu'dies  cessent  pour  cela  d'être  suffisantes.  C'est  ainsi  qu*en  les 
réduisant  au  plus  peîît  nombre  possIMe,  on  est  conduit  k  faire  abs- 
traction des  valeurs  négatives  du  module,  à  limiter  la  variation  de  T.ir- 
giiment  0  par  les  valeurs  extrêmes  o  et  2  7t.  enfin  à  exprimer  la  condi* 
tioii  de  périodicité  par  les  équations  particulières 

^^5)  <f  (r,  o)  =  f  (r,  a  ») ,    i(i  ^r,  o)  =  4»  (r,  a 

Tel  est  le  sens  que  j'ai  attaché  à  l'énoncé  suivant  : 
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Poui  qu  wie Jonction  ioit  Jcveloppabie  en  série  convergente,  ef après 
la  Jbrmûle  de  Màclatirin,  il  Jaut  deux  conditions  distinctes,  à  la  Jiùs 
nécessaires  et  suffisantes. 

La  première,  c'est  que  la  <  ontinuité  suhsiste  à  partir  der  =  Oy  pour 
toute  valeur  du  module  éj^alc  <>n  Infcrieure  à  celle  ijue  l'on  ronsirièrr; 

La  seconde,  c'est  que,  dans  cet  intcivalle,  chacune  des  Jonctions 
9  (/■»  ô),  (|>(r,  Ô)  reprenne,  pour  Ô  =  an,  la  valeur  (qu  elle  prend  pour 
9  =  0. 

Quant  ît  la  tnardie  à  suivre  dans  les  diverses  applications,  elle  est 
toute  tracée  par  les  considérations  qui  précèdent.  On  commence  par 

effectuer  la  séparation  indiquée  par  Téquation  (i);  puis,  prenant  k 

l>.nt  les  fonctions  9  [r,  5),  '^(r,  Oj,  on  pxnminf  si,  pour  toute  valeur 
dt'  r.  iiioiiidre  qu'un  certain  nombre  R,  elles  satisfont  à  la  condition 
des  iiinites  exprimée  par  les  equationt»  (j).  Cii  supputant  cette  condi- 
tion remplie,  il  laut  s*assurer,  en  outre,  que  la  continuité  subsiste  à 
partir  de  /-  =  o»  c'est'^i-dîre  que  les  fonctions  f  (r,  9),  <^(r.  S)  ne  su- 
bissent aucun  changement  brusque  : 

1"  Lorsqtie  ,  le  module  /  affectant  une  valeur  quelconque  moindre 
que  K,  l'argunieut  0  varie  avec  contuimte  entre  !ps  tunitcs  o  et  >  -  : 

a".  ix>rsque,  ô  demeurant  quelconque  et  cun&taut,  /  varie  couti- 
tnînient  à  partir  de  o  jusqu'à  la  limite  R. 

Gela  posé,  cherdions  si  les  fonctions  dioisies  pour  exemple  par 
M.  Cauchy  présentent  eBectivement  le  double  caractère  qui  leur  est 
attribué,  c'est-à-dire  s'il  est  vrai  ({u'elles  deviennent  discontinues, 
tandis  (]ue  leurs  développements  demeurent  convei^nts. 

Soil  d  abord  la  fonction 

t    e   

(I  (1  -f.  rcosd  H-  if^t  rsin0)f  A  f  (r,d)+  y—  »  «KO  ^• 

Pour  déterminer  chacune  des  fonctions  «p  (r,  6) ,  <^{r.  0),  je  lais 
I  + /  cosô  = />cosa,    rsinô  =:  psina. 

De  là  résulte 

^(r,d)  =  ^«cos^«,   t|«(r,  0)  =  pfsin^a. 
11  vient,  d'ailleurs,  en  adoptant  pour  ^  la  racine  positive  fournie  par 
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le  radical, 

fi  =  \  i  -h  r*  ^rcoi$. 

Par  hypothèse,  rest  plus  petit  que  l'unité.  Oo  a  doue  constamment 

coea  >  o. 

Quant  à  MB  a  y  il  cban^  de  signe  et  s^anniile  avec  aio  $. 

11  suit  de  là  que»  tandis  que  $  varie  entre  o  et  it,  l'angle  «  part 

de  o,  cvott  oontinûmoit  jusqu'à  tine  certaine  limite  moindre  que 

puis  décroît  de  manière  à  redevenir  nul  pour  9  =  ji.  Au  delà,  c'est-à- 
dire  lorsque  9  passe  de  la  valeur  «t  i  la  valeur  sir ,  la  variation  de  a  se 

reproduit  symétriquement,  avec  cette  seule  différence  que»  de  positif 
qu'il  était  d'abord,  l'angle  «  devient  négatif.  Kn  d'autres  termes,  si 
l'on  désigne  par  €  et  ?'  tUnix  valeurs  île  a  correspondantes ,  l'une  à  6, 
l'autre  k  %n  ~     il  est  visible  qu'on  a  généralement 

ê'  =  -  6. 

Les  valeur»  de  a  qui  répondent  à6  =  oetà9s=aff,  se  réduisant  à 

une  seide  et  même  valeur,  zéro,  la  condition  des  limites  est  évidem- 
ment satisfaite.  Il  en  est  de  même  de  la  condition  de  continuité,  les 

variables/»,  oos^  a,  sin~  a  ne  subissant  aucun  changement  brusque. 

On  voit  donc  que  «î,  pour  toute  valeur  du  module  imoindre  que 
rtulté,  la  fonction 

f 

(i  -+■  x)i 

est  dévelopi'rihit'  t>n  «^/^rip  convergente  d'apn";  l  i  frrrmnlr  < le  Madaurin, 
elle  est  en  mcme  temps  continue  pour  tout  ci  i  uitei  vaiie. 

D'accord  avec  moi  sur  les  principales  données  de  cette  question, 
M.  Caudiy  y  introduit  une  convention  aiiiîtraire ,  et,  par  elle ,  U  crée 
une  discontinuité  factice.  La  convention  dont  je  parle  consiste  k  n*ad* 
mettre  pour  l'angle  et  que  d^s  valeurs  positives ,  cotnprises  entre  les  Unùtes 
o  et  Dans  ce  système,  l'angle  a  prend  tout  k  coup  deux  valeurs, 
lorsqu'on  tait  0  —  r.  :  l'une  est  o  l'autre  utt.  La  première  subsiste 
comme  limite  de  la  suite  qui  comuience  à    =  o  et  bnit  à  d  =  n  j  la  se- 
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conde»  oomme  ori^ae  des  valeurs  qui  «e  Hiocèdent  à  partir  de  9  s=  ir 
jusqu'à  $  —  3ff.  De  là  vient  la  discontinuité.  Elle  dépend,  ainsi  qu'on 
le  voit,  d'tiiio  ro!i(ltt!oii  particulit'-iv,  arbltrairemenf  introduite  dan»  un 
uiodp  de  variation  qui  lUy.i  se  trouve  oompU-lfUitnt  déterminé.  L'angle  a 
n'est  poiiii  une  variable  dont  ou  dis>pose,  c'est  une  fonction  de  la  va- 
riable indépeudanla  9.  Dira44Mi  que,  6  variant  entre  les  limites  o 
et  air,  la  fonction  et  doit  être  assujettie  à  varier  entre  ces  mêmes  limites? 
Une  pareille  prétention  serait  insoutenable.  Comment,  d'ailleurs,  jus- 
lilier  la  bizarrf  anomalie  qiif»  prpsent(>iait  la  fonc  tion  a,  si ,  n'alTectant 
jamais  qu'une  valcin-  nniquf,  ellf  on  acquérait  di'nx  pour  5  —  tt-* 

Ce  premier  pomt  étant  éciairci,  passons»  aux  exemples  cités  par 
M,  Cauchy,  dans  le  Mémoire  qu'il  a  publié  sur  les  fonctions  dont  les 
développements  restent  oonvei^nts,  tandis  qu^elles  deviennent  dis- 
continiit  s  voir  Comptes  remùts  des  séances  de  V Académie  Hes  Sciences, 
tome  \IX  ,  j>a|»e  ^^')^. 

Ces  exemples  sont  au  nombre  de  deux  ;  je  let>  examinerai  Mtccesiu- 
vement. 

Considérons  d'abord  la  fonction 

M.  Cauchy  lait  observer  que,  pour  dès  vaieitr*  réel^  de  la  variable  x, 
la  fonction  x  d'être  continue  à  partir  de  x  =  1.  Il  démontre, 
d'ailleurSf  que  le  développement  de  cette  fonction,  ordonné  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x,  ne  cesse  pas  d'être  convergent,  tant  que 

l'on  a 

jc'  <  a. 

Posons 

1  —X*  —  cos  a  y   X  Va  —  X*  ^  sin  «. 

Nous  aurons,  en  s(ib»tiUtant« 

jr  =  acos  ^  =  ac©s  -j  

l^a  forme  sous  latjueMe  je  viens  d'écrire  la  fonction  montre  évi- 
déminent  que,  pour  des  valeurs  n'etlrs  de  la  variable .r,  cette  fonction 
ne  cesse  pas  d'être  continue,  a  partir  de  jr      1,  tomme  le  suppose 
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M.  Cauchy ,  mais  seuleneot  à  partir  de  x'  =  i.  11  n'y  a  doue  rien 
d'extraordin-firc  k  ce  que  son  développement  demeure  convergent  jtis- 
qu'à  celte  demie re  limite.  Ici  encore  la  discontinuité  prétendue  n'existe 
i^ue  comme  résultat  d  une  convention  purement  arbitraire.  Cette  con« 
vention,  reproduite  dans  Touvra^  déjà  cité  de  M.  l'abbé  Moigno* 
consiste  en  ce  que  le  dwngenaeiit  de  signe  de  la  partie  réelle  i  est 
regardé  comme  impliquant  une  solution  <le  continuité. 
Prenant,  en  second  lieu»  la  fonction 

X  =  Va  —  3*  +  *'  =  V(i  —  x)(a  —  x), 

et  posant 
d'otLi  r^iilte 


j  =.       —  3rco»ô'  -f-r*  cosaâ'  —  (irsiii  ô  —  r*  sin  aô)  V—  i, 

M  Cauchy  remarque  que  la  partie  réelle  de  Teiprewon  placée  sot»  le 
radical,  savoir, 

a  —  3/  cos  Ô  -h  r'  cos      =  a        rcos^^      g  ~  '^*» 

s'évanouit  qtiand  on  pose 


■=\/i 


gt   cos  6  — 


et,  par  conséquent,  devient  négative  pour  certaines  valeurs  de  alors 

que  /•  est  compris  entre  y/^  et  i.  Il  conclut  de  la  que  la  fonction  r,  qnî 
reste  continué'  par  ia[)[iort  a  /•  el  i  pour  toute  valeur  du  module  mfé- 

rieure  ^        devient  discontimie  à  partir  de  cette  limite. 

D'un  autre  côté,  M.  Cauchy  constate  que  si  l'on  développe  kl  fonc- 
tion j  =  \  i  —  X  \^—xen  série  ordonnée  suivant  les  puissances  as- 
cendantes ûtXt  la  série  ainsi  obtenue  ne  cesse  pas  d'être  convei^iente 

pour  des  valeurs  de  x  supérieures  à  y^.  mais  inférieures  à  l'unité. 
Après  avoir  produit  ce  dernier  exemple  d'une  fonction  dont  le  déve^ 
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loppement  reste  convergent,   lanili»  qu'elle  «ievieut  liiscoutinue, 
M.  Caucby  ajoute  : 
«  An  mie,  il  est  important  d'observer  que  les  deux  e&presMons 

-  4  - 

(2  —  3* (1  —  x)' (a  —  a:)', 

»  sont  deux  formes  diflGh^tes  d\iiie  seule  et  même  fonction^  tant 

»  (jnc  le  inodulfi  de  3c  reste  inférieur  h  la  limite  ^"^^  Mais  quaij<l  Je 

»  module  de  Jc  cievieul  supérieur  »  cellt  limite,  les  deux  exp^ebiilo«^ 
»  (lotit  il  s'agit  re.présaUent  tktiX  jùuctàom  dittinctes,  qui  ne  sont 
»  plus  identiquement  égales  entre  elles  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
B  de  Tangle  $.  De  ces  deux  foociions,  la  seconde  seule  reste  continue 

»  pour  un  module  de  x  supérieur  à  y/gr  mais  inflhieur  à  Tunité,  et 

»  représente  constamment  ilaiib  cet  intei^^alle  la  somme  de  la  série 
»  qu'on  avait  obtenue  en  développant  In  première  fonction.  • 

En  reproduisant  ce  passage»  où  les  règles  fondamentales  du  calcul 
semblent  être  en  défiiut,  j'ai  voulu  montrer  le  danger  des  conventions 
sur  lesquelles  repose  le  paradoxe  énoncé  par  M.  Cauchy.  Comment  ' 
concevoir,  en  eflet,  qu'il  ne  soit  pas  permis  d'écrire  identi/fuement 

^a  —  3jp  +  j^"  =  V I  —  *  V'-*  —  *• 

l.a  Hi(ticulté,  qui  se  présente  ici,  disparait  (relle-nicme ,  lorsque, 
laissant  de  côté  toute  convention  arbitraire,  on  procède  suivant  la 
marcbe  que  nous  avons  tracée. 

L'expression  à  transfermer  étant 

jr  =       —'^rcosO  -+■     cos     —  p/  sinô  —  /  '  sin  2ÔJ y  —  1 
je  pose 

a  —  3rcos6+  #'cosa9  =  ^cosfff    3/'sind r'siuad  spsino. 
De  là  résulte 

y  (r, =     cos  ^,   ^(rt9i  =  -  p^mn^ 

Twi«XII.-Aoni<47.  43 
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On  a,  d'ailleurs,  en  adoptant  la  valeur  positive  fournie  par  le  radical) 

fi  =  v{ï—  arco«^-»-r»)(4— 4rco»9" 4-  r^. 

Si  l*on  remarque  (|ue  la  valeur  de  ^sina  peut  »  mettre  sous  la 
forme 

^sina=  /'sin0(3  —  «rcosO), 

et  que  p  n'est  jamais  nul ,  si  ce  n'est  pour  le»  valeurs  parttcnlière& 
1*  =  I ,  r=rtf  combinées  avec  9  =:  o  ou  9  =  2r  ,  on  voit  imraédiate- 

ment  que,  pour  toute  valeur  de  r  moindre  que  -  et  autre  que  l'unité, 

sin  a  change  de  signe  et  s*annnle  avec  tàn  $. 
Cela  posé ,  soit  d*abord 

■■<\/h 

connue  on  a 

l'-i  *  - 

f,  cos  a  —  a  I  î  —  i  cos  ^  )      g  ~ 

il  est  visible  que  cos  «  reste  constamment  positif. 

fl  suit  de  là  que,  tandis  que  $  varie  entre  o  et  ir*  l'angle  «  part  de 

2éro ,  croit  continûment  jusqu'à  une  certaine  limite  moindre  que 

puis  décroit  de  manière  à  redevenir  nul  pour  $  =  n.  Au  delà,  c'est-à- 
dire  lorsque  $  passe  de  la  valeurs  à  la  valeur  air,  la  variation  de  a  se 

reproduit  synictriqnement ,  avfc  cette  seule  différence  que,  de  positif 
qu'il  était  d'ahon! ,  l'angle  a  devient  négatif. 

F,a  condition  des  limites  fst  évifît  iiiinent  satisiaite.  (Jn  voit  également 
que  la  coiitinuit**  n'est  pas  interrompue. 

Soit  ensuite 

'  =  \/1- 

Rien  n^  change,  hI  ce  n'est  que  la  variation  de  a  s'étend,  sans  la  dé- 
passer, jusqu'à  la  limite^- 
Soit  maintenant 
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En  écrivant  Ja  valeur  de  p  coaat  «ou»  la  forme  suivante  : 

il  tut  aisé  de  voir  que  rien  ne  chang«f  encore,  si  ce  nVst  que  la  va- 
leur "  est  dépassée  «  t  (^irelle  réfxmd  à  une  valeur  de  5  qm  >e  rap- 
proche indélïnimeut  de  zéro,  à  me&ure  que  le  module  r  converge  vers» 
l'unité. 

En  ce  cas,  a  part  de  zéro,  croit  jusqu'à  une  certaine  limite  moindre 
que  n,  puis  décroit  et  redevient-nul.  Cette  variation»  toujours  continue , 

s'accomplit  en  même  tem|>8  que  Q  croit  de  o  à  ir.  Au  delà,  c'est4i- 
dire  quand  0  croît  à  paitir  île  -r  jusqu'à  iTt,  la  vnriatinn  de  a  se  re- 
produit svmétri(|uenu'nt ,  avec  cette  seule  ditiereitce  que,  de  poiiitit 
qu  il  était  d'aburd  ,  1  aiigie  a  devient  negaiit. 

Cette  discussion  montre  que  la  condition  des  limites  ne  cesite  pas 
d'être  salisfiiite  et  qu'il  y  a  toujours  continuité. 

Soit  encore 

r=  I  ; 

il  vient  alors 

cosa  r=  -  .  ^  -v^i^  am--,   sin  a  ~     — .   •  cos- 
On  a,  d'ailleurs, 

fi  =  asin^vS  "~  4cosé. 

Le  seul  changement  qui  s'introduise,  relativement  nu  mode  de  variation 
qui  précède,  consiste  en  ce  que  l'angle  «  ne  part  plus  de  zéro,  n^al^ 

bien  de  ^-  Cette  circonstance  empêcherait  que  la  condiilon  îles  limitesi 

fût  remplie,  si  p  ne  s'annulait  point  aux  deux  limites  6  =  o,  ^  - •  urr. 
Quant  à  la  continuité,  il  est  Msible  qu  elle  subsi^tf  sans  iiiterruplion. 
il  est  vrai  que,  pour  toute  valeur  de  /  moindre  que  I  unité,  l'angle  « 

part  de  aero,  tandis  que  pour  •/  =  i  ,  sa  valeur  initiait  est  -■  Toiite- 

ioi»t  il  n'y  a  pas  de  cbangemeut  brusque  dans  les  Ibnctions  f  (r,  6)  f 

43.. 
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^{r,  9).  Pour  s'en  convaincre,  il  sulUt  d'obsei'ver  que.  taudis  qtu»  le 
module  converge  vers  l'unité,  les  valeurh  de  p  et  de  a,  qui  répondent 
à  des  valeurs  de  9  très- voisines  de&  limites  o  et  an ,  se  rapprochent  in- 
définiment de  celles  qui,  dans  rhypotbêfte  /  =  if  répondent  fc  ces 
limites. 

Supposons  «  en  dernier  lieni  que  la  valeur  dn  module  soit  comprise 

entre  i  et  — 
a 

£n  ce  ca»t  les  valeurs  extrêmes  de  Tangle  a  sont  respectivement 
+  ff  et  —  «r.  D*ini  autre  côté ,  p  ne  s^annule  point.  La  condition  des 
limites  n'est  donc  plus  satisfaite  pour  la  fonction  ^  (r,  0),  et,  par  con- 
séquent,  la  série  ct'ssc  d't  trr  convertîente.  Néaunioius,  et  c'est  là  une 
circonstance  qu'il  itnporle  de  signaler,  il  suffit  que  la  valeur  attribuée 
a  p  reste  constamment  positive,  pour  que  la  contuuiité  ne  soit  pas 
inlerrompie. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que,  oonlrairement  à  l'opinion  de 
M.  Cauchy,  et  eu  égard  à  ce  qu'il  n'est  pas  permis  de  considérer  le 
chaiif  ement  de  signe  <le  la  partie  réelle 

•4  —  3rcos9  r*cosa9, 

cuinuir  impliquant,  |iar  lui  seul,  une  solution  de  cuiitinuité,  la  ionc- 
tion 

jr=  \  i  —  3  JT  -t-  jc* 

est  <  otisi;i minent  cniiliniie,  iioii-seiileinent  pour  des  valpufs  du  luodiile 
intéru  iues  à  rmiifé.  mais,  en  oiitic,  pour  des  valeurs  plus  grandes, 
les  quantités  /'  et  p  conservani ,  pai  li\pothese,  un  seul  et  même  signe. 

On  observera  qu'en  détruisant  Tobjection  qui  m*éiait  opposée ,  j'ai 
(ait  aussi  disparaître  le  paradoxe  énoncé  dans  le  passage  reproduit  ci- 
dessus  (page  337). 

Dans  la  Note  k  laquelle  je  réponds,  M.  liauchy  expriuie  l'opinion 
suivante  : 

"  \a  nature  des  conventions  a  une  influence  marquée  sur  le  carac- 
«  1ère  des  fonctions  considérées  comme  continues;  de  sorte  qu'en 
M  passant  d'un  système  de  convention  à  im  autre,  on  peut  nmdre 
*  discontinues  des  fbnctiotis  qui  étaient  continues,  et  réciproquement. 
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n  D*après  celte  remarque,  il  n'y  pas  lien  de  s'étonner  que  les  dévelop- 

p<»ments  de  certaines  foncfions  restent  convcif'* nis  d  uis  Je  cas  nu 
'I  ces  fonctions  deviennent  (liscontiimeii,  puii>qu  en  uioditiaiit  les  cun- 
»  vcntions  admises ,  on  pent  quelquefois  eideirer  ft  tine  fonction  dont 
»  le  développement  était  convergent  le  caractère  de  continuité.  Pour 
»  rendre  pins  «onvent  applicable  le  théorème  sur  la  convei||enoe  des 
»  développements,  il  est  évidemment  utile  d'adopter  les  conventions 
»  qui  conservetit  n-  •  n  irtiM  e  le  plu»  longtemps  possible  aux  fonctions 
»  employées  dans  le  calcul.  » 

Selon  moi,  le  caractère  d'où  dépend  la  continuité  est  uu  caractère 
absolu  qu'on  n*est  point  maître  de  modifier,  et  qui  se  conserve  intact 
dans  tout  système  de  convention  susceptible  d'être  introduit  dans  le  cal- 
cul ,  sans  porter  atteinte  ans  principes  fondamentaux.  Quoi  qu'il  en 
soit ,  M.  Caucby  reconnaîtra,  sans  doute ,  qu'en  adoptais!  fnn  manière  »le 
voir,  l'on  restitue  aux  fonctions  qu'il  a  choisies  pour  exeniple  la  con- 
tinuité dont  elles  se  trouvent  ilépoudlees  dans  le  système  de  conven- 
tions qui  lui  appartient.  5ons<ee  rapport,  et  alors  même  qu'm  serait 
libre  d'opérer  antrement,  il  y  aurait  donc  avantage  à  se  conformer  aux 
principes  que  j'ai  développés  ci-dessus.  Ce  n'e,st  |)(tiiir  en  appliquant 
ces  principes,  mais  pour  s'en  être  écarté,  (jne  M.  liaucliy  a  introduit 
la  discontinuité  ]k  ou,  en  réalité,  elle  n'existe  point. 

Avant  de  terminer  cet  article,  j'ajouterai  quelque»  mots  sur  la  coi*- 
dition  de  continuité  considérée  par  rapport  aux  fonctions  dérivées. 

Lorsque  j*ai  dit  de  cette  condition  qu'elle  pouvait  être  omise,  j*ai 
entendu  exprimer  qu'elle  devait  l*étre  nécessairement.  M.  Caucliy  fait 
oh.server  (ju'nn  ponrraît  a  la  rif^ttFur  pnsxpr  dp  In  civ/Mdi'rtifinn  des 
fnnrtinrts  drrivrps ,  mais  qu'il  vaut  tnieiix  ne  pas  l'abandonner  entière- 
ment, attendu  qu'elle  sert,  en  certains  cas,  à  déterminer  le  moiliile  des 
séries. 

On  sait  que  les  limites  entra  lesquelles  la  série  de  Maclaurin  est 
convergente  sont  les  mêmes  |K>ur  la  fonction  que  pour  l'une  quel- 
conque de  ses  (lérivét-s,  et  réciproquement.  En  faisant  cette  remarque 
dans  mon  premier  travail  sur  le  théorème  de  M  (".aucliy,  j'ai  été  con- 
duit à  observer  que,  bien  qùe  la  considération  de  la  dérivée  fût  su- 
perflue et  indirecte,  il  pouvait  être  quelquefois  plus  simple  d'y  re- 
courir. Dans  ce  caS|  la  dérivée  se  substitue  à  la  fonction,  et  celle-ci 
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cesse  d'exiger  aucune  vitrification  directe.  En  g<  n»  ral.  le  c  ontr  aire  a  lieu, 
<-'('st-k-dire  qu'on  opfre  sur  la  fonction,  s.ins  nvon-  a  s'HU|iiu'ter  de  la 
dérivée.  I^es  calculs  a  faire  n'étant  pas  toujours  aussi  simples  qu'il 
serait  désirable ,  il  e^l  bon  que  l'énoncé  du  théorème  ne  laine  aucun 
doute  Mir  rimitilité  d'une  double  opération  où  la  fonction  et  sa  déri- 
vée devraient  toutes  deux  intervenir.  Il  convient,  d'ailleurs,  au  point 
de  vue  de  la  rigueur  inatliématique,  qu'une  condition,  démontn-e 
su  rn  boudante  y  ne  figure  point  au  nombre  de  celles  qui  sont  réputées 
nécessaires. 

Une  observation  du  même  genre  m'a  été  suggérée  par  la  lecture  d'un 
Mémoire  [*]  cité  dans  la  Kote  à  laquelle  je  réponds.  Après  avoir  posé 
rpquation 

M.  Cauchy  ajoute: 

<*  Cette  équation  suppose  que  la  fonction  J\x)  reste  finie  et  continue 
ff  par  rapport  a  la  variable  »,  depuis  la  limite  x  —  jt,  jusqu'il  la 

»  limite  x  =  X.  v 

Je  ferai  remarquer,  comme  je  l'ai  dit  aiHriir«i  .  que  l'équation  dont 
il  s'agit  suppose,  en  général,  non  pas  que  la  dérivée  /  [.r\  mais  bien 
que  la  fonction  V  {a  ,  demeure  continue  dans  l'inlervalle  que  l'on 
considère. 


^\  Voir  Cnniptrs  rendus  Hfs  ikancrs  dr  l'Aeadéinir  iL:\  ,Seic/ta:i,  Umim:  XVIll, 

pMge  1073. 
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NOTE 

SDR  LA  THÉORIE  DES  NORMALES  A  UNE  MÊME  SURFACE;. 

Pa>  m.  j.  hertranb. 

Dans  un  Méiuuire  qui  fait  partie  du  loae  IX  de  ce  Journal,  j*ai  dé- 
tjiuntré  un  théon'inc  qui ,  ronibiiié  avec  une  formule  bien  oorMui«> 
(l'Huler,  déhnit  il  inu-  manière  completf  Ir»  disposition  des  normales 
a  une  même  surface  autour  d'un  pouit  donné.  J'ai  déduit,  comme 
corollaire  de  ce  âiéorème,  une  propociUon  qui  peut  être  utile,  dan§ 
ceriatns  cas,  pour  déciderai  des  droites  sont  on  ne  «ont  pas  normales 
à  une  même  surface  : 

.  Pour  que  des  droites  dont  In  diredion  est  donnée  en  (onction  (les 
o  coordifTinées  de  leur  point  de  départ,  soient  normaies  à  une  série 
»  de  surfaces,  li  faut  et  rl  sidtit  qu'en  prenant  tni  point  A  dans  Tes- 
»  pace  et  la  droite  AZ  qui  n*pofid  à  ce  point ,  si  dans  le  plan  normàT 
»  à  AZ  nous  menons  deux  lignes  infiniment  petites,  égales,  AR,  AC, 
»  se  coupant  à  angle  droit,  l'angle  du  plan  >^AIi  avec  la  normale  au 
»  point  B  soit  égal  k  l'angle  du  plan  ZAC  avec  la  normale  au  point  C. 

l.e  fuit  de  cette  Note  (*st  de  générnitser  h  proposition  précé<lptite  et- 
d'étabhr  une  reiatioa  analogue  entre  les  po&ttions  île  deux  aoi  uiale.s 
nu'nées  aux  extrémités  de  deux  arcs  infiniment  petits,  égaux,  traces 
sur  la  aiiriace  à  partir  du  point  A  et  faisant  entre  eux  un  angl<>  quel- 
conque donné. 

Il  est  facile  d'apercevoir,  à  priori,  qu'une  pareille  relation  doit  exis- 
ter: la  position  des  normales  à  une  surface  autour  d'un  point  doiuié 
tie  dépend,  en  ellel,  que  de  trois  éléujeuls,  savoir;  ta  direction  de 
Tune  des  lignées  de  courbure,  et  les  deux  rayons  principaux.  Or,  pour 
définir  la  position  de  deux  normales  en  des  points  donnés,  il  faut 
quatre  angles  ;  ces  angles  ne  dépendant  que  de  trois  quantités,  il  doit 
nécessairement  exister  entre  eux  une  relation. 
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Soient  A.  la  position  d  un  point  sur  une  surface,  AZ  la  normale  en  ce 
point ,  AB ,  AC  deiix  arcs  infinimeni  petits  égaux ,  Inoéa  mr  la  «w 
hce  et  faisant  entre  eux  on  angle  6.  On  peut  définir  Ict  normales  aux 

points  B  et  C ,  par  les  angles  9  et  9'  que  ces  normales  tout  avec  les  plans 
ZAB,  ZAC,  et ,  par  les  iiu  linaisons  |<  et  y  Hp  leurs  projections  sur  ces 
plans  avec  l'axe  AZ.  On  sait  que  ces  drrnitMs  angles  ^  et  t^'  sont  pro- 
portionnels aux  courbures  des  sections  taitvs  dans  la  surface  par  les 
plans  ZAB,  ZAC;  nommons  x  Tangle  de  la  direction  ÂB  avec  Tune 
des  lignes  de  courbure,  et  R  les  deux  rayons  de  courbure  de  la 
surface,  en6n  ds  la  valeur  commune  des  arcs  AB,  AC. 
Nous  aurons,  par  le  théorème  connu  d^Euler, 

{1)  S  ~  S      (-«•-•-  6)  4-  ^  sin»  {,v  -f-  ô). 

D*ailletirs,  d'après  une  formule  démontrée  dans  mon  Mémoire,  sur 
la  théorie  des. surfaces  (tome  IX,  page  140),  on  a 

\A)  f  =i//x^^-i)sina(*  +  ÔV 

Si,  entre  ces  qiuib«  formules,  nous  éliminons    ,  R  et  r,  nous  ob- 
tiendrons la  relation  cherchée  entre  les  angles  f ,  f'^     t^*  et  $, 
En  divisant  membre  à  membre  les  deux  équations  (3)  et.(4),  il  vient 

Mnr2;x-f-0ji  ^' 

ùnax  y  ' 

on  en  tire  (aeilenienf 

(5)  tangax  =  -7-î  

V        A»  «'siiiaô 

(6)  '«"8»(^-«-^  =  ,>L.6-/ 

D'ailleurs  les  équations  (1)  et  (2)  petivent.se  mettre  sous  la  forme 
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RemplaçoiM,  dans  les  ibnnul«s  (7)  et  (8)«  ^""7  êk^^x 
et  y  .  — ^         ■.  nuis,  dans  le  résultat,  écrivons,  <iii  iieii  île  taiig  /  jc  el 

de  taiif,'  5  V  ■+■  5),  leur»  valeurs  tournies  par  les  iormules  et  (^6), 
il  viendra 

4'          1  /  I        I  .        •  f'ct>»j6 — f 


(">)  i  =  i{Jî-^i}-k 


«otistrayaiit  ces  deux  équations  Tune  de  Tautre  et  supprimant  le  (ac- 
teur r/f ,  les  quantités  R  et  r  s'éliminent  en  même  temps,  el  nous  avons 

ce  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

4—4' 

(la)  ^=-tang6. 

Si  l  on  prend  9  =  90",  on  doit  avoir  as  —  ^  ;  oe  qui  est  précisément 
le  théorème  que  je  rappdais  en  commençant  cette  ffoie.  La  formule  (  1  a) 
peut ,  par  conséquent,  être  considérée  comme  une  généralisation  de  ce 

théorème. 

Otte  forriuiit'  17)  peut  aussi  nous  coiuhurf  a  i"<:xpresMoi(  générale 
(le  la  \aletir  de  Tangle  f.  Si,  en  effet,  nous  duiinoiis  à  $  une  valeur 
infiniment  prtite,  </d,  on  pourra  fiûre 

tang  $  =  dô  f    ij*'  —  (J/  =  r/i^,    f'  -h  f  =  -Af, 
et  il  viendra 

$  pouvant  être  compté  a  partir  d'une  direction  arbitraire,  nous  pou- 
vons supposer  que  ce  soit  k  partfar  de  Tune  des  lignes  de  courbui*e,  en 
sorte  que,  par  la  formule  d'Euler,  on  aura 

«I»  =  rf*     cos*  9  +  ^  9m^$y 
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d'où 

et ,  par  conséquent  « 

ce  qui  e»i  précisément  la  formule  (3). 

Il  «et  facile  de  voir  qiie  celle  formule  (la),  de  même  que  le  théo- 
rème dont  elle  est  la  généralisation ,  caractériae  complètement  les  dis- 

pnsirions  que  peuvent  présenter  aalour  d'un  point  donné  les  normales 
à  nue  môme  sn?-fîïce;  de  telle  sorte  que,  si  un  faisceau  de  droites  vr- 
rifie  cette  formule  pour  deux  directions  particulières  quelconques  AB. 
AC.,  autour  d'un  point  A,  on  peut  alBrmer  qu'autour  de  ce  point ,  ces 
droîfps  sont  normales  à  une  même  sur&ce.  Il  ne  serait  pes  difficile  de 
démontrer  cette  proposition  d'une  manière  rigoureuse;  maia,  pour 
éviter  les  calculs,  je  me  bornerai  à  présenter  ici  le  raisonnement  sui- 
vant : 

Si  des  droites  sont  dirigées  d  une  manière  quelcunqiie  dans  l'espace, 
leurs  directions  étant  définîtes  par  des  fonctions  continues  des  coor- 
données de  leur  point  de  départ,  la  droite  AZ,  qui  correspond  au 
point  A  étant  connue»  la  position  des  droites  menées  par  les  points 
infiniment  voisins  de  A  situés  dans  un  plan  perpendiculaire  à  AZ,  dé> 
pendra  de  quatre  constantes;  en  sorte  que,  si,  à  partir  du  point  A  ,  on 
mené  dans  deux  directions  données  des  arcs  infiniment  |ietits,  égaux, 
AB,  AC,  les  droites  qui  partent  des  points  B  et  G  étant  définies  cha- 
cune par  deux  angles  seulement,  on  peut  dire,  à  cause  des  quatre  in- 
déterminées dont  ces  quatre  angles  dépendent ,  quHI  n*e»tfte  entre  eux 
aucune  relation  nécessaire.  Si  donc  on  sait  que  Téquation  (la)  est  vé- 
rifiée, plie  élnî)lira'iinc  n-hition  entre  1rs  quatre  constantps  qtii  déter- 
miiK'iit  I  I  position  des  droites  autour  du  point  A;  et  comme  une  seule 
relation  entre  ces  mêmes  constantes  suffit  pour  exprimer  que  les  droites 
sont  normales  k  une  même  stirface ,  celle  que  Ton  trouverait  par  le 
procédé  que  j'indique  ayant  été  démontrée  nécessaire,  on  en  peut 
conclure  qu'elle  est  aussi  suffisante. 
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Exfjérieiu  es  sur  le  moteur  hydmtUique  à  flotteur  ofirUhnt.  — 
Principes  de  quelques-unes  de  ses  modificatio/is  ; 

Pak  m.  Anatole  or  GALIGNY. 


(La  princiiMle  Mpéfiepoe  «clé  ipproaTée  par  llatlitut,  le  7  ociolm  18444 


Le  inoieur  hydraulique  de  mon  uivcution ,  objet  de  cet»  expériences, 
a  été  décrit  dans  un  Rapport  de  M.  Combes,  tome  IV  de  oe  loumai, 
page  a43,  ainsi  que  dans  deux  BapporU  lavombles  frits  à  rAeadémie 
des  ScienceS}  le  premier,  rédigé  par  M.  Cot  iolis,  ]e  i3  janvier  484o, 

|p  «MTond ,  par  M.  Lam»^,  le  n  octobre  i84;i.  La  description  suivante 
«I  -  l'appareil  d'essai  que  j'ai  exécuté  aux  bastunsde  Ciiaiilot,  sons  les 
auspice»  de  M.  l'ingénieur  eu  chef  Mary ,  suffira  pour  rappeler  en  quoi 
corniste  ce  systèn)e ,  qu'il  ne  hut  confrudra  ni  avec  mes  machines  à 
élever  de  Teau ,  ni  avec  mes  fontaines  intermittentes,  sur  lesquelles  di- 
verses Notes  ont  été  publiées  dans  les  tomes  III ,  VI  et  VIII  de  ce  Jour* 
liai.  M.  Corot,  ingénieur  civil,  ancien  élevé  de  l'École  centrale  des 
Arts  et  Manufactures,  attach'*  à  la  diiechoTt  des  eaux  de  Paris,  a  bien 
voulu  ul'aulcr  (iièus  la  plupart  des  expériences  suivaulcà,  dont  j'ai  ré- 
pété les  principales  devant  une  Commi^Hoo  de  rinstiiut  et  deits  réu- 
nions de  savants,  dont  frîsaicot  partie  plusieurs  inspecteurs  généraux 
et  plusieurs  ingénieurs  en  chef  des  Pont»  et  Chaussées,  ainsi  que  divers 
membres  du  Conseil  de  la  Société  d'Encouragement. 

Un  tuyau  de  o",4  de  diamètre  intérieur  et  de  'O  metrt"<  de  long, 
forme  delà  réunion  de  plusieurs  tuyaux  defoutcH  einboiieniem,tie2"",'"> 
de  long  chacun,  était  couché  horiaoutalemeni  sur  le  fond  d'un  des 
itassins  de  Cbaillot.  Un  tuyau  vertical  en  aine,  de  t'">75  de  long  et  de 
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même  diamètre  intéi  ienr,  était  raccordé  avec  ce  tuyau  horizontal  au 
moyen  d'un  coude  en  fonte,  aussi  de  même  diamelre  et  de  i  uièlre 
environ  de  rayon  intérieur,  formé  de  deux  tuyaux  à  bride.  Cet  en- 
semble  oompocût  «insï  un  large  tuyau  d'une  forme  analogue  à  un  L. 

Sur  le  sommet  de  la  partie  verticale  était  dispoRé  un  réservoir  en 
zinc  de  i'",5o  de  diamètre  et  de  o™,  de  haut.  Mais,  comme  on  l'avait 
fait  carré  pour  le  fixer  dans  l'angle  du  réservoir,  il  s'était  voilé,  et  ne 
grjnlait  pUis  l'eau  qu'à  o'^^'i^  atJ-dessus  du  sommet  du  tnvan  viTtii-al 
terminé  par  un  anneau  en  cuivre  de  u'",oa  de  large,  mais  de  mi  iue 
diamètre  intérieur  que  le  tuyau. 

li'ean  était  versée  dans  ce  réservoir  par  un  grand  tonneau  de  jauge, 
contenant  environ  lo  mètres  cubes,  et  auquel  était  adapté  un  gros 
robinet  vanne  que  l'on  ouvrait  quand  on  voulait  fiiire  fonctionner 
l'appareil.  Ce  robinet  était  disposé  de  manière  que  le  mouveuient  de 
l'eau  aiilueiite  ne  pouvait  que  nuire  à  .son  introduction  dans  te  tuyau 
vertical ,  à  cause  de  la  force  centrifuge  qui  en  résultait  autour  de  l'ori- 
fice de  ce  tuyau  f  afin  de  ne  pas  faire  estimer  trop  haut  l'i^fet  utile. 

L'entrée  de  l'eau  du  bassin  qiutdrangulaire  dans  le  tuyau  vertical 
était  alternativement  Interrompue  et  rétablie  au  moyen  d'une  sorte  de 
vanne  cylindrique  ou  sonnJipf'  ^nmdaire  ouverte  à  ses  deit\  fvtrémités, 
de  o",  5o  de  haut ,  formée  de  (if  ux  tuyaux  en  zinc  concentriques ,  réunis 
par  le  bas  et  par  le  haut  au  moyen  de  deux  couronnes  annulaires, 
de  iaçon  à  ne  contenir  que  de  Tair  dans  leur  intorvalle.  Le  diamètre 
du  plus  large  de  ces  deux  tuyaux  était  de  o"t44t  celui  du  tuyau  inté- 
rieur était  de  o'",'36.  Ce  dernier  tuyau  était  entièrement  et  invariable- 
ment  ouvert  ;i  ses  deux  extrémités.  Cette  soupape  annulaire  était  soudée 
stir  un  anneau  plat  eu  cuivre  de  o",oa  de  lar|;e.  seiiiblahieau  sie^e  fixe 
dont  nous  avons  déjà  parlé.  Elle  était  tout  suupiement  guidée,  dans 
cet  f^pareil  pnmsoire,  au  moyen  de  trois  tringles  en  fer  de  o^'ySa  de 
saillie,  réunies  inftrieurement,  pour  la  solidité,  par  un  petit  cercle  en 
zinc.  La  soupape  et  ces  tringles  qui  lui  étaient  soudées  pesaient  en  tout 
I 5  environ.  Sa  percussioii  sur  son  siéj^e  était  insignifiante,  et  il  eût 
été  facile  d'ailleurs  de  l'amortir  par  des  moyens  connus. 

Cette  soupape  était  en  partie  équilibrée  au  moyen  d'un  balancier  eu 
fer  dont  chaque  bras  avait  environ  i  mètre  de  long ,  et  qui  était  mobile 
autour  d*im  tourillon  de  o",03  de  diamètre.  Une  de  ses  extrémités 
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embrassait  la  soupape  annulaire  au  moyeu  d'une  fourche  qui  y  était 
adaptée  de  chaque  côt»'  par  des  tourillons  de  ©•joog  de  diamètre. 
Le  poids  du  balancier  était  de  y'''','>o  I,p  confrp-poids  était  sus- 
pendu à  l'autre  bras  du  balancier  au  moyen  d'tme  queue  en  fer  mo- 
bile à  cette  extrémité,  à  laquelle  elle  tenait  par  uo  anneau.  On  le  ré- 
glait de  manière  que  la  soupape  conservât  assea  de  poids  pour  bien 
fenner.  On  Ta  (ait  varier  sans  que  cela  eût  bien  de  l'importance. 
Quant  à  l'effet  utile  définitif,  im  excès  de  5  ou  6  kilogrammes  mr  le 
lontre-poids  suffisait  pour  tenir  In  soupape  fermée.  Cette  queue  portait 
iuférieurement  une  roridelle  en  /uic  de  o"*,î1  de  diamètre,  qui  ve- 
nait périodiquement  s'enfoncer  dans  im  seau  ordinaire  contenant  de 
Tean  jusqu'à  une  certaine  hauteur.  Il  résultait  de  cette  disposition 
tenant  lieu  d'im  corps  mou,  que  la  soupape»  lorsqu'elle  était  levée  Â 
la  hauteur  voulue ,  s'arrêtait  sans  ballotter  d'une  manière  gênante  pour 
récouleraent  de  l'eatt  dans  )p  svsrème. 

Le  flotteur  en  zmc,  qui  utilisait  le  travail  de  feau  motrice,  était 
formé  d'im  cylindre  d'à  peu  prés  o'°,a8  de  diamètre  et  d'un  peu  moins 
de  I  mètre  de  long,  c'est^à^lire  de  01^,98  environ,  mais  les  extrémités 
étaient  arrondies.  11  portait  un  c&ne  à  chacune  de  ces  extrémités.  liC 
cone  inférieiu'  avait  tm  côté  à  peu  près  égal  à  ce  diamètre.  I/C  coue 
sijpc'-r  it  iir  avait  o'".'io  de  cùlé,  et  porhût  à  son  soniniPt  une  tubtdure 
pour  \  ultroduire  de  l'eau  ,  et  une  armatiae  de  i>"'.  1  ^  de  long ,  destinée 
M  l'attacher  a  une  corde  de  o°',oa  de  diamètre,  qui,  passant  sur  deux 
poulies  de  reovoi ,  tenait  à  son  antre  extrémité  un  déclic  ordinaire ,  qui 
accrochait  périodiquement  un  mouton  du  poids  de  5S  kilogrammes, 
sotdevé  à  chaque  période  à  une  hauteur  de  i'",6a. 

Le  <lf>tteiir  cylindrique  dont  je  vien>^  <\r  p.irler  p;>ssait  librement  au 
milieu  de  ia  soupape  annulaire,  ouverte,  ccunine  je  l'ai  dit,  a  ses  deux 
extréuutés,  et  a  la(|uelie  cette  forme  donnait  aussi  l'avantage  capital  de 
laisser  la  colonne  liquide  dans  le  tuyau  de  conduite  abandonnée  libre- 
ment à  elle-même,  quand  l'écoulement  du  bief  supérieur  était  inter- 
rompu, sans  que  la  colonne  oscillante  subit  aucune  interruption;  en 
lin  mot.  sans  qu'il  fût  possible  de  produire  un  cot^  fie  bélier,  qusLiid 
nieiae  ou  l'aurait  voulu. 

Voici  maintenant  comment  la  machine  fonctionne.  Le  tuyau  vertical 
étant  une  première  foi»  rempli  d'eau,  comme  je  l'expliquerai  plus 
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loin,  qtioiqtt'U  «oit  toujours  ouvert  à  ses  deux  estrènités,  la  soupape 
anniUaire  flotte,  et  permet  à  l'eau  du  bief  supérieur  de  s'introduin 
dans  le  luya"  vertical.  La  vitesse  s'engendre  alors  pradueMpment  dî»n* 
Iti  tuyau  de  conduite,  en  vertu  de  la  hauteur  du  nive^itt  du  biet  supé- 
rieur au-dessus  de  celui  du  bief  inférieur.  Ln  pressioB  motrice  se  com- 
pose de  deux  parties  *  de  la  pression  de  Veau  dans  le<>aiaarv«ir^rfla 
bief  supérieur,  sur  le  siège  de  la  soupape  annulaire^  :  et  deria  praMieii 
de  Tenu  contenue  dans  le  tuyau  vertical  aiMlessus  du  niveau  du  bi^ 
inférieur  jusqu'à  ce  siège  fixe.  En  vertu  de  cette  <î(  rnicre  prp«,sion  , 
il  y  a  une  époque  à  laquelle  le  tuyau  tend  à  débiter  phi&  d  «au  que  \  w 
peut  en  fournir  le  réservoir  supérieur  par  l'orifice  resté  lUure  eu  vertu 
de  la  levée  de  la  soupape.  Alors  il  se  produit  une  véritafaletaHoiMni 
ou  nott-pressîon,  et  ta  soupape  retombe  sur  son  siège  dé  Intiiiinjéne 
suivante.  Il  se  présente,  à  l'époque  dont  je  viens  de  parier^  tSft>yÉé* 
uoniène  intpns>;,ni)t  P^Midant  que  la  soupape  est  onx'f'i  te,  de  niantère 
à  conserver  clans  son  tuyau  central  une  col.inne  liquich^  .mniilnire 
comprime  entre  les  parois  de  ce  tuyau  el  le  ilotteur  cyinidrique  re^ 
monté,  ce  ISotteur  et  oette  colonne  liquide  annulaire  eeÉMantirailw 
en  repos.  Mais  à  Tinstant  où  la  vitesse  vovlne  est  acli|niaa»dwsi.lÉ- 
tuyau  de  conduite,  cette  colonne,  soutenue  ainsi  ptetidant  unoertaëi 
temps,  comme  le  serait  ime  i^orte  de  colonne  inanoinétrique ,  h  un 
niveau  lui  peu  moins  élevé  que  celui  du  nserxon  supériptîr,  nitus 
sensiblement  constant,  descend  tout  a  coup,  et  cesse  de  ^uieuu'  iatè* 
raiement  la  scmpape,  (pii  tombe  brusquement  sur.  «oni'siégn*.^  i.K^itf. 

Cet  effet  provient  évidemment  d'un  phénomène'  d»t  mm^fnuiMi 
qu'il  est  naturel  d'attribuer  :i  une  succion  d'ime  espèce  particul^jn^ 
analogue  à  ci  lie  qui  n  Mv  étudiée  par  D.  Bernoulli ,  etc.  On  avait 
d'ailleurs  tout  le  temps  iK'eessiirr  [>our  s'assurer  de  la  stabilité  df>?it 
î)  s'agit,  car  la  duivt-  totale  du  teuq)s  pendant  lequel  la  soupape  ne 
repo  ,ait  pas  Bur  son  siège  était  d'un  peu  pltis  de  4  sooonles  [*j.  i<i«p> 


I*]  Je  a'ikk  pi'iii-4-ire  pas  assez  remarque,  iliias  mon  dernier  Mémoire,  que  ce  système 
lU»  tueebm  ponrrait,  à  l«  rigu«ur,  suffire  pour  faire  fermer  !«  pUtott-'Mnipape  n*  i .  On 
conçoit,  du  r<!«te,  que  si  la  percussion  <le  l'eau  affliiente  a  commence  par  entraîner  le 
ptutim-soupa/it  aspirant,  que  je  rappelle,  il  finit  par  se  trouver  dans  la  sphère  d'action 
de  ce  pheuumèoe.  Le  tuyau  tend  à  débiter  pliM  d*etu  qu'il  ne  peut  vn  venir  à  celle 
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Cette  opération  étant  finie,  la  colonne  liquide,  abandonnée  i  son 
libre  mouvement  dans  le  tuyau  de  ronduitr  toujours  ouvert  à  ses  deux 
extrémités,  puisque  la  soupape  est  annulaire,  descendait  autour  du 
flotteur  cylindrique,  et  lui  permettait  d*agir  par  sou  propre  poids  sur 
la  réflîstaiioe  à  vaincre.  On  le  voyait  bientôt  entièrement  découvert.  La 
colonne  liquide,  en  vertu  de  son  mouvement  acquis,  descendait  à 
une  certaine  profondeur  au-dessous  du  niveau  du  bief  inférieur.  Elle 
remontait  ensuite  et  rencontrait  le  flotteur  qui.  à  la  fin  de  sa  descente, 
venait  y  éteindre  sa  vitesse,  tout  en  décrochant  le  mouton  parvenu  au 
haut  de  sa  coui'se.  Alors  cette  colonne  enveloppait  graduclleineni  le 
flotteur;  au  prenier  instant  de  sa  renccmtre,  elle  bonillonnait  un  peu 
autour  de  son  cône  inférieur*  puis  elle  lui  donnait  bientôt,  en  vertu 
de  sa  pression  latérale  gradueltement  croissante»  une  vitesse  de  bas 
eu  haut  à  peu  prés  é^ale,  en  général,  à  la  sienne  propre.  Enfin  la  co- 
lonne, arriv^-e  au  haut  de  sa  course,  entr'ouvrait  la  MMipape.  qui, 
p< nnettant  à  l'eau  du  bief  supérieur  de  se  pc^r  sur  I  Vhu  remontante . 
contribuait  avec  elle  à  remettre  les  choses  dans  Tétat  où  dlea  étaient 
avant  la  descente  du  flotteur,  c*est4rdire  à  rétablir  la  colonne  de  ni- 
v«an  avec  le  bief  supérieurt  et  ainsi  de  suite  ituléOniment. 

On  voit  que,  dans  cette  evy^.'irience,  ce  n'est  j>as  l'eau  qui  fta- 
vaille  immédiatement;  elle  ne  travaille  qii';i  relever  le  flotteiu-.  dont 
le  poids,  ab.'.adonné  ensuite  à  lui-uieme,  agit  directement  sur  la  ré- 
sistance à  vaincre.  La  descente  du  flotteur  durait  environ  3  secondes  t 
et  son  ascension  a  secondes.  La  durée  totale  de  chaque  période  était 
d*ii  peu  près  9  I  secondes;  il  y  en  avait  ctnqtiante<sept  en  9  minutes 
environ. 

Pour  transformer  le  mouvement  uUernatit  du  flotteur  en  monve- 


è()<H|ii<-  parPorîlioe  de  pItM  fn  plus  diminué,  H  7  «  donc  une  eanse  succion  crois- 
sante «MOfe  plat  intente  cpie  poiir  l'cxpcrisiioe  4êcrib>  dan»  le  texte,  et,  par  consé^ 
ipu'nt ,  i!nt'  caïKo  fn-s-prohiiblt^ini  nt  suffisante  pour  faire  fonctiotiin  r  Ir  srstrmf  siins 
cataracte.  Quant  à  la  qiiiw  inférieure  du  pistansoujHifie  qui  porte  le  boulet,  ou  la  sur- 
fooe  qnetoonqne  lar  hqocUe  fient  «gif  b  pereuasm»  de  l'eau  affluente  pour  coimneiKwr 
à  U'  r.iii  r  l>aî»er,  il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  ipie  cette  queue  pourrait  être  arti- 
culée de  manière  a  ne  pas  augmenter  la  profondeur  des  fondations.  Au  reste,  quanri 
le  tujua  sera  tout  entier  horizontal ,  il  n'y  aura  plus  à  s'embarrasser  d'aucun  coude. 
Le  pistoii  aéra  lonjours  fiieile  à  uMuasuvrer  par  un  moveD  ^udconqne. 
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ment  circulaire ,  nn  mirait  pu ,  si  ce  flotteur  avait  été  guidé,  le  tàin 

travailler  en  partie  de  bas  en  haut,  en  réglant  sa  densité  cl'tuie  manière 
f()iiv(ii;il)U'  Il  l'ht  évident  fju'oii  nurait  pu  !«'  faire  monter  beaucoup 
mouis  vite,  pui:M|u'il  se  it^pobe  uu  certaui  temps  au  haut  de  sa  courst*. 

On  conçoit  donc  <|ae  ai  un  volant  l'avait  fiiit  convenablement  émerger 
au  haut  de  cette  coune,  cela  aamit  aulfi  pour  que  Ton  eût  pu  sans 

beaucoup  de  dîflficullé  rendre  la  durée  de  la  course  ascendante  é^e  à 
i  elle  Je  In  course  descendante,  d'atitanf  pins  qu'à  la  fin  de  la  période, 
la  vitesse  dans  le  sens  vertical  est  nécessairement  tres-afl'aiblie  quand 
on  emploie  un  volant.  Mais  ou  peut  diminuer  celte  élévation  au-dessus 
de  rean  en  fiiisant  plonger  un  peu  plus  profondément,  au  mognen  du 
même  volant,  le  flotteur  dans  la  colonne  remontante.  Si  c*étaitid  le  lieu , 
je  donnerais  le  détail  des  dimensions  qui  peuvent  favoriser  la  transfbr- 
mntion  de  mouvement ,  an  moyen  des  variations  de  diamètre  du  tuyau 
vertical.  Il  sufïît  de  remartpier,  relativement  à  cette  expérience,  que  la 
colonne  liquide  descend  au^des^ious  du  flotteur  et  le  rencontre  dans  sa 
course  remontante.  Or,  pour  augmenter  la  durée  de  cette  époque  du 
mouvement ,  il  aurait  suffi  d'élar^r  convenablement  le  bas  du  tuyau 
vertical,  puisqu'il  but  d'autant  plus  de  temps  pour  éteindre  on  pour 
engendrer  une  quantité  donnée  de  force  vive ,  que  les  pressions  refou- 
lantes on  motrices  sont  moindres.  Il  en  serait  d'ailleurs  résulté  qu»* 
le  OoUcur  aurait  pu  descendre  plus  longtemps,  même  à  partir  du  mo- 
ment où  il  aurait  rencontré  la  colonne  remontante,  parce  que,  si  le 
tuyau  avait  été  plus  gros  autour  de  sa  base,  il  aurait  pu  v  pénétrer  plus 
profondément,  par  la  raison  même  que  le  liquide  refoulé  autour  de 
lui  aurait  eu,  pour  une  course  donnée  du  flotteur,  moins  de  hauteur 
et  moins  de  vitesse.  Mais  ces  considéralioTis  conduisant  à  des  recherches 
assez,  délicates ,  j  en  ler.ii  le  sujet  d'un  Mémoire  distinct  de  ce  travail, 
quand  je  ies  aiuai  d'ailleurs  confirmées  |>ar  de  nouvelles  études  expé- 
rimentées mr  ce  système  ainsi  considéré  comme  une  espèce  particu- 
lière de  mue  kydratdique  verticale. 

On  fera,  en  génér<it,  débiter  à  la  machine  un  peu  plus  d'eau  que 
cela  n'est  nécessaire,  afin  de  pouvoir  tenir  compte  des  irrérruinrités 
accidentelles,  .Ainsi  que  je  le  remarquerai  plus  loin ,  quand  elle  tiebite 
uu  peu  trop  d'eau,  il  eu  remonte  uu  peu  au  bief  supérieur  à  chaque 
j>ériodr,  de  sorte  que  cela  n^a  pas  beaucoup  d'inconvénients. 
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Dans  tt't  ap[>areil  iressai,  le  flotteur  cylindrique  n'était  pas  guidé; 
li  ballottait ,  abandonné  à  iui-mème  ciaiis  la  colonne  bqiiidc ,  ctrencon- 
trait  même  quelquefois  la  paroi  du  tuyau  ou  les  guides  de  la  soupapi*. 
C'mi  par  cette  ranon  que  j'avais  plus  allongé  le  cône,  supérieur  que  le 
cône  inférieur.  Quant  à  ce  dernieri  je  pense  que ,  pour  ces  conditions 
de  Tapparei]  «  sa  forme  doit  être  dans  une  bonne  exécutiOD ,  considérée 
plutôt  comme  œlle  d'une  poupe  que  comme  celle  d'une  proue;  car  il 
rrsterait  pniicipaiement  à  considérer  le  mouvement  de  l'eau  relative- 
ment à  ce  cône ,  pendant  que  le  flotteur  se  tient  en  repos  après  avoir 
accroché  le  oKMilon  à  la  £n  de  sa  course  asoensionndle,  et  forme 
al<m,  par  sa  position  dans  le  centre  du  tuyau,  un  orifice  annulaire  au 
sommet  de  ce  tuyau.  On  peut  remarquf»' quei  dans  sa  course  remon- 
tante, le  frottement  de  la  colonne  liquide  autour  de  lui  n'est  pas  en- 
tit  tenient  perdu  pour  l'ertef,  puisqu'il  l'aide  à  acquérir  sa  vitesse  as- 
censionnelle jusqu'à  1\  poque  où  celle-ci  ^t  devenue  à  peu  près  égale 
à  celle  de  cette  colonne. 

A  cause  des  ballottements  du  flotteur  non  guidé  dans  cet  appareil 
provisoire,  et  du  surcroît  de  course  nécessaire  pour  faire  ac  crochêr  sû- 
rement le  mouton,  qui  n'était  pas  non  plus  établi  très-solidement, 
j'avais  donné  à  l'oscillation  remontante  plus  de  force  que  cela  n'eût 
été  nécessaire  si  l'on  avait  employé  une  machine  mieux  exécutée,  et 
surtout  un  mode  moins  défectueux  d'application  pour  le  oioteur.  Il 
en  résultait  que  non-aeulement  le  flotteur  remontait,  en  général, 
à  o"',i5  plus  haut  que  cela  n'était  nécessaire,  mais  qu'à  chaque  pé- 
riode, il  rentrait  dans  le  réservoir  supérieur  une  certaine  quantité  d'eau 
qui  en  gonflait  visiblement  la  surface  environnonre ,  après  avoir  tra- 
verse deux  fois  le  système  en  augmentant  saiïs  utilité  le  ciieinin  et 
la  valeur  des  résistances  passives.  Aushi ,  quand  le  tonneau  de  jauge 
achevait  de  se  vider,  la  machine  fournissait  un  certain  nomlwe  de 
périodes  avec  un  niveau  moins  élevé  dans  le  bief  supérieur  et  une 
dépense  d'eau  bien  moindre  ;  ce  qui  était  même  remarqué  k  la  simple 
vue  par  tous  les  observateurs,  puisque  le  robinet  de  jauge  ne  cotJait 
plus  plein. 

Lorsque  le  réservoir  ou  bief  supérieur  était  entièrement  plein  d'eau , 
la  hauteur  de  son  niveau  au-dessus  de  celui  du  bief  inihieur  était 
€le  i*,a8.  Mais  le  réservoir  supérieur  ayant  une  étendue  limitée,  la 
Ton*  XII,— AoCT  it^.  ^5 
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rhiih>  inotncr  moyenne  t'tait  nôcpssairpiiu'nt  nioiudie,  puisque  sans 
cela  l'eau  qui  arrivait  du  toiuienii  de  jauge  aurait  coulé  parnktisus  les 
bords  pendant  que  la  touiMpe  était  fenaâe.  Il  est  tujAo  de  voir  que  y 
tMirtout  al  l*oD  a  égard  avK  ondes  qui  augnMQt»i«it  les  chances  de  vene- 
ment,  le  niveau  moyen ,  qui  eût  été  à  considéra'  dans  un  réservoir  de 
largeur  indéfinie,  n'était  pas  à  plus  de  i%a6  au-dessus  du  niveau  du 
hief  inférieur,  laisant  même  abstraction  de  ce  que  le  niveau  montait 
un  peu  dans  ie  biet  inlëneur  pendant  l'expérieuce.  Cette  remarque  est 
de  peu  d*imporlance,  mais  il  est  bon  de  le  représenter  comment  les 
choses  se  passent  le  plus  exactement  possible,  lÂ  macln&e  ne  s'arrêtait 
que  lorsque  cette  hauteur  de  chute  était  notablement  réduite;  unis 
nous  adnœttrons  d'abord  i"'y'i('>  de  c-lmte,  quand  nous  dirons  que  la 
machine  donne  un  effet  utile  fl'environ  Go  pour  loo,  mesuré  directe- 
ment au  moyen  de  la  levée  pt'i  iodique  du  mouton. 

£n  considérant  seulenient  quelques  oscîllatîons  pour  des  chutes 
moindres,  j*ai  trouvé  des  eflfets  utiles  sur  lesquels  je  donnerai  plus  loin 
des  détails. 

J'ai  mesuré  directement  ]v  poids  (pii  impiirnait  au  flotteur  et  au 
mouton  suspendus  au\  deux  extrémités  «ie  la  corde  la  vitesse  tiéces- 
t»aire  pour  laire  décrocher  le  déclic  arrivé  au  haut  de  sa  course,  il  en 
résulte  que,  si  l'on  mesurait  i'eflèt  utile  au  point  d*appiication  du  mo* 
teiify  et  non  sur  l'outil  même,  ce  qui  serait  juste,  puisqu'on  agit  ainsi 
pour  apprécier  l'effet  de  tous  tes  autres  moteurs,  clt^s  roues  hydrau- 
liques par  exemple ,  il  faudrait  augmenter  l'effet  utile  de  0,60  d'une 
certaitie  quantité.  Je  reviendrai  sur  ce»  estimations. 

I<e  laoulon,  alterualiveuieiit  soulevé,  est  d'ailleurs  le  moyen  le  plus 
direct,  mais  le  plus  désavantageux ,  d'estimer  l'effet  utile  de  ce  moteur; 
car,  pour  le  foire  accrocher  et  décrodier,  il  £tut  un  surcroit  de  travail 
dont  il  ne  aérait  passeulementquestion  si  le-flotteur  était  iwHuiiMement 
attelé  à  l'outil {  si,  par  exonple,  cet  outil  était  une  pompe,  une  scie, 
un  soufflet ,  une  grande  cisaille ,  une  machine  à  polir,  etc .  On  voit  même 
que,  pour  plusieurs  de  ces  applications,  dauh  beaiicou])  âv  «ircon- 
stances,  le  flutleur  pourrait  être  directement  attelé  sans  poulies  de  ren- 
voi. Ici  les  deux  poulies  étaient  en  cuivre ,  leur  diamètre  était  de  o",ao, 
celui  de  leurs  boulons  était  de  0^,0'i  ;  la  corde  qui  se  pliait  dessus 
avait  un  diamètre  de  o^^oa.  Elioétait  aouvent  mouillée  au  moment  des 


Digitized  by  Google 


PUBES  ET  ÂPPUQUiXS.  iSH 

i'scaitf.  UmJiltU  en.  boîs»  le  long  dest^elt  «'élevait  le  mouton ,  avaient 

tuw  section  carrée  d'environ  o'",o3  de  côté.  Le  mouton  ballottait  qitcit- 
(|i>pfnis  le  long  tle  ce»  filet»,  à  cause  de  la  mauvaiae  exécution  tU» 

Tappareil. 

Parmi  1^  expérieoce&t  je  décrirai  particulièrement  celle  a  élé 
6iite>  le  1 4  octobre  i843)  à  la  éenâère  léanoe»  cdle  à  laquelk  aMistaft 
M.  Lamé,  qui  a  «édigé  le  Bapport  à  rimtitiit.  On  a'était  montré  géné- 
ralement satisfait  de  la  prbmicrt;,  faite  quelques  jours  auparavant, 

le  lo  octobre.  Mais  comme  il  i  tnit  siir\'('nn  tm  nccident  pendant 
r()|)(  ration  .  Je  tic  la  trouvai  pas  siiltisante  f>onr  ûxer  l'opiiiKHi  d'une 
niauiere  deiiuuivc;  je  demandai  h  recommencer  un  autre  jour,  et  l'aj»- 
pardl  fonotioena  avec  la  régularité  déniiiUe,  ie  flotteur  ne  sautant 
plus  qu'à  0^,1 5  au-^iesaus  de  la  timite  de  sa  course  aaoeaaidnnelle 
utile.  J'ai  &it  ime  centaine  d'eipériences  de  ce  genre.  Comme  leurs 
résultats  Tie  varient  que  de  quelques  centièmes,  et  que  Ifurs  clilh'-- 
renees.  doiir  au  rrstr  jr  rejulr.u  roiiiple,  peuvent  être  atlriUtiées 
jusqu'à  un  certuui  pouit  aux  Huperiections  de  Texécution ,  je  me  boi'- 
oerai  à  discuter  princif^emeort  edle  qui  a  reçu  la  saneiion  acadén»» 
que,  ne  pouvant  d'ailleurs  tenir  k  quelques  centièmes  dans  l'effet  utile 
d'nn  appareil  d'une  exécution  aussi  impar&ite.  Il  suffit  de  rappeler  en 
peu  de  mots  le  nombre  considérable  de  nies  essais,  r-t  de  dire  que  le 
maximum  d'cffpt  rt'sultait  surtout,  comtuc  cela  est  d'ailleurs  évident, 
de  l'attention  que  j  avais  d'empêcher  autant  que  possible  le  tiotteur  de 
sauter  au<dessns  dé  la  limite  utile  de  sa  course  «scenéionnelle,  quand 
il  n'y  avait  qu'un  petit  nombre  d'observateurs,  que  peu  m'importait 
de  recommencer  l'expérience  en  prenant  le  temps  néoessaire  pour 
remplir  au  Ixsuiii  le  tonneau,  et  en  modérant  la  eliulc  motrice  de 
manière  que  l'eau  ne  versât  jamais  au-dessus  des  bords  du  bassin 
supérieui'. 

DeiertptioH  de  ru^dnetut faite  te  t4  aektbnr  ith!|3. 

Le  tonneau  de  jauge  avait  vt^tio  de  diaiiu  tre,  il  était  sensiblement 
cylindrique;  la  petite  différence,  provenant  <ic  ce  que  les  cercles  en 
fer  avaient  été  enfoncés  par  te  liant,  était  plus  que  cumpensét^  |>âr  îles 
pertes  d'eau  dont  on  n'a  pas  tenu  compte.  L'expérience  a  duré  q  mi- 
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mitMif  k  partir  du  moment  où  Ton  a  commencé  à  compter  les  périodes 
devenues  stifïisammenr  r<'i?ii!tôrps.  Depuis  cet  instant,  l'eau  a  baissé 
de  ■i'°,oS  dans  le  tonneau  ;  le  volume  débité  est  donc  de  7,  loo  mètres 
cubes  en  négligeant  les  dix-millièmes.  Mais,  à  partir  du  moment  où 
Vm  9  arrêté  la  soupape  pour  interrompre  réooulement  du  bief  supé* 
rieur,  il  a  &llu  un  certain  tenipa  pour  fermer  le  gros  robinet  vanne  du 
tonneau ,  qu'il  ne  m'a  jamais  été  possible  de  fermer  eo  moins  de  ao se- 
condes Ce  T'obint't  ('tait  ;i  cette  époque  piiticromnit  ouvert  et  ne  cou- 
lait pas  plein  à  b*»aucoup  prés,  le  temps  pendant  lequel  on  a  baissé  la 
vanne  était  plus  que  double  de  la  durée  d'ime  période.  On  trouve  de 
diverses  manières  qu*environ  ^  de  mètre  aibe  n'est  point  entré  dans 
l'appareil,  ce  qui  réduit  le  débit  réel  à  â'^^g,  surtout  si  l'on  a  égard 
à  d'autres  petites  pertes  dont  on  parlera  plus  loin. 

I.e  bassin  en  zinc  et  la  soupape  perdaient  un  peu  d'eau:  on  a  con- 
staté qu'en  9  minutes  celte  perte  était  d'environ  ~  de  nu  trc  cid)e , 
ce  qui  réduirait  à  6,8  le  débit  réel  de  l'eau  passée  dans  la  macinuf . 
Mais  comme  une  partie  de  cette  pute  se  fiiiaait  par  la  soupape,  il  est 
juste  de  remarquer  que  cette  soupape  est  entr'ouverle  pendbint  pras  de 
la  moitié  du  temps.  Pour  y  avoir  ^ard  dans  l'estimatiou  totale,  nous 
ne  tenons  pas  compte  de  ce  qu'à  partir  du  moment  où  la  «ionpape 
ét.iit  fermée  pour  achever  d'arrêter  dé^fiuitivcment  la  machine,  quand 
la  hauteur  de  chute  était  notablement  diminuée,  le  flotteur  remontait 
encore  presque  à  la  hauteur  nécessaire  pour  que  le  déclic  accrochât 
le  mouton.  Or  nous  avons  dit  que  le  travail  du  système  était  employé 
à  relever  le  flotteur,  de  sorte  que  cette  considération  devait  être  piî&- 
seniée;  elle  tait  d'ailleurs  plus  que  compenser  ce  que  nous  venons 
de  négliger. 

Le  nombre  des  périodes  était  compté  eu  même  temps  par  plusieurs 
observateurs;  et,  pour  confirmer  leurs  noies,  chaque  fois  que  Ton 
entendait  le  coup  de  mouton,  on  jetait  une  pierre  dans  un  seau. 
Enfm ,  pour  tenir  compte  de  ce  que  la  madiine  était  employée*  a  rele- 
ver le  flotteur,  on  a  retiré  la  première  pierre,  et  le  houiI  h  ]<  celles 
qui  restaient  s'est  trouvé  de  'i'j.  Le  mouton  moïit.iit  sensrbletnent,  en 
vertu  de  sa  vitesse  acquise,  au-dessus  de  i"',^'*»  mai'*  a  négligé  le 
petit  surcroît  d'effet  utile  qui  en  résultait.  On  entendait  le  coup  de  la 
pièce  de  boîs  qui  portait  la  tenaille  avant  que  le  mouton  cessât  de 
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iiumier.  Cette  quantité  négligée  ne  m'a  semblé,  att  i-eMe,  tju  envi- 
ron 7^  de  l'efiet ,  au  plus. 

Jjt  travail  dépemé  est  le  pokb  de  6"'*,8  d*e»u ,  tombé  de  ■'",^6.  Le 
travail  ractieilli  eit  le  poids  da  mouton  de  55  Idlogrammes,  élevé  $7  fois 
à  ■'"^Ôa  Le  rapport.de  ce  travail  au  premier  est  donc  ^Ijf^}  de  soite 
que  l'efTef  utile  ost ,  en  dôfmitivf ,  fi'environ  0,60. 

MM.  les  Gommis&aircs  de  I  Institut,  avnttt  pris  le  niaxtmuiu  de  la 
ehute  de  i",a8,  et  n*ayaut  pas  tenu  couiptedes  ^  environ  de  mètre 
rnbe  qui  ne  sont  pas  entrés  «lans  la  machine,  ont  tixinvé  une  différence 
trailleiira  trè»^petitia  entra  ce  résultat  et  cduî  auquel  il»  sont  parvenus. 
Enfin,  à  cause  d'un  accident  survenu  pendant  Pexpérience  précédente, 
»  laquelle  assistait  M.  Poncelet,  celle  du  m  octobre,  la  personne  qui 
comptait  les  périodes  et  qui  avait  cesse  quelques  uistants  de  s'en  oc- 
cuper en  ayant  omis  quatre,  ils  ont  pri»  une  moyeime  entre  les 
résultats  de  ces  detix  expériences,  et  se  sont  arrêtés  au  chiffre  o,55. 
Pour  une  machine  d'une  exécution  aussi  imparlaite ,  je  ne  Kens  pas  à 
une  si  petite  (lifTérenee;  mais,  pour  mieux  étudier  le  système ,  je  crois 
devoir  faire  observer  que  rexpéricnre  du  10  octobre  avait  duré  9'"  '>o*: 
que  la  hauteur  du  cylindre  d'oaii  débitée  avait  été  de  •>.•",  Dans  I  e\- 
p^'rience  du  i4  octobre,  qui  a  duré  tj  munîtes  seulemnit,  la  hauteur 
du  prisme  d'eau  dépensée  n'a  été  que  de  a*,o5.  On  voit  que  ces  deux 
résultats  s'accordent  asses  hwn  quant  au  d^it.  Or  la  durée  de  chaque 
période  était  réglée  d'une  manière  analogue  il  ce  qui  se  présente  dans 
l'oscillation  d'un  pendule,  malgré  les  imperfections  de  l'appareil.  Si  donc 
on  a  compté  67  cojqis  de  riioiiton  eu  <)  miruiies  dans  l'expérience  régu- 
lière, pour  laquelle  on  a  mis  beaucoup  phis  de  soin  dans  la  manière 
de  vérifier  ce  nombre,  en  confiant  même  ce  soin  à  plusieurs  per- 
sonnes habituées  k  ce  genre  d'observations ,  pendant  l'expérience  qui  a 
<iuré  10  secondes  envimu  de  plus,  on  aurait  dû  compter  deux  pério<les 
(]('  !<lns,  nu  lieu  de  deux  moins,  comme  on  l'a  noté:  ce  qui 
ime  omission  <le      dans  1  i  \|h  iu;nrc  du  in  octobre. 

On  sera  peut-être  étonna  de  voir  que  la  durée  de  la  période  diffère 
très-peu  de  la  durée  des  périodes  d'oscillation,  qiuind  on  6te  le 
flotteur.  Il  y  a,  comme  on  le  verra  plus  loin,  des  causes  de  compen- 
sation dans  la  distribution  des  vitesses;  en  général .  la  présence  du 
flotteur  tend  à  diminuer,  sous  certains  rapports,  la  durée  de  la  pé- 
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riode.  Ainsi  «  quand  on  met  la  colonne  en  oscillatran  en  y  plongranl 
alternativement  le  flottenr,  le  nombre  des  oicillatioos  augmente  dans 
on  temps  donné  t  relativement  à  ce  qu'il  est  quand  on  6te  le  flotteur  et 
qii*on  laiwe  ensuite  la  colonne  abandonnée  à  elle-inéme.  On  peut  s'en 
r»»ndre  compte  inscm'à  «in  certain  point,  d'après  ce  que  i'fii  <ht  dans  le 
tome  m  de  ce  Journal ,  en  considérant  ce  quise  pastte  quand  le  flotteur 
est  invariablement  suspendu  au  haut  de  sa  course.  Alors  sa  présence 
forme  un  rétrécissement  au  sommet  du  tuyau»  et  il  en  nisulte  une  aug- 
mentation dans  le  nombre  des  Oscillations,  dont  f  avais  donné  la  loi 
depuis  longtemps  f  et  dont  j*ai  ici  vérifié  de  nouveau  Tensfence. 

£tudet  sur  eettt  expérience  et  sur  tes  détaiis. 

En  donnant  oe  cliiffire  de  o,55 ,  MM.  les  Commissaires  de  l'Institut 

tr  «^empressent  de  reconnaître  que  ce  résultat  obtenu  sur  un  appareil 
»  dont  la  constructiofi .  dirif^ée  avec  une  strict*'  (''coiioniie ,  laissait 
>■<  !)e.iii( oiip  H  désirer,  ne  doit  être  considéré  que  couhik  mi  minhimm. 
•'  Uii  ue  |>eut  douter,  en  eflet,  que  la  maciiiue  li^diaulique  de  M.  de 
»  Caligny ,  employée  plus  avantageusement,  construite  avec  plus  de 
v  soin  et  dans  de  nouvelles  proportions  que  les  dernières  «oipériences 
»  ont  indiquées,  ne  paisse  donner  uu  effet  utile  notablement  plus 
»>  f'îpvé.  )' 

Si  j'ai  r;i|>|K>i  té  les  >érifK allons  préccilt  ntes  c'est  sui  toul  p.irce  qu'il 
ne  me  parait  pa>  impossible  d'examiner  eu  quoi  peuvent  consister  le» 
défauts  de  Tappareil ,  au  moyen  de  mesures  particulières,  qui  ont  d'ail- 
leurs l'avantage  de  mieim  faire  étudier  les  principes  sur  lesquels  il 
repose  Voici  d  abord  une  expérience  que  j'ai  souvent  répété,  que 
je  montrai ,  le  lo  octobre,  à  plusieurs  membres  du  Conseil  de  la  Société 
d*Kncouragement ,  à  la  fin  de  la  séance. 

Le  robinet  du  tonneau  étant  fermé,  et  le  réservoir  supérieur  en  ^inc 
étant  plein  d'eau ,  J'obtenais  deux  périodes  de  la  machine ,  après  l'avoir 
mise  en  train  de  la  manière  suivante  avant  de  laisser  la  soupape  s'ou- 
vnr.  Le  mouton  étant  accroché,  j'enfonçais  le  flotteur  dans  le  liqui<le 
que  contenait  le  tuyau ,  en  pesant  sur  la  corde;  je  le  laissais  relever 
ensuite  par  le  rontrr-poifls,  et  ainsi  <1p  suite,  jusqu'à  ce  que  ces  im- 
mersions aiteinatives  dans  la  colonne  liquide  de  plu6  en  plus  ai>cen« 
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daiite ,  mise  en  oscillation  par  ce  moyen,  eiMsent  &it  parvenir  le  liqiiidtt 

assez  haut  pour  ouvrir  la  soupape  anmilaire,  ce  qm"  suffisait  pour 
mettre  la  machuie  en  train.  On  peut  remarquer,  en  passant,  que  cf 
mu}'eu  A^ainurcei  l'appaml  constitue  une  véritable  pompe  qui  n'a 
point  besoin  de  eoupape. 

Dans  les  expériences  dont  j'ai  déjà  rendu  compte,  j*mmrçais  la 
machine  par  des  introductions  altematÎTes  de  Peau  du  bief  siipé* 
rieur  sur  la  colonne  de  plus  en  plus  ascendante,  en  ouvrant  alter- 
nativement la  soiipa|ir  :  niais  ici  j'avais  un  grand  intérêt  à  ménfjp»^ 
l'eau  du  réservoir  en  /.me.  Le  travail  de  l'eau  étant,  comme  je  lu»  dit, 
employé  à  relever  le  flotteur,  je  ne  comptais  pas  le  premier  coup  de 
mouton. 

On  obtenait  deux  périodes  au  moyen  d'une  baisse  de  9  centimètres  ; 
mais  à  la  seconde,  il  e^t  vrai,  le  flotteur  ne  remontait  pas  tout  à  fait 
assez  hant  pour  accrociier  le  inoiitun.  Afin  d'y  parvenir,  il  iailait.  en 
amoi'çanl  la  machine,  faire  en  surte  de  rejeter  une  certaine  quantité 
d'eau  dans  le  réservoir  supérieur,  et  encore  j'y  suis  rarement  par> 
venu.  Cette  circonstance  laisse  sans  doute  un  peu  de  vague  sur  le 
résultat  de  cette  expérience,  qui  u*est  intéressante  que  pour  indi- 
quer la  limite  de  ce  qii'on  pouvait  faire  avec  un  appareil  si  mal 
coti^truil.  OjHUKlaiit  il  est  clair  (ju'oii  ne  pouvait  pas  faire  f;onfler 
beaucoup  l'eau  dans  les  environs  de  ia  soupape  ,  sans  la  faire  verser  par- 
dessus les  iMMrds  du  bassin  en  zinc ,  quoiqu'elle  redescendit  immédia- 
tement par  l'ouverture  de  la  soupape.  Si  l'on  admettait  moyennement 
sur  la  surface  une  augmentation  d'épaisseur  de  o",oi  environ,  cela 
ferait  vnie  baisse  de  o"\o:"  par  période. 

Ia's  parois  du  réservoir  quadrangulatre  en  /inc  étant  voilées,  je 
craindrais  d'induire  en  erreur  si  je  calcidais  le  volume  d'eau  dépensé 
au  moyen  de  Tespace  abandonné  par  la  baisse  du  niveau  supérieur. 
D'ailleurs,  les  personnes  qui ,  dans  plusieurs  séances,  <nit  vu  fonction- 
ner la  machine,  ont  remarqué  elles-mêmes  la  baisse  notable  qui  se 
présentait  à  la  iirt  de  chaque  épreuve,  sans  que  cela  empêchât 
d'obtenir  encore  plusieurs  périodes.  Or  ce  qin  est  important,  c'est 
moius  une  diminution  de  quelques  centième;»  sur  ia  chute  totale, 
que  la  baiise  rdeOwtmeat  à  la  hauieêa'  du  niveau  aaniesnts  lAn  nége 
fixe  de  la  soupape  amuilaire.  Il  ne  s'agit  plus  seulement  d'une 
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baisse  moyenne,  mais  de  la  limite  de  celle  pour  laquelle  la  machine 
peut  encore  fonctionner,  (..e  qui  fait  l'iniportauce  de  cette  observa- 
tion, c'est  que  la  dépense  d'eau  de  la  machine  provient  inunedia- 
tement  de  la  hautear  du  niveau  rapérieur  au-desmis  du  siège  fixe  dt 
la  soupape,  laquelle  retombe,  comme  je  Tai  expliqué  dans  le  para- 
graphe I ,  au  moment  où  l.i  colonne  liquide  tend  à  débiter  plus 
d'eau  qu'il  ne  peut  en  venir  du  bief  supérieur.  Or,  si  la  vitesse  d'écoir- 
lement  de  l'eau  de  celui-ci  est,  à  la  limite,  proportionnelle  à  la  racuie 
carrée  de  cette  hauteur,  il  en  sera  de  même  de  la  vitesse  dans  le  grand 
tuyau  horiaontal.  La  force  vive  emmagoinée  dans  le  sjttàne  m» 
comme  cette  même  hauteur,  et,  en  déânitive,  le  débit  à  chaque  pé- 
riode lui  sera  aussi  à  peu  près  proportionin  l  dans  certaines  limites. 
Sans  doute  il  y  a  (pielque  chose  d'hypolliéticpie  dans  l'estimation  ri- 
^joureuse  du  débit  d'après  ce  phénomène ,  que  jp  n'ai  encore  pu 
étudier  d'une  manière  tout  a  tait  complète;  mais  il  m  a  semblé  ce- 
pendant utile  d*indiquer  le  réiiiltat  auquel  on  serait  conduit  par  ce» 
considérations,  en  ne  donnant  oe  résultat  que  pour  valoir  oe  que  de 
raison. 

En  partant  de  ces  données,  il  est  facile  de  voir  que,  dans  les  cir- 
const.'tm  es  où  les  périodes  sont  assez  peti  nombreuses  pour  qtr'on 
en  puisse  trouver  d'aussi  régulières  qut*  &i  la  machine  était  réglée 
à  peu  près  comme  dans  le  cas  où  le  flotteur  serait  guidé,  on  parvient 
k  un  effet  utile  d'environ  les  deux  tiers  du  travail  dépensé  par  la 
chute. 

Mais  pour  être  sûr  de  faire  accrocher  le  mouton  quand  il  y  avait 
beaucoup  de  périodes,  je  <U"hitr»is  ordinairement  plus  d'eau  qu'il  n'en 
(allait  pour  que  le  tlotteur  atteignit  la  limite  de  sa  course  ,  comme  il  le 
faisait  quand  il  ne  rencontrait  point  les  parois.  11  sautait  a  o'",i5  de 
haut  aii^essHS  de  la  limite  de  sa  course  utile,  dans  l'expérirace 
du  i4  octobre.  Voyons  comment  on  doit  avoir  égsrd  à  cette  dr» 
constance  dans  le  calcul  de  l'effet  produit. 

Le  flotteur  retombait  de  la  hauteur  o".  i5,  mais,  il  est  vrai,  rn 
refoni  Hit  Inns  le  bref  supérieur,  par  ta  soupape  ouverte,  un  volume 
d'eau  analogue  a  celui  qui  était  déplacé  par  cette  descente.  Cependant 
ie  travail  employé  k  relever  le  flotteur  k  à^,  1 5  de  plus  que  cda  n'est 
Déoessaîce  était  loin  d*étre  restitué  par  ta  rentrée  de  ce  volume  d'ean , 
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puisqu'en  retombant  If  flotteur  était  retenu  bnisqiiement  par  son 
anneau  de  suspension,  et  ratait  à  peu  près  en  rppoc  Or,  pendant 
celte  descente,  sou  travail  a  été  employé  en  partie  a  lui  laire  acquérir 
de  Ift  vitem  et  à  augmenter  cdle  dè  la  ooloone  anniilaire  liquide  qui 
reotourait,  en  ayant  k  surmonter  des  rMstances  passives,  et  en  exei^ 
çant  une  réaction  sur  la  tête  de  la  colonne  liquide  généralement 
ascendante.  En  définitive,  plus  de  la  moitié  du  travail  développé  par 
cette  descente  de  o'",!  'y  est  en  pure  perle;  le  flotteur  étant  soulevé  de 
plus  de  jj  de  1a  course,  ce  utilisé  entièrement,  s'il  avait 

él6  attelé  inTariablement  à  un  outil  qu'il  n'eût  pas  &llu  aocrocher 
abenuitiitanent.  D'ailleurs  Teau  rentrée  altemativemoit  dans  le  bief 
supérieur  donne  lieu  à  un  snrcrott  dans  la  valeur  et  le  chemin  des 
résistances  passives,  par  h  raison  même  qu'elle  augmente  l'ampli* 
tude  de  l'oscillation  sans  utilité. 

Enfin,  a  pour  apprécier  plus  exactement  l'efiet  du  moteur,  il  eût 
>  &llu  tenir  compte  des  résistances  passives  du  mécanisme  addition- 
»  nd»  telles  que  le  frottement  des  poulies,  l'inertie  du  déclic,  etc.  » 
Cette  remarque,  admise  dans  ces  termes  par  MM.  les  Conimissaires 
de  llnstitut,  est  conforme  à  ce  qui  se  passe  dans  la  prafiqi  u  flvs  usirtes; 
car  c'est  snr  l'arbre  d'une  roue  hydraulique,  par  exemple,  qu'on  me- 
sure Vc^et  utile,  et  non  sur  i'outii  qu'elle  fait  mouvoir. 

On  peut  encore  se  formor  une  idée  des  résistances  dont  il  s'agit. 
11  ne  suffit  pas  de  connaître  le  poids  nécessaire  pour  vaincre  la  résis- 
tance  des  poulies,  celle  de  la  flexion  de  la  corde,  etc.,  niais  le  poids 
nécessaire  pour  faire  décmcher  le  déclic  an  hatit  de  sa  course,  en 
faisant  plonger  le  flotteur  dans  la  colonne  remontante  qui  le  ren- 
contre avant  que  sa  descente  soit  finie.  J'ai  trouvé,  par  des  mesures 
directes,  que  ce  poids  ne  différait  pas  beaucoup  de  -n;  ou  «le  celui 
du  mouton ,  qudquefois  un  peu  moins.  Mais  il  est  juste  de  remar» 
quer  qu'une  partie  de  la  force  vive ,  développée  par  cette  quantité,  est 
employée  à  augmenter  la  course  du  flotteur  Or,  en  vortM  dps  lois  du 
mouvement  accélère,  on  pourrait  se  former  une  ulce  de  cette  force  vive, 
puisque  la  course  de  i  "«ba  est  parcourue  eu  3  secondes  environ ,  et  que 
la  colonne  remontante  ne  rencontre  le  flotteur  que  vm  la  fin  de  cette 
course.  Ayant  remarqué  que  le  mouton  s'élevait  en  vertu  de  la  vitesse 
acquise  à  environ  oF,oiS  au-dessus  de  la  limite        que  nous  avons 
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admis*'  dans  nos  calculs,  autant  qu'il  m'a  été  possible  de  Tobserver 
sans  appareil  dispos»':  dans  le  but  de  faire  cette  expérience  secondaire, 
on  peut  se  rendre  compte  de  la  manière  dont  iie  dépense  ie  travail  de 
oe  poîdii  «upplémentaire.  Plus  de  la  nutttié  de  ce  travail  qui.  e«t  ici 
perdue  eerail  enplojée  iitâeinent  dan*  wie  maohine  où  .le  ilotteur 
serait  toajoura  attelé  k  la  résistance  une  intermédiaiie,  «nw  cordes, 
ni  poulies,  ni  déclic. 

Je  trouve,  au  moyen  des  mesures  directes  et  des  consid/Tations  qui 
en  résultent,  qu'en  définitive,  Tefiét  produit  par  le  moteur  ne  devait 
pas  dÂÉérer  bmiicoup  de  0,70  du  travail  dépeosé  par  la  chute;  que 
même  ces  noesuros  permettent  de  discuter  les  imperfections  de  l'ap- 
pareil et  peut-être,  à  certains  égards,  d'en  connaître  les  propriétés 
d'une  TTiiniere  plus  complète  qu'on  ne  l'eût  £ait  avec  une  «xécution 
main.s  imparfaite. 

Il  y  a  encore  un  sujet  d'études  intéressâmes  sur  la  manière  dont 
se  distribue  le  travail  perdu,  en  supposant  une  exécution  moins  im- 
parfaite de  la  machine  f  mais  en  considérant  le  tnyau  de  conduite  avec 
les  défauts  quelconques  qu'il  avait  à  la  fin  de  ces  expériences,  à  partir 
de  Tépoque  où  l'on  a  commencé  à  pouvoir  me.surer  d'iuie  manière 
positive  l'efTet  utile  du  nouveau  moteur,  après  avoir  fait  beaucoup 
d'expériences  préliminaires,  dont  je  rendrai  compte  dans  Tonvrage  que 
je  prépu«. 

Émin  sur  Vwtpl»  det  nAUtHiett  pmtilHt  dkuu  te  moÊ&ur, 

T>e  frottement  provenant  du  simple  balancement  de  la  colonne  li- 
quide absorbe  une  quantité  de  travail  en  résistances  passives  bien  pins 
grande  que  la  somme  des  autres  causes  de  déchet.  Cette  remarque, 

que  je  vais  justifier,  est  d'autant  plus  essentielle,  qu'il  en  résulte  qu'il 
siiftlta  d'augmenter  dans  certaincN  limites  U-  diamètre  du  tuyau  en  L, 
pour  dimintier  le  déchet  total  d'une  manière  importante:  c'est  ie  point 
essentiel  des  études  suivantes. 

Abstraction  fidte  de  la  valeur  rigoureaie  des  coefficients  dea  résis- 
tances passives,  nous  admettons  siniplemait  les  diiftes  fournis  par  les 
observations  sur  le  tuyau  en  L,  dans  l'état  où  il  était  à  la  fin  de  ces 
expériences.  11  suiBt,  pour  se  rendre  compte  de  l'influence  du  simple 
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balauGement  de  ia  coionne  liquide  sur  le  déchet  total,  d'appliquer, 
avec  la  modification  dont  je  vab  parier,  les  formoks  que  j'ai  éta* 
bliaa  dans  le  tome  III  de  ce  loumal ,  et  qne  H.  GorioKs  a;  depnn 
retrouvé»  par  d'autres  médiodei»  en  rappelant  d'ailleurs,  dans  un 

de  ses  Rapports  à  l'Institut  sttr  mes  recherches ,  celui  du  w  août  1 838 , 
que  j  y  ^tais  pnrveim  le  premier  pai  d'ingénieux  nviyens  gf'oinétriques. 
\ji  motiitication  dont  ii  s'agit  consiste  dans  la  manière  de  tenir 

compte  de  l'inflneiiee  e»reée  «or  le  tncnS^  en  frottoment ,  par  la  pré- 
sence  du  flotteur  pendanl  YmototUm  de  la  colonne  liqnide. 

Le  flotteur  avait  une  densité  pli»  grande  que  celle  de  l'eau;  mais 

il  était  relevé  en  vertu  de  l'action  d'iin  contre-poids  qui.  joint  an  déclir 
et  tormant  ordinairement  en  tout  i  /j  kilogrammes  envn  on,  était  in- 
dispensable pour  le  faire flotter.  Pour  ce  sens  du  mouvement,  la  corde 
est  bien  arable  tendue  et  aetfémtanoeftpaHives  bien  ntoindre^  dana 
le  mouvement  en  aens  contraire;  cependant  il  fiiut  en  tenir  compte:  ce 
qui  fait  plu»  que  compenaer  une  petite  incortitude  sor  le  poids  nécewaire 
pour  vaincre  ces  résistances  passives.  I^s  choses  étant  alors,  quant  à 
l'ascension  du  flotteur,  dans  un  état  analogue  à  ce  qui  se  présenterait 
s'il  avait  une  densité  moindre  que  celle  tle  l'eau,  on  va  voir  que  cette 
ascension  permet ,  en  général ,  au  système  liquide  de  développer  un  pen 
plus  de  viteme  que  si  cette  pièce  étûl  retenue  en  équilibre  de  haut  en 
bas.  La  siu  face  de  la  colonne  liquide  est  d'ailleurs,  bien  entendu*  des» 
cendue  a  la  prolondtMir  nécessaire  pour  remonter  à  la  limite  de  sa  course 
ascensionnelle,  malgré  la  présenre  du  flotteur  supposé  en  repos  inva- 
riable. 11  semble,  au  premier  aperçu,  qu'il  y  a  ici  un  paradoxe;  ceci 
exige  quelques  développements. 

Si  le  flotteur,  descencb  aimleasoi»  du  niveau  du  inef  inférieur, 
était  supposé  dans  un  repos  invariable ,  il  occuperait  la  place  d'un 
volume  de  liquide  égal  à  son  propre  volume;  il  faudrait  donc  que 
le  niveau  de  colonne  oscillante  partît  de  plus  bas  pour  arriver  au 
haut  de  sa  course,  puisqu'en  vertu  de  Toccupation  permanente  de 
Tespace  dont  il  s'agit ,  il  leetemit  »  Tenu  qui  descend  moins,  de  chemin 
à  paroonrir  pour  dévdopper  sa  force  vive. 

Mais  ri  Ton  suppose  qne  le  point  de  départ  de  la  cdonne  soit  k  ime 
profondeur  convenablement  calculée  d'après  la  reroarqtie  précédente, 
et  que  l'on  fiuse,  pour  un  moment,  abstraction  des  résistances  pas* 

46.. 


364  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

su  Ls ,  la  douitédu  flotteur  étmti  par  hypothèse,  moindre  que  celle 
de  l'eau ,  son  ascension  est  une  cause  d'addition  de  force  vive  au  sys- 
tème, parce  qu'en  s' élevant,  il  fait  passer  de  l'eau  à  la  place  qu'il 
abandonne.  Il  est  clair  que,  s'il  était  dans  un  vase  d'eau  eu  repos, 
•on  aMenaion  ferait  descendre  le  cmtre  de  gravité  du  système.  EtàBni 
pour  ne  laisser  aucun  nuage  sur  la  manière  dont  le  travail  se  distribue 
en  vertu  de  cette  ascension  dans  la  colonne  liquide  oscillante,  il  suffit 
de  remarquer  que,  lorsqu'elle  est  finie,  l'espace  occupé  pr  imitivement 
par  !p  flotieur  est  rempli  d'eau.  Or  le  flotteur  se  trouve  alors  eu  entier 
au-de&sus  du  niveau  du  bief  inférieur;  et  comme  le  niveau  de  la  co- 
lonne liquide  oscillante  était  parti  de  plus  bas  que  lorsqu'il  n'y  avait 
pas  de  flotteur,  il  y  a  en;  en  définitive ,  plus  d'espace  envahi  par  le 
liquide  au-dessous  du  niveau  du  bief  inférieur;  cela  rend  compte  de 
la  raison  pour  laquelle  le  flotteur  a  pu  être  soulevé  malgré  le  travail 
résistant  de  son  poids. 

L'expérience,  d'ailleurs,  prouve  que,  dans  l'intérieur  de  la  colonne 
liquide ,  le  flotteur  ne  monte  point  par  sonbrmauts;  il  serait  donc  rigou- 
reux  de  tenir  compte,  dans  le  calcul  du  travail  en  frotlement,  du  sur- 
croît quelconque  de  force  vive  qui  pourrait  provenir»  Comme  je  l'ai 
expliqué,  du  mode  d'action  du  flotteur  pendant  son  ascension,  parce 
qu'à  une  augmentation  de  force  vive  correspond  une  augmentation  de 
résistance  passives  dans  le  balancement  delà  colonne  oscillante.  Mais, 
comme  la  différence  de  densité  entre  Teau  et  le  flotteur  n*était  pas 
très-grande ,  et  que  le  flotteur  finissait  par  avoir,  en  général ,  une  vîtess» 
analogue  à  celle  de  l'eau  qui  l'enveloppait,  cette  remarque  est  plus 
intéressante  pour  la  théorie  que  pour  l'estimation  réelle  des  effets  de 
la  machuie.  D'ailleurs,  les  résistances  yiassives  occasionnées  par  le  flot- 
teur, surtout  dans  les  premiers  instants  de  sa  rencontre  avec  la  coloune 
remontante,  diminuent  d'une  quantité  quelconque  lea  vitesses  du 
•yslême;  il  y  a  des  effets  de  réetstences  passives  compensée,  en  quel- 
que sorte,  dans  les  calculs  qui  ne  porterait  que  sur  des  quantités 
très-secondaires  ici,  et  d'une  détermination  trop  délicate  pour  mériter 
d'être  étudiées  en  ce  moment  relativement  à  une  expérience  aussi 
impariaite. 

La  correction  à  frire  sur  la  profondenr  de  Toscâlladon ,  dans  le  cal- 
cul du  déchet,  à  cause  du  mouvement  du  flotteur,  ne  provient  point 
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de  l'oficUlation  desceudante,  puisque  ie  Hotteur  ne  fait  guère  que 
sirivre  la  ctrfonne  liquide  dans  le  aena  de  ce  moareBoent.  1a  dernière 
moitié  de  l'ocdllalion  deaoendanle  est  parfittteaMnt  dégagée  du  flot- 
teur; aaais  il  faut  lei^r compte,  dans  la  première  moitiér  da  la  manière 

Hont  se  distribuent  la  valeur  et  le  chemin  des  résistances  passives.  T.a 
hauteur  de  l'eau  qui  engendre  de  la  vitesse  dans  le  tuyau  pendant 
que  l'eau  motrice  y  pénétre  est  moindre  que  la  hauteur  moyenne 
d*où  celle-ci  partirait,  si  le  tuyau  était  prolongé  en  deisus,  et  qu'elle 
«1  dcsoeadit  pour  engendrer  la  même  nteme,  au  lien  de  sortir  du 
bi*  t  s  i)^ériettr.  Il  but  en  tenir  compte  dans  l'application  des  for- 
mules. An  reste,  il  y  a  une  sorte  de  compensation  provenant  de  ce 
que  le  flotteur  suspendu  occupant  un  certain  volume  au-dps.sous  du 
niveau  du  bief  supérieur,  la  quantité  dVau  sortie  de  ce  bief  pour 
engendrer  la  force  vi^  qui  le  aérait  par  un  égal  volume  d*eau ,  si  le 
0otleur  était  enlevé  «  descend  d'une  hauteur  plus  grande  que  celle 
du  centre  de  gravité  du  flotteur. 

Ces  considérations  secondaires  ont  ici  peu  d'importance.  On  pourra 
faire  le  calcul  k  peu  près  comme  pour  les  résistances  passives  d'une 
(Mcillation  libre  dans  un  tuyau  vertical. 

Pour  appliquer  k  ToscUlation  remontante  les  formules  que  je  rap- 
pelle au  commencement  de  ce  paragraphe,  il  faudrait  réduire  les- 
choses  au  degré  de  simpHcM  0&  elles  seraient  si ,  le  flotteur  étant  stip* 
primé,  !a  colonne  liquide  partait  de  la  profondeur  nécessaire  poiir 
avoir,  en  arrivant  a  la  hauteur  du  niveau  du  bief  inférieur,  à  peu  [uvs 
la  quantité  de  force  vive  qu  elle  doit  avoir  après  être  partie  de  plus 
bas,  quand  on  suppose  le  flotteur  invariablement  fixé  à  la  limite  inli^ 
rieure  de  sa  course.  Cette  détermination  est  facile  à  obtenir  au  moyen 
des  principes  que  j*ai  exposéa  dans  les  tomes  III  et  Yl  de  ce  Journal. 
On  trouve  d'ailleurs,  au  moyt^n  des  mêmes  principes,  que  le  calcul 
(lu  déchet  établi  de  cette  manière  peut  être  plutôt  au-dessus  qu'au- 
dessous  de  sa  véritable  valeur,  à  cause  de  la  manière  dont  la  présence 
du  flotteur  modifie  le  chemin  parcouru  par  les  résistances  passives. 
Ainsi,  il  y  a  divenes  causes  de  compensation,  et,  en  définitive ,  on 
peut  se  servir,  dans  une  simple  approximation  comme  celle  dont  il 
s'agit,  de  mes  formules  sur  le  mouvement  osoillnfoire  dans  les  tuyaux 
cylindriques  iudéhniment  prolongés  dans  le  sens  vertical.  Mais  il  faut 
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avoir  égard  à  la  manière  de  les  employer  que  j'ai  prescrite,  et  se  ser- 
vir, pour  détertniniM'  la  somme  des  coefficients  des  résistances  passives 
qui  se  présentent  dans  le  simple  balanoctnent  de  la  coioup«  liquide, 
d«s  obMsrratioM  Sreetes  fintas  mit  k  dé^wl  àm^  b  Imiear  de  la 
colonne  raiiionluile,  lonqu'on  a  6té  la  floltew  à  la  fin  de$  eip^ 
ricnoei. 

Quant  atix  irrégiitarités  i^econdaires  qui  résultent  nécessairement  du 
principe  de  l'oscillation,  elles  se  nkliiisaient  à  peu  de  chose  lorsque  la 
machine  était  bien  réglée  et  en  ai>s«ssi  bon  état.  Lorsque  les  spectateur;» 
ne  regardent  pas  aunitar  le  flotlear  dans  rîntérienr  du  tuyau  en  L, 
ils  peuvent  craindra  qfC^  n*y  ait  dee  soubresauts,  k  canae  da  oa 
qui  se  passe  à  la  limite  de  l'ascension ,  mais  il  n'en  est  pat  ainsi{ 
s»'ulempnt,  à  la  fin  de  l'ascension,  U-  flotleiir  monte  aune  certaine 
hauteur  au-dessus  du  point  où  cela  est  iiécessait-e,  pour  accrocher  plus 
sîu-ement  le  tnouion.  Or  il  est  indispensable  de  laire  observer  qiie, 
dans  le  cas  où  il  s'agirait  de  &iM  fonctioiiner  un  outil  qui  savaft  tou- 
jours attelé  au  flotteur,  oe  soubresaut,  qui  esl  dans  oe  modèle  un  dé* 
Csut  essentiel,  serait  impossible.  En  effet,  la  résistance  iudustridle 
tiendrait  le  flotteur  mspendu,  si,  par  hypothèse,  elle  ne  pouvait  être 
surmontée  que  par  la  totalité  ou  la  presque  totalité  du  poids  du  âot 
teur,  découvert  en  vertu  de  la  décente  ultérieure  de  la  colonne 
liquide. 

A  r^poque  où  la  colonne  renontante  rencontre  la  fbtteur,  qui  des^ 
cend  encore,  \\  se  présente  un  bouillonnement  momentané  autour  de 
son  c'ine  inférieur,  et,  par  suite,  une  cause  quelconque  de  ballotte- 
ment dans  le  flotteur,  quand  il  n'est  pas  guidé.  Mais  U  est  clair  que, 
s'il  est  guiilé ,  cette  cause  insignifiante  de  perte  de  travail  est  san»  in* 
oonvénient ,  et  se  confond  avec  cellai  dont  TaObt  est  alt«raati«emait 
restai  en  vertn  de  l'augmentation  de  profondeur  dans  le  point  de 
départ  due  à  une  dépense  d'e^u  motrice  plus  considérable  que  cela 
ne  serait  nécessaire  si  l'on  n'avait  pas  à  tenir  compte  des  irrégularités 
éventuelles.  La  limite  f\e  ces  irrégularités  sera  déterminée,  bien  en- 
tendu, dans  chaque  mac  In  ne,  et,  lorsqu'elles  ne  se  préseuterout  pas, 
il  rratrera  à  d^que  période ,  dana  la  bief  supérieur,  u»e  partie  du 
surcroit  de  débit  destiné  à  y  avoir  éffità  dans  tous  les  cas,  pour 
que  l'appareil  ne  soit  jamais  arrâté^  evoepté  dans  des  circoostauces 
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très*nir«s,  ainii  qye  cela  arrive  pour  toutes  le*  machinas  hydrau- 
liques. 

Je  n'entrerai  pas  icî  dans  le  détail  des»  calculs,  n'ayant  pour  but, 
dans  ce  Journal,  que  d*expoier  des  principes.  Toki,  au  reste,  les 
dcnuiées  immériqnea  au  moyen  desqudles  le  lecteur  pourrait  facile- 
flMnt  vérifier  le  résultat  prilicîpal,  en  relisant  au  besoin  les  deux  Mé- 
moires que  j'ai  rappelés,  ouméoDe  celui  de  M.  Coriolis,  inséré  dans 
le  fonie  111  de  cr  Jounial. 

Ayant  retiré  le  flotteur  du  système,  j'ai  mis  la  coiuun«  h  |  ul.  en 
oscillation  par  TintroductiaB  altenutive  d'une  tranche  de  iiquule,  en 
soulevant  altemativeoMnt  la  soupape,  comme  je  Tai  dit  plus  haut.  Je 
tenais  ensuite  cette  soupape  invariablement  fermée,  lorsque  la  colonne 
remontante  avait  versé  par-dewtis  ce  turatt-snttpapp ,  en  passant  par 
l'espace  libre  à  son  intérieur;  car  il  faut  toujotirs  se  souvenir  que  la 
soupape  est  disposée  de  manière  à  ue  jamai:»  iK)iicher  tmmyersalement 
le  tuyau,  le  laiaiais  retomber  la  eokmne  liquide,  la  soupape  étant  tou- 
jours fermée,  c^eaM-dire  aonwneau  inferieur  reposant invariaUem<>j)t 
sur  le  siège annnlaire  fixe,  et  je  notais  la  hauteur  à  laquelle  parvenait 
la  colonne  remontante.  Je  craignais  d'abord  que  l'air  Introduit  dans 
le  liquide  par  le  mode  de  mise  en  train  n'altérât  notablemeiit  les  ré- 
sultats, cela  faisait  évidemment  quelque  chose;  tuaii»  le^  huiles  d  air  du 
sommet  de  la  oohnine  paraissaient»  en  définitive,  peu  importantes. 
lyailleurSf  î*ai  répété  un  grand  norobra  de  fais  cetteimpérienoe,  en  re- 
trouvant toujours  assez  sensiblement  le  même  déchet  k  cette  époque  de 
mes  essais.  Or*  il  est  probable  qu'il  n'en  aurait  pas  été  ainsi  dans  le  cas 
(Xi  Ip'i  hnllf's  d  air,  introduites  d'une  manière  nécessaireuieiit  peu  uni- 
turme ,  auraient  eu  une  influence  essentieile  sur  les  effets.  Quoi  qu'il  en 
scit,  voici  le  résultat  d'après  lequel  j'ai  &it  un  essai  de  calculs  mimé- 
riqiies. 

L*eau  remontait  à  o",aa  du  sommet  du  tuyaursoupape.  Pour  ap- 
précier ce  décbet,  il  faut  se  souvenir  que  le  diamètre  intérieur  de  ce 
tuyau  n'était  que  de  o"',!^6,  fandis  que  le  diamètre  était  de  o'",4o  au- 
dessous  du  siège  de  la  soupape.  Afin  de  tenir  compte  des  plus  petites 
ciroonslanon,  on  peut  ajouter  que  le  diamètre  o",36  ne  commençait 
même  qu*à  «^yo3  au-dessus  dn  si^  de  la  soupape.  L'eau  redescendait 
k  9*«70  aiHkssoos  de  son  premier  point  de  départ  supérieur,  avant  de 
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remonter  ainsi,  ce  qui  fait  i"',a6  de  baisse  au-dessous  du  niveau  du 
hassin  infôrieur,  dans  le  tuyau  de  o°,  'i  de  diamètre. 

Il  eùl  été  à  désirer  que  l'on  pût  mesurer  exactement  la  profondeur 
à  laquelle  la  surface  de  Teao  descendait  quand  le  flotteur  en  jeu 
dan»  le  tuyau  vertical,  et  qu*en  un  mot  la  madiîne  foncHonnaît 
comme  à  l*ordinaii%.  Hais  le  mouvement  du  flotteur,  qui  n'était  paa 
guidé  dans  cet  appareil  d'essai ,  empêchait  crenfoncer  une  perche  pour 
prendre  cette  mesure,  comme  on  l'avait  fait,  à  rnviron  i  centimètre 
près,  quand  on  avait  enlevé  le  tlotteur  pour  étudier  le  libre  balancement 
de  la  colonne  liquide.  ]y ailleurs ,  la  surface  de  la  colonne  était  htisée, 
parce  qu'elle  descendait  alors  dans  le  coude  jusqu'à  la  profondeur  à 
laquelle  on  commençait  à  la  perdre  de  vue.  J'ai  tâché  de  reconnaître 
cette  profondeur  en  remarquant  que  la  surface  brisée  se  trouvait  • 
sur  le  joint  du  premier  et  du  second  tuyau  courbe,  qui  formaient  le 
coude  en  quart  de  cercle  disposé  entre  le  tuyau  horizontal  et  le 
tujau  vertical.  La  longueur  développée  de  Pâme  du  tuyau  abandonné 
au-dessous  du  niveau  d*aval  par  la  colonne  oscillante  n'était  pas  de  plus 
de  i*,8o  environ ,  et  encore  il  faut  tenir  compte  de  ce  que  le  bas  du 
tuyau  arrondi .  formant  plus  de  la  moitié  de  cette  longueur,  se  trou* 
vait  à  une  profondeur  un  peu  moindre  que  s'il  avait  été  rectilig^ne. 

Nous  connaissons  par  des  expériences  directes  le  déchet  de  la  co- 
lonne remontante,  partie  d'une  profondeur  de  i^jaô  au-dessous  du 
niveau  d'aval.  Nous  savons,  d'^rès  ce  qui  a  été  dit  sur  Tinfinence  du 
flotteur,  que,  pendant  l'asoenaion  de  la  colonne,  le  travul  en  frotte- 
ment doit  différer  peu  de  ce  que  nous  avons  trouvé  en  supprin)ant 
le  flotteur.  Il  suffît  de  se  rappeler  que,  si  le  flotteur  était  maintenu  en 
repos,  la  colonne  partant  d'une  profondeur  calculée  d'après  la  présence 
de  cette  pièce,  une  quantité  déterminée  du  tuyau  devrait  être  remplie 
au-dessus  du  niveau  d'aval  par  la  colonne  liquide. 

Pour  se  former  une  idée  approchée  du  déchet  provenant  de  Toscil- 
.ation  descendante  suivie  par  le  flotteur,  il  suffirait,  d'après  ce  qui  a 
été  dit,  d'observer  directement  le  décliet  à  ime  époque  où  le  niveau 
d'aval  serait  assez  bas  pour  que  l'oscillation  eût  une  amplitude  ana- 
logue au  double  de  la  demi-oecillatioft  obeervée  au-deseous  du  niveau 
d'aval,  à  l'époque  où  la  macliine  était  en  train.  Cétait  ce  que  j'avais 
fait  à  une  époque  antérieure;  mais  le  tuyau  n'était  pas  dans  les  mêmes 
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conditions  que  lorsque  je  mesurai  l  efTet  utile  de  la  machine ,  ainsi  que 
je  l'expliquerai  plus  loin,  û'ailieui^,  comme  j'ai  seulement  pour  but 
d'indiquer  une  vérification  sur  Tétai  définitif  de  ia  machine,  je  me 
contenterai  de  rappeler  qu'en  général ,  lorsque  les  amplitudes  des  os- 
cillations ne  sont  ni  trop  diflërantes  entre  elles,  ni  trop  grandes  par 
rapport  eu  diamètre  du  tuyau*  le  rapport  du  déchet  en  hauteur  de  la 
colonne  remontante  dans  un  tuyau  vertical  d'égal  diamètre  partout  suffî- 
saiîiment  prolongé,  à  In  profondeur  du  point  de  départ  au-dessous 
du  niveau  d'aval,  est  a  peu  près  en  raàsou  mverse  de  cette  profondeur, 
toutes  choses  égales  d'ailleurs,  d'après  les  expériences  que  j'ai  rap- 
portées dans      précédents  Mémoires.  Id  Tasoension  aurait  eu  assea 
de  puissance  pour  rejeter  une  certaine  masse  d*eaii  dans  le  bief  supé- 
rieur, si  le  flotteur  avait  été  supprimé,  puisque  la  rentrée  de  cette  eau 
.TiM  iit  tenu  lieu  du  travail  résistant  du  poids  du  flotteur  pendant  qu'on 
le  relevait.  Ainsi,  dans  un  tuyau  vertical  suflisamment  proioni^é, 
la  colonne  serait,  malgré  le  déchet,  montée  à  une  certaine  hauteur 
auKlesBUs  du  niveau  du  bief  d*amont  Ge|»endant  il  est  Adle  de  voir 
que  la  portion  du  tuyau  que  n^anrait  pas,  à  cause  du  déchet,  remplie 
la  colonne  remontante  à  son  sommet,  ne  serait  pas,  en  définitive,  ici 
à  une  hauteur  beaucoup  plus  grande  que  le  niveau  du  bief  d'amont, 
dans  le  cas  où  le  tuyau  vertical  serait  de  même  diamètre  |)artout,  au 
lieu  d'être  rétréci  sur  une  longueur  de  o'",47  par  la  soupape  annulaire. 
Or  cela  est  trèt«ommode  pour  ae  fimner  une  idée  du  déchet  total  pro- 
venant des  deux  oscillations,  ou  du  simple  mouvement  de  la  colonne 
liquide ,  à  canse  des  compensations  qui  résultent  d'ailleurs  de  ce  qu'une 
partie  du  tuyau  vertical,  par  hypothèse,  était  i&dinée  à  l'origine  du 
coude. 

Je  ne  m  étendrai  pas  cependant  ici  sur  la  vériticatiuu  du  travail 
résistant  provenant  de  ce  balancement,  en  ne  fiùsant  reposer  mes  cal* 
culs  que  sur  la  mesure  dûrecte  de  la  profondeur  k  laqudle  le  niveau 
brûé  de  la  colmme  oscillante  étdt  descendu ,  parce  que  cette  mesure 
directe  laisse,  comme  je  l'ai  dit,  un  peu  d'incertitude.  Mais  j'ai  penst* 
qu'il  ne  serait  pas  san?  quelque  intérêt  d'indiquer  les  considérations 
précédentes  qui  permettent  d'étudier  la  question  soits  divers  }.>oints 
de  vue.  En  définitive,  on  peut,  si  ce  genre  de  vérification  paraît  titile, 
appliquer  id  de  diverses  manières  les  formules  sur  les  oecillations  des 
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liquides  que  j'ai  établies  dans  le  tome  III  d<'  ce  Journal .  en  détermi- 
nant les  coefficients  au  moven  des  ol)st»rv,ilions  diiTCtes  faites  sur  le 
tuyau  de  la  oLichine,  à  l'époque  ou  j'ai  mesuré  l  elfet  utile  d'une  ina- 
nière  plus  complète.  On  trouvera  que  les  résistances  passives  dues  au 
simfde  balancement  de  la  colooDe  doi'veot  avoir  absorbé  ^  00  \  en- 
viron du  travail  de  la  chute,  selon  que  l'on  considérera  le»  diveran 
limites  de  cette  chute  sous  lesquelles  la  machine  a  fonctionné.  Je 
reviendrai  d'ailleurs  sur  ce  sujet  dans  le  chapitre  suivant ,  en  rap- 
portant ûes  expériences  plus  spéoalt^,  dans  le  simple  but  de  faire 
encore  mieux  concevoir  l'état  de  la  question,  et  en  prévenant  toujours 
qu'il-  nviratMtnelMr  k  ces  divers  systètaes  de  vérificatîoaqa'uns  imw 
pornnnriMOODdaue.  Peut-être  n*en  aurais-je  dît  que  qiifIquM'  mois  si 
la  machine  avait  été  mieux  conatniita  ;  amb  Timperfection  «sénie  de 
l'exécution  m'oblige  de  l'étudi^T  soiw  divers  points  de  vue. 

Il  y  a  plusieurs  aiUres  causes  de  perte  de  travail,  abstraction  âiite 
dtt  mode  d  application  du  moteur  : 

i*>.  A  la  fin  de  Tasoensioa  de  la  colonne  remontante  ^  il  s'eaeroe  de 
bas  en  haut  tciie  percussion ,  insignifiante  il  est  vrai,  sur  le  rebord  in  - 
térieur  du  tuyau-soupape.  Dès  l'instant  oà  cette  soupape  commence 
à  se  soulever,  l'eau  du  bief  supérieur  entre  sur  la  colonne  remon- 
tante, et  l'aide  à  se  remettre  de  niveau  avec  le  bief  supérieur.  Cette 
quantité  d'eau  était  d'ailleurs  très- petite ,  ainsi  que  la  hauteur 
moj'enne  dont  son  centre  de  gravité  descendait  a<»*dessos  du  seuil  de 
la  soupape.  Il  est  foeUede  s*eo  rendre  compte,  surtout  si  Ton  a  égard 
à  ce  que,  le  flotteur  cylindrique  occupant  à  cette  époque  le  centre  de 
la  soupape  annulaire  dont  la  section  intérieure  est  déjà  moindre  que 
celle  du  tuyau,  le  volume  annulaire  de  liquide  dont  il  s'agit  ne  donne 
lieu  qu'à  un  déchet  sans  importance,  en  contribuant  à  rétablir  le 
niveau,  comme  on  vient  de  le  dire. 

a**.  La  soupape  étant  convsnablenieDt  équilibrée,  le  tramil  né> 
cessaire  pour  la  fiure  fonctiafiner  est  de  peu  d'importance;  comme 
elle  se  baisse  trèS'Vite,  la  perte  de  force  vive  de  la  fnndie  an- 
nfdaire  qu'elle  coupe  est  très-petite.  Quant  à  la  colonne  en  mou- 
vement  dans  le  tiiyan  en  I>,  ses  sections  transwrsalM  ne  peuvent  ja- 
mais être  bouchées.  Il  n'y  a  d'intercepté  que  le  mouvement  de  l'eau 
affliiente  dans  l'intérieur  du  réservoir  supérieur  en  aûic,  ce  qui  ne 
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donne  évideaunent  lien  qu'à  une  quantité  de  perte  de  force  vive  trèà' 

p«^ii»<^  par  rapport  k  IVnsemble  du  système  en  ni<^iivement.  Cette  eau  , 
dont  la  direction  est  changée  par  la  soupape  annulaire,  a  d'aiUftirs 
toute  la  libt»rté  |X>sâtble  pour  |>roiluire  Ueh  ondes  dans  le  bassin  su- 
périeur, «me  donner  Keu  k  aucune  chance  de  coup  de  b^er. 

3*.  La  contraction  de  la  veine  Hqnîde ,  à  ami  entrée  du  bief  supérieur 
dans  le  tuyau,  ne  pouvait  être  que  partielle;  «t»  ^Bkiy  la  soupape 
étant  suffisamment  levée,  il  n'y  avait  aucune  cause  de  contraction  stir 
le  jKJurtour  central  tormé  par  le  flotteur  cylindrique  suspendu  an  hant 
de  sa  course.  11  n'y  en  avait,  à  proprement  parler,  que  i>ur  le  pour- 
tour extérieur  du  «iége  de  la  aoupape  ;  «t  encore  die  était  diminuée 
par  un  entonnoir  en  xinc  qui  n*avait,  d'ailleurs,  qu'une  forme  provi» 
soire,  son  coté  ayant  une  indinaison  sur  l'horizontale  d'environ  la 
moitié  d'un  angle  droit,  et  sa  hauteur  étant  <le  o"*,  t8  à  ri"',ao.  Au 
vt-^Xk- .  je  ne  me  suis  pas  aperçu  que  cet  enlomioir  eût  une  uifliience 
hieu  sensible  sur  le  résultat  définitif:  car,  dans  des  expériences  sur  une 
machine  d'une  exécution  si  imparbite,  je  ne  sais  trop  si  Ton  doit  tenir 
bien  sérieusement  compte  d'une  période  de  plus  ou  de  moins ,  quand  on 
en  compte  une  soixantaine  à  partir  du  moment  où  elles  sont  bien  régu- 
lières, ie  dois  dire  aussi  qu'au  delà  de  certaines  limites,  la  grandeur 
de  l'ouverture  de  la  soupape  était  sans  importance:  ainsi,  je  ne  me 
suis  pas  aperçu  qu'une  levée  de  o",  i  r  donnât  un  eftet  utile  sensible- 
ment moindre  qu'une  levée  de  o"*,aa,  ou  que  les  levées  intermédiaires, 
la  largeur  de  l'orifice  annulaire  étant  de  o^,o6.  Enfin,  quand  le 
flotteur  n'était  pas  dans  le  centre  du  tuyau,  et  en  touchait  presque  la 
circonférence ,  il  n'en  résultait  pas  de  différence  sensible. 

V  Pendant  toute  la  dur»V  de  l'introduction  du  liquide  par  la 
s«>upape,  il  y  a  un  petit  surcroît  de  frottement  dans  le  tuyau  annu- 
laire d'une  très-petite  longueur,  formé  par  les  deux  tiers  environ 
des  parois  -verticales  du  flotteur,  suspendu  à  cette  époque  d'une  ma- 
nière fixe,  et  par  les  parcrie  àa  tuyau  de  la  machine.  Ce  surcroît 
est  encore  insignifiant.  A  la  sortie  de  ce  tuyau  annulaire,  la  veine 
M'  dibn»  (Inris  le  tuyau  vertical  de  o'",/îo  de  diiinerre  I  f  s  Inis  de 
ia  perte  de  torce  vive,  dans  ce  ^enre  <le  dilatation,  ou  rvasenietit ^ 
ne  sont  pas  généralement  connues.  On  ne  sait  pas  bien  suivant 
quelles  courbes  se  dirigent  l«s  filets,  dans  les  circonstances  snrbnit 
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où  il  y  a  lieu  de  penaer,  à  ctuie  du  cône  inférieur,  que  la  dilata- 
lion  n'est  pas  brusque.  J'ai  eu  occasion,  en  1837,  de  faire  à  TÉcoIf 
des  Miiif's  des  expériences  sur  ce  sujet,  et  j'ai  trouvé'  qvie,  dans  le» 
circoustance^i  où  j'ai  opéré,  et  dont  je  rendrai  compte  ultérieure- 
ment ,  U  perte  était  anes  bkn  exprimée  au  moyen  des  principes  de 
Borda,  e'est-è-dire  an  moyen  du  carré  de  la  diflérance  det  vitemest 
an  lieu  de  la  dîffibenoe  des  carrés,  comme  le  supposait  d'Aobuis- 
son.  Il  résulte  de  cette  observation  ,  d'accord  avec  les  théories  aujour- 
d'hui généralement  admises,  que  la  perte  de  force  vive  provenant  de 
la  dilatation  dont  i\  s'agit  est  tres-petite.  Pour  s'en  former  une  idée ,  k 
l'époque  où  «Ue  est  à  son  maiimum,  il  lâat  se  rappeler  que  ia  Kmile 
de  la  hauMiT  due  à  la  viteme  d'Introduction  étant  la  haoMiir  définf^ 
tive  du  niveau  du  bief  supérieur  au-dessus  du  seuil  de  la  soupape, 
on  doit  encore  tenir  compte  de  la  diuiiiuition  provenant  de  la  ron- 
frarlirm  quelconque  dont  nous  avons  parlé,  et  dont  on  peut  remar- 
quer que  les  effets  viennent  même  en  déduction  de  cette  cause  de  perte 
de  force  vive. 

5**.  Tai  déjà  parlé  des  pertm  de  force  -rive  oocarionnées,  pendant 
quelques  instante,  par  la  rencontre  du  flotteur  dans  sa  desomte,  et  de 

la  colonne  liquide  dans  son  ascension ,  en  faisant  remarquer  qu'il  y 
avait  des  causes  de  compensation  assez  intéressantes,  par  suite  desquelles 
je  n'en  ai  pas  tenu  compte  daus  cette  approximation.  Pour  bien  étudier 
la  nature  des  effets  qui  se  présentent  à  cette  époque,  il  faut  voir  que 
la  colonne  est  d*abord  obligée  de  prendre  un  surcroit  de  Titeaae  de  bas 
en  haut  dans  l'eqiace  annulaire  compris  antour  du  flotteur,  qui ,  dans 
les  premiers  instants  de  la  rencontre,  a  une  même  vitesse  en  sens  con- 
traire. Or  les  parois  cylindri'pies  de  ce  flotteur  forment  un  véritable 
tuyau  annulaire  dont  la  longueur  frottatitL'  est  variable  l'iisqu'  i  ce 
que  cet  espace  soit  rempli  d'eau;  et  pendant  que  cet  espace  se  rem- 
plit, il  y  a  une  amtmctim  de  la  veine  liquide  de  bas  en  haut,  dirai* 
nuée»  il  est  vrai,  par  la  présence  du  cône  diqiosé  à  l'estrémilé  du 
flotteur.  Enfln,  quand  le  flotteur  est  assez  plongé,  il  tend  à  prendre 
une  vitesse  acc/lérée  de  bas  en  haut,  et  sa  vitesse  le  fait,  à  une  certaine 
époque,  monter  à  peu  près,  en  général ,  comme  s'il  fiii^it  partie  du 
liquide.  Cependant  sa  vitesse  définitive  le  fait  nécessairement  émerger 
à  la  fin  de  sa  course.  Dans  pluNCurs  expériences,  je  Tai  môme  vu 
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atteindre  U  fin  de  cette  coune,  et  sortir  de  l'eau  en  vertu  de  sa  vitesse 
aoquiset  bien  avant  que  la  colonne  liquide  eût  achevé  son  ascension. 
Cette  circonstance,  dépendante  de  la  manière  dont  le  flolteTir  est  leste 
yar  lui-même  ou  p.ir  son  contre-poids,  ne  paraissait  pas  avoir  d'in- 
tJueuce  notable  sur  le  résultat  définitif-  On  peut  remarquer  que  sou 
frottement,  à  cette  époque,  et  feflèt  de  poupe  qui  en  làultait,  don- 
naient lieu  à  une  perte  qndconque  de  travail.  Mais  tout  cela  est  sans 
beaucoup  d'importance,  ces  effets  ne  paraissant  influer  sérieusement 
que  pendant  des  fractions  assez  petites  de  la  durée  totale.  J'ai  déjà  fait  re- 
marquer que  l'ascension  du  flotteur  au-dessus  de  la  limite  de  la  colonne 
liquide  n'était  point,  en  général,  une  cau&eUe  décliet  absolu ,  dans  toutes 
les  circonstances  où  il  ne  pouvait  pas  retomber  avant  d'être  suffisamment 
découvert  par  le  mouvemott  de  haut  en  bas  de  cette  colonne.  C'est  ce 
qui  aura  Ûen ,  en  général ,  dans  rapplicaiion  du  moteur  aux  outils 
qud.conques  à  mouvement  allematift  QMUê  qu'il  ne  faudra  pas  accro- 
cher altertmlivemerit .  Te  ne  m'occupe  pas  encore,  dans  cette  Note,  du 
cas  où  l'on  veut  obtenir  un  mouvement  circulaire,  et  dont  je  n'ai  dit 
que  quelques  mots. 

En  définitive,  si  Ton  réunit  toutes  les  causes  secondaires  de  perte 
de  force  vive  ou  de  travail»  distinctes  de  celle  qui  est  occasionnée 
par  le  simple  balaneemeol  ou  le  mouvement  général  de  la  grande  co- 
lonne liquide,  on  ne  trouve  que  quelques  centièmes  du  travail  <\v  la 
chute  d'eau.  Cela  confirme  les  résidtats  obtenus  au  nioyen  des  me- 
sures diverses  dont  j'ai  rendu  compte  dans  le  paragraphe  précédent, 
autant  du  moins  qu'on  peut  le  faire  pour  une  expérience  satisfiikante, 
il  est  vrai ,  mais  provisoire. 

Il  faudrait  maintenant  pouvoir  démélw  les  diverses  espèces  de  causes 
de  déchet  <\\n  se  présentent  dans  le  mouvement  général  de  la  colonne 
liquide,  puisque  c'est  là  que  se  trouve  la  plus  grande  partie  dn  tra- 
vail en  résistances  passives.  Je  vais  donner  une  idée  des  tentatives 
que  j'ai  fiiites  k.  ce  sujet,  dans  le  but  d'en  condnre  les  modifications 
qui  doivent  augmenter  Tefiet  utile. 


374  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 


Etmdt  ftiuê  tpéduie  des  rHtiÊamee»  patsives  r^tativemeat  à  la  déurmùutùm  du  diamètre 

ilu  turau 

Le  tuyau  horizontnl  ôr.iif  couché  clans  I  angh*  du  bassin  dpChaillor, 
|)arallèlem«»nf  k  l'an  re  de  cet  angle,  de  sorte  que  l'eau  qui  sorr;>it  pnr 
&OII  extrémité  d'aval  ne  pouvait  pas  s'étendre  librement  de  tleux  cutt  s. 
Ce  tuyau  étftil  |>orté  sur  des  tasseaux  d*uiie  petite  hauteur,  et  il  était 
d'ailleurs  très-près  du  nour  vertical ,  auquel  il  était  parallèle.  En  un 
mol,  un  ajutage  divergent  de  /4",4  ^  càtê,  qui  s'enfonçait,  par  son 
extrémité  la  plus  étroite,  dans  le  tuyau  de  o'^,/\o  de  diamètre  intérieur 
■1  peu  près  le  même,  et  dont  l'antrp  extrémité  avait  un  diamètre  dou- 
ble, ou  de  o'",8,  s'appuyait,  par  cette  dernière,  contre  le  fond  et  la 
parut  verticale  du  bassin.  Il  était  un  peu  déformé  par  !>ou  poids  II 
aemblait  résulter  des  expériences  de  Venturi  et  de  M.  Eytdwein  »  que 
cet  ajutage  devait  augmenter  l'effet.  Mais  quand  je  l'ai  6té,  je  n'ai 
remarqué  ancune  différence  sur  les  o*,2a  de  dédiet  dans  la  colonne 
reuioiitaute ,  au  sommet  âe  la  soupape  annulaire,  dont  il  faut  se  soti- 
v^'nn-  que  le  diameUe  intérieur  n'était  que  de  o'",36,  soit  que  cet  aju- 
tagf  ne  produisît  pas  d'eflFet  bien  sensible,  soit  que  la  veine  liquide,  a 
cause  de  la  proximité  des  parois,  prtt  tont  natordlement  une  forme 
asses  analogue  il  celle  qui  devait  résulter  de  cette  pièce.  H  y  avait,  il 
est  vrai,  une  cause  de  contmciion  k  l'époque  du  retour  de  la  ooloune; 
mais  la  proximité  des  parois  détruisait  ime  partie  de  wn  effet,  d'ati- 
taiil  plus  tjiie  le  dernier  tuyau  étant  à  cmhfiffempnt  et  ;i  conion  exte- 
neur, et  sou  embouchure  étant  convenablement  «lisposée,  cela  aug- 
mentait encore  la  proximité  des  parois.  lyaîllcnrs  Taugmentation  de 
diamètre  intérieur  provenant  de  cette  emboudiure  étant  d'environ  |  en 
sus,  et  le»  carrés  des  vitesses  étant  en  raison  inverse  des  (piatriemes 
puissances  des  diamètres,  cela  modifiait  sensiblement  le  ri  snltat,  t[u*il 
(le\tnait  difticile  de  ne  pas  confondre  avec  celui  du  froiîenient,  du 
coud)  du  tuyau  en  L,  et  des  imperfections  de  ce  tuyau,  telles  que 
les  Inertes  d'esu  et  les  rétrécissements  quelconques  anx  joîniures. 

Ainsi  que  je  Tai  4tabH  par  la  géométrie,  dans  le  premier  Mémoire  que 
j'ai  publié  dans  ce  Joaroal ,  tome  IT! ,  et  dont  M.  Coriolis  a  retrouvé 
les  résultats  par  l'analyse,  la  longueur  du  tuvnu  liorizontal  serait  in- 
différente au  déchet ,  si  Von  n'avait  a  considérer  qu'un  frottement  de 
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parois  proportionnel  aux  carrés  des  vitesses  de  ia  lolonne  liquide, 
parce  que  la  différence  de  iuugueiir  des  surfaces  frottâmes  serait  com- 
pensée par  ia  différence  des  carrés  des  vitesses.  ^]nis  1  inlliienre  des 
causes  locales,  teUes  que  le  coude ,  etc. ,  augmente  airec  les  «itease». 

En  démontant  l*iq>|»areil,  j'ai  d'abord  fiût  enlever  le»  lo  derniers 
mètres  du  tuyau  horizontal  ;  j'ai  trouvé  que  le  déchet  »  dans  la  hauteur 
de  la  colonne  reaiontante,  était  à  |>eu  pi  ès  le  méine ,  rt  qu'il  était  plutôt 
diminué,  ét;ïnt  réduit  à  une  hauteur  de  o'",ar  au  plus.  Ce  résultat  est 
impurt;tiii  potir  l'aveuir  de  la  machine;  car,  pour  de  grands  diamètres, 
de  grandes  longueurs  de  tuyaux  seraient  dùpendieuaes.  J'ai  encore 
trouvé  que  l'ajutage  divergent  n*avait  aucune  influence  sensible  potir 
cette  longueur  de  tuyau,  lea  dupositiona  à  la  sortie  élaut  les  marnes 
qiie  précédemment. 

Ici  il  se  présente  une  difficulté  provenant  de  le  que,  m  !;i  lonsiK'ur 
des  surfaces  frottantes  d'un  tuyau  de  diamètre  doune  esi  ^alls  inlluenc» 
sensible,  en  supposant  ce  frottement  principalement  proporiionnei 
aux  carrés  des  vttesaes,  les  causes  heaies,  telles  que  les  oontractionSf 
le  coude,  les  évasranenls,  etc.,  ont  d'autant  plus  d'influence  sur  la 
perte  de  force  vive  totale  que  les  vitesses  sont  plus  grandes.  Or  la  durée 
des  oscillations  trouvée  par  expérience  était  à  peu  près  égale  .t  celle 
(les  oscillations  d'un  pendule  avant  la  longueur  dévelo[)pée  du  tii\;iii 
plongé,  dont  le  plus  grand  était  de  u3%4  environ.  Il  en  résulte  que 
les  vitesses  n'étaieat  pas  assez  petites  pour  que  Tun  des  coefficients  de 
la  résisianoe  passive  des  parois,  supposée,  par  Prony»  proportionnelle 
aux  simples  vitesses,  eût  ici  une  influence  très-notable  par  rapport 
aux  autres  causes  de  décliet.  De  sorte  que  les  différences  dans  l'influence 
de  ce  «oefTicient,  provenant  de*  diflérences  de  longueurs  du  tuyau  ne 
pourraient  servir  k  expliquer  8eul<»  couiuient  il  se  fait  que  le  déchet 
soit  plutÂt  diminué  qu'augmenté  par  la  diminution  de  la  Idngueur  du 
tuyau,  si  la  perte  de  force  vive,  à  la  sortie  du  tuyau,  et,  en  un  mot, 
à  l'extrémité  d'aval,  était  oonudérable. 

Pour  continuer  ces  comparaisons,  j'ai  fait  encore  eidever  7™.5o  du 
tuyau  hori^^ntal,  c'est-à-dire  une  fraction  beaucoup  pîtis  considé- 
rable relativement,  de  ce  qui  restait  de  la  partie  plongée.  Malheureu- 
sementrajutage  fut  tellement  eudoniniagé  à  celte  époque  de  mes  expé* 
riences,  qu'il  ne  me  lot  pas  possible  de  m'en  sertir  sous  sa  première 
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forme.  Je  le  ùs  réparer,  mais  eu  réduisant  le  plus  grand  diamètre,  k 
environ  qu'ISS,  et  en  oonflernmt  la  forme  de  son  autre  extrémité  nir 
une  longueur  d*environ  o"»e3;  de  eorte  qu'il  était  composé  de  deux 
portions  de  tuyaux  coniques  formant  un  ensemble  moins  régxilier. 
A  cause  de  la  petite  longueur  développée  du  système  plongé,  il  était 
difficile  d'amorcer  l'oscillalion  sans  qu'il  y  eût  beaucoup  plus  d'air 
enveloppé  que  dans  les  expi^riences  précédentes,  surtout  depuis  un 
accident  qui  s'était  présenté  à  la  fin  de  ces  expériences.  Il  y  a  eu  une 
augmentation  de  déchet  dans  la  puissance  de  la  colonne  remontante, 
sensible  du  moins  par  rapport  à  oehrî  qui  /était  présenté  quand  îl  y 
avait  7'",5o  de  tuyaux  le  pins 

,\vant  de  faire  ct-tte  f  xjtt  rience,  j  avais  observé  les  oscillations  dans 
(e  tuyau  vertical  en  supprimant  tout  à  £ait  l'ajutage,  mais  en  dispo- 
sant latéralement ,  et  parallèlement  au  mur  vertical  du  bamin,  un  des 
tuyaux  en  fonte  de  cF^^o  de  diamètre  et  de  9",5o  de  long.  N'ayant  pu 
amorcer  assez  complètement  l'oscillation,  k  cause  des  mouvements 
de  l'air,  je  n'avais  observé  que  les  ascensions  qtii  se  présentaient  au- 
dessous  de  la  soupape  annulaire,  à  o'",f)o  environ  nn  maxunum  au- 
dessus  du  niveau  du  bief  inférieur.  Le  déchet  était  tres-seosiblement 
augmenté,  rdativement  au  premier  système.  )e  regrette  de  ne  pou- 
voir  donner  des  détails  plus  circonsbiociés  sur  ces  expériences  secon- 
daires, dont,  au  reste,  je  n'indique  le  résultat  général  que  pour 
valoir  ce  que  de  raison.  Le  Mémoire  que  j'ai  présenté  à  l'Académie  de» 
Sciences  le  8  jtiillet  i8/j/j ,  et  auquel  est  joint  le  plan  à  l'échelle  que 
M.  Corot  a  bien  voulu  dessiner  sur  les  lieux  avant  que  le  modèle  fût 
démonté,  n'a  pu  m'étre communiqué  pour  la  rédaction  de  cette  Note. 
Il  n*a  même  jamais  été  remis  entre  les  mains  de  MM.  les  Commissaires , 
dont  le  Rapport  n'a  été  fisit  que  sur  les  noies  qu'ils  avaient  eux-mêmes 
prises  sur  les  lieux ,  les  10  et  i4  octobre  i843.  Je  craindrais  donc  d'être 
trompé  par  mes  souvenirs  avant  d'avoir  pu  rf'trouver  plus  de  détails, 
n'ayant  ici,  d'ailleurs,  pour  but  qu'un  résutné  succinct. 

I^'expérience  précédente  n'est  pas  tout  à  fait  concluante,  à  cause  des 
débuts  ou  des  omissions  dont  je  viens  de  parler.  L'augmentatiou  quel- 
conque d*c0èt  dû  à  routage  peut ,  au  reste,  provenir  en  partie  cle  ce 
que  la  longueur  de  cet  ajutage  n'étant  pas  très-]>etite  par  rapport  à  ce 
qui  restait  du  tuyau  plongé,  il  en  résultait  qu'une  partie  de  Venseml>ie 
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aftit  un  diamètre  plus  grand  que  le  reste.  Son  influence  sur  la  lon« 
gueur  totale  est,  d'ailleurs,  indiquée  par  la  différence  des  durées  des 
occillations.  Ainsi ,  avpc  l'ajutage  il  y  avait  onze  ascensions  en  6a  se- 
condes, et  &aus  1  ajutage,  vingt-cinq  en  a  minutes }  et  encore  la  diffé- 
rence aunàt  M  mm  doute  plue  ecmiidérable  n  le  tiiyau  de  fonte ,  dis< 
pMëlaténdenent  pour  augmenter  rnooentanéinciit  la  solidité  de  Tap- 
pareil ,  à  cette  époque  de  mes  expérienoei»  n'avait  pas  formé,  a  \  t  c  1(  fond 
et  la  paroi  verticale  du  bassin  iino  «iorto  de  canal  rectangulaire  qui 
devait  augmenter  d'une  quantité  quelconque  la  masse  en  oscillation 
lorsqu'on  supprimait  l'ajutage.  Quant  à  la  contraction  proprement 
dite  de  la  veîoe,  dana  k  mouTeaient  de  reioar,  ton  influence  était 
diminuée  par  la  Ibme  de  Temboucburet  par  la  proximité  du  fond  et 
du  mur  vertical  du  bassin  ,  et  même  par  la  présence  du  tuyau  de  fonte 
latéral,  dont  j'ai  parlé  pour  le  cas  où  l'on  supprimait  l'ajutage. 

J'ai  comparé  les  expériences  sur  le  déchet  pour  toute  la  longueur 
du  tuyau  horizontal,  à  celles  que  j'avaiii  faites,  l'année  précédente,  sur 
le  même  tuyau,  avant  d*av(Hr  étudié  la  machine  aussi  complètement 
que  ]e  le  désirais.  Je  me  suis  aperçu  qu'il  y  avait  des  diffiirences  diffi- 
ciles à  expliquer  sans  quelque  détériontioii  de  ce  tuyau»  provenant 
principalement  sans  doute  de  ce  que,  pour  cet  appareil  provisoire,  les 
joints  n'avaient  pa?  été  faits  avec  assez  de  soin ,  comme  on  s'en  est  d'ail- 
leurs aperçu  pour  plusieurs  en  les  démontant.  Tai  craint  que  ces  dif- 
férences ne  vinssent  en  partie  de  ce  qu'à  cette  époque,  je  n'avais  peut- 
être  pas  encore  bien  saisi  le  mouvement  néoosaire  «pour  mettre  la 
colonne  en  oscillation ,  sans  y  introduire  trop  de  bulles d*air.  J*ai  donc 
considéré  le  résultat  d'un  œrtaia  nombre  de  périodes  succesÀvea ,  ré- 
sultat qui  s'est  trouvé  nsse?  sensiblement  constant  pour  rnssurer,  au 
moyen  d'ailleurs  de  causes  évidentes  de  conij  cns atioii ,  sur  les  ebaiices 
d'irrégularité  provenant  de  ces  bulles.  Ainsi,  eu  ib^à,  û  ialiait  que 
la  colonne  remontât  trois  Mb,  après  être  descendue  du  sommet  bioi 
rempli  du  tuyau,  pour  que  la  surfroe  de  la  colonne  remontante  laisalt 
entièrement  vide  le  tujrau- soupape,  alors  fixe,  de  0^,4?  de  long  et 
de  o^jSC  de  diamètre  intérieur,  sans  parvenir  sensiblement  au-dessous 
ni  remonter  sensiblement  au-dessus  de  l'origine  de  ce  tuyau-soupape, 
a  la  troisième  ascension.  En  184^,  il  fallait  près  de  quatre  périodes 
pour  obtenir  le  même  résultat  En  i843 ,  la  baisse,  au  bout  de  deux 
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périodes,  était  de  o'",33,  el,  en  iS'in.  âv  »)'"  -■-  à  o"'.  io,  ou'«lp.  o'"^© 
au  [)lus  |>oiir  trois  jM-rioflcs.  Enfin  ,  pom  inu-  i)ai>st.'  ultérieure  (leo"',^". 
il  ikllâit  encore  troù>  penotics,  en  184^,  tau  ii»  ^ue,  en  iti4>>  trou 
|iéri<Nh«  nlléneHres  ne  donnaienl  lieu  qa'k  une  baisae  nltérimire  d'en- 
virw  cT,  t6  ;  et,  pour  retrouver  la  baine  de  o",3o,  il  eu  Allail  environ 
six.  A  |Mrtîr  à  peu  prés  de  Taréte  inférieure  du  ttiyau  de  o^,'i6  de  dia* 
mètre,  sept  périodes  atigtnentaitiit  le  iléclief  d'environ  o^iSSeo  lè^if 
tandis  qu'il  en  fallait  à  peu  près  le  «Jcnible  eu  1842. 

lies  imperfections  quelconques  du  tujau,  mises  en  évidence  par  la 
comparaison  de  ces  deux  i^ies  d'observations,  empêchent  d'attacher 
beaucoup  dHmportanoe,  qnant  aux  ItmitaB,  ati  détail  des  périodes  in- 
terméiUaires  er  ntêauk  aux  chiffres  déûnitifr.  S'il  eet  pem»  d'affirmer 
que  Ja  somme  des  coefficients  des  résistances  passives  est  m(»ndre , 
dans  certaines  circonstances,  pour  le  mniivement  oscillatoire  que 
pour  le  uiouveuK'nt  uniforme,  il  faut  <tttendre  que  Ton  connaisse 
iiu  plus  grand  nombre  de  faits  pour  en  tirer  des  conséquences  géné- 
rales sur  la  valeur  rigoureuse  de  ces  coefficienis.  On  ne  saurait  être 
trop  ciroonspect  dans  l'étude  des  faits  qui  se  rattachent  aux  phéno» 
mènes.encore  si  peu  connus  des  mouveinents  moléculaires  Atwi,  Je 
me  contente  de  considérer,  dans  la  plupart  dp  mf!s  recliorchcs,  comme 
ottVaiit  d'ailleurs  im  minimum ,  les  cinftres  adoptés  par  Pronv  prMir 
ces  coefficients  dans  le  mouvfuieut  uuiiWme,  quoique  j'aie  déjà  réuni 

des    périenoes  asses  oonduanles. 

.Qnant.à  oe  qui  concerne  plus  spécialement  l'étude  de  celte  uiachinef 
je  ferai  remarquer  quen  184^,  les  tuyaux  qui  même  n'étaient  pro- 

bablfiiient  pas  à  heaitcoiip  prés  en  fjon  étrtt ,  les  jfiinti?  ayant  été  faits, 
potir  ce»  essais,  d'une  manière  tout  à  fait  provisoire,  ont  donné ,  m 
inouïs  pour  les  premières  périodes,  celles  qui  ont  c(é  étudiées  avec  Ir 
plus  deeoin,  un  déchet  moindre  d'environ  |  ou  |  que  celles  qui  ont 
élé  observées  à  Pépoque  où  la  madiine  a  -fonctionné  en  p#BeMede  la 
Gommissinnide  l'Institut.  Donc ,  plu^,  dans  lettcalcols-da  «driipitre  pré» 
cèdent,  on  estimera  haut  le  déchet  provenant  du  simple  balaneemeiit 
de  la  colonne  liquide,  plus  nous  srïnron*;  qti'il  faudrait  augmenter 
l'effet  utile  dans  les  calculs  sur  une  bonne  construction.  Il  y  a  ,  comme 
on  voit,  des  compensations  dans  les  estimations  si  elles  laissent  queU 
que  doute. 
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En  i84a,  je  profitai  de  ce  qtra  le niveni  éu  btMin  d'aval  étult  des- 
oendu,  par  anile  des  besoim  éû  serrice,  pour  observer  des  oscilla* 
tions  d*aiie  coarse  beaucoup  plas  grande.  Je  n'en  donnerai  pas  ti!i  le 

fiHail  ,  ayant  en  alors  |)rincij)alement  pour  but  d'f'-tablir  qu'ort  pouvait 
tn-s-i'actiement  mettre  la  colonne  liquide  en  oscillation  pour  des  am- 
plitudes bien  plus  considérables.  Mais,  parmi  ces  expériences,  il  y 
en  a  une  nsieab  inliéressante  pour  Tétade  de  la  madiiney  en  ce  que  le 
niveau  était  baisié»  dans  te  bief  d*aval,  fc  une  profondeni*  d'environe^^6o, 
de  sorte  que  Ton  se  trouvait  dans  des  circonstances  qui  n'étaient  pas 
trop  différentes  de  ce  qui  se  présentait  quant  à  l'amplitude  de  la  pins 
grande  des  deux  oscillations,  lorsque  la  machine  était  en  jeu  avec  h- 
flotteur.  Un  ne  doit  pas  oublier,  d'ailleurs,  qu'il  ne  s'agit  ici  que  de 
comparaisoilB  de  réstiltafs  analogues .  car  la  descente  dti  niveau  de  la 
colonne  dans  le  coudej  brisant  la  aurfree  de  ce  niveau ,  change  les 
conditions  du  phénomène,  aiosl que qiidqnes  autres  circonstances  dont 
j'ai  parlé.  Il  faut  surtout  tenir  compte  de  ce  qu'en  amorçant  l'oscill-i- 
tion  p;<r  mi»'  introiluction  alternativp  de  liquide,  on  introduisait  dr 
l'air  dans  U-  coude  pour  tes  grandes  amplitudes.  Aussi  Ip  (léclift  paraît 
relativen)ent  plus  grand  qu'il  ne  devrait  Tètre  d'<ipre:i  des  observations 
précédentes,  tout  cela  éMtt ,  au  reste,  diÊcile  à  prévoir,  à  cause  de  ce 
qu'il  y  a  de  nouveau  et  de  vraiment  singulier  dan^  les  phékiomèncs  des 
résistances  pasaivei  poor  lé»  mOavements  variés  des  liquides. 

Il  fallait  deux  asrensio>m  .  V  partir  du  moment  où  le  tuyau  était 
pleui  jusqu'au  sonunet ,  ptnir  (jne  la  colonne  remontante  parvînt  pré- 
cisément à  l'entrée  du  bout  du  tuyau  supérieur  de  o^,36  de  diamètre  et 
de  o"',47  de  haut ,  la  première  étant  remontée  à  environ  o*,a')  du  aotia» 
met  d'abord  rempli,  d*où  elle  était  deseendué.  Il  fiillait.ensuite quatre 
ascensions  pour  que  raugmentation  du  déchet,  considérée  aloi's  dans 
le  tuyau  pluslarg.-  le  o'",4o  de  diamètre,  fût  de  o'",5'>  environ.  Voici , 
maintenant,  comment  on  peut  partir  de  ces  données  pfiur  estimer  la 
partie  du  déchet  de  la  machine  qui  serait  due  aux  simples  uuuive- 
ments  de  hi  «ekmne  liquide,  ai  lès  dboses  avAienc  été  dans  lé  même 
état  qu'en  1 84a,  en  partant  de  Ce  qu'alors  le  déchet  de  la  première 
ascension,  quand  le  bassin  d'aval  était  plein,  était  seulement  i  peu  près 
de  n"*,  I  '(  à  o"*,  i(5  tout  au  plus. 

La  période  comprenant  deux  oscillations,  l'une  descendante,  l'autre 
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ranontanie,  la  moitié  environ  du  déchet  |iréoédent  doit  être  consi' 
défée  pour  diacune ;  c'est-à-dire  que  nous  aurons,  pour  une  oscilla- 
tion analogue  colle  qui  relève  le  flotteur,  un  déchet  qui,  pour  être 
compensé,  exigerait  qu'on  tirât  du  biet  Mipéneur  un  cylindre  d'eau 
d  environ  o"',o8  de  haut  et  de  o™,36  de  diamètre.  Quant  à  roscilJalioii 
d'une  puiMWDoe  analogue  à  Toacillation  dMoendante  de  la  machine, 
.  Mm  déchet  exigerait ,  pour  être  comblé,  un  cylindre  d'eau  de  même 
diamètre,  o'^^Sô  et  de  o**, i35  de  haut,  mais  tiré  d'une  hauteur  nota- 
blement plus  consi(l(^rable  que  celle  de  la  chute  motrice,  à  peu  prés 
dans  le  r  ip])  ut  de  190  à  126.  De  sorte  que,  pour  rapporter  tout  m  la 
même  uuite,  ce  sera  comme  si  l'on  tirait  du  bief  supérieur  un  cy- 
lindre liquide  d*eavînm  o^,ao  de  iiaat  au  lieu  de  o",  1 35,  ce  qui  finra  cii 
tout  o^,a8  poiv  rcmemble  des  deux  oecillations.  En  définitive ,  mm 
attacher  à  ce  genre  de  vérificatiott  plus  d'importance  qu'il  n'en  mt^- 
rite,  puisque  le?  circonstances  et  les  amplitudes  ne  sont  pas  tout  à  liait 
les  mêmes,  on  voit  comment  il  faut  s'y  prendre  pour  s'en  scn-ir,  et 
c'était  tout  ce  que  je  voulais  indiquer  sur  cette  matière  pour  compléter 
ce  que  j'ai  dit  djoks  le  chapitre  précédent.  On  trouve  eo  nombres 
ronds,  comme  je  l*ai  avancé*  que  la  partie  du  déchet  provenant  du 
simple  mouvement  de  la  colonne  ne  doit  paa,  dans  diverses  hypo» 
thèses ,  dépasser  i  ou  |  du  travail  de  la  chute ,  et  que  la  partie  pro- 
venant du  frottement,  quoiqu'on  ne  puisse  en  assigner  rigoureusp- 
ment  la  valeur,  est  assez  grande,  par  rapport  au  reste ,  pour  qu'on  soit 
«àr  d'augmenter  l'effet  utile  en  élaigimant  convenablement  le  6ottenr  et 
la  madiine.  Cest,  pour  le  moment,  la  seule  oonséquenoe  quia  je  me 
permets  de  tirer  de  ces  expériences,  ou  plutôt  de  ces  observations 
d'ingénieur,  faites  simplement  dans  le  but  d'étudier  un  modèle  d'une 
construction  si  imparfaite.  Plusieurs  personnes  remarquèrent,  dansiez 
expériences  publiques ,  une  des  perte»  d'eau  qui  se  £mait  par  le  tuyau 
vertical  à  son  joint  avec  le  coude. 

Métami  des  mAtrtku  ikédrifiut  sur  tt  déhU  rfVjit  mMfiet  carrttfMiiaMk  udk 

Les  dimensions  du  tonneau  de  jauge  ne  me  permettant  de  débiter 
qu*une  petite  quantité  d*Mu,  j'avais  disposé  l'appareil  de  manière 
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qu'il  pût  nareher  pendant  un  temps  convenable.  Amii,  dans  ces  eipé- 
rienees,  il  ne  débitail  paa  anea  d*eaa  ponr  le  maxiimini  d*eflèt  utile  à 

beaucoup  près. 

T.es  phénomènes  de  l'introduction  du  liquide  dans  l'appareil  n'avaient 
pas  beaucoup  d'importance,  à  cause  du  peu  de  hauteur  du  niveau 
d*antont  au-demit  dn  aeuil  de  la  ioupape.  Mais,  comme  il  ne  serait 
plua  permis  de  négliger  leur  influence  pour  des  dépenses  d'eau  consi- 
dérables, surtout  si  l'on  introduisait  le  liquide  en  plein  tuyau  sous  le 
flotteur,  je  préviens  que  les  calculs  suivants  sont  tout  k  fait  provisoires, 
Jusqu'à  ce  que  ce  ^enre  dp  phénomènes  soit  mieux  connu  :  j'en  dis 
quelques  mots  seulement  pour  donner  une  idée  plus  exacte  de  la  ma- 
chine. 

Si  Ton  àiit,  pour  un  moment,  abstraction  de  ces  phéDomènes  par- 
ticuliers, on  est  conduit  à  une  forniule  très-simple  pour  la  dépense 
d'eau  correspondante  à  l'effet  utile  maximum. 

Je  suppose  que  le  flotteur  soit  cylindrique  et  d'im  diamètre  à  peu 
près  égal  ii  celui  du  tuyau,  en  ne  m'occupant  pas  du  renflement  in- 
térieur tle  la  soupape  annulaire  et  de  la  résistance  de  Tair  qui  passe 
au-dessous  du  flotteur.  J'admets  que  le  sommet  dn  flotteur  ne  monte 
pas  bien  sensiblement  au^essus  du  niveau  dn  iMcf  supérieur,  et  que 
la  résistance  industrielle  à  vaincre  est  disposée  de  manière  qu'il  at- 
teigne, dans  sa  descente,  la  colonne  liquide  sans  perctission.  On 
voit  d'abord  immédiatement  s'il  a  une  densité  assez  peu  différente 
de  celle  de  l'eau,  que,  dans  l'ascension  de  la  colonne,  les  choses  se 
passeront  à  peu  près  de  la  même  manière  que  si  l'espace  occupé  par 
le  flotteur  l'éiaic  par  un  égid  folome  d'eau,  abstraction  fiiite  de  sa 
longueur.  C'est-à-dire  que,  connaksant  par  expérience  la  prafbiideiir 
d'où  le  niveau  de  la  colonne  remontante  doit  partir  pour  atteindre 
celui  du  bief  supérieur,  les  choses  se  passeront  à  peu  près  comme  s'il 
n'y  avait  pas  de  ilotteur  et  que  l'eau  partit  de  cette  profondeur  dé- 
terminée} en  im  mot ,  comme  si  le  flotteur  était  liquéfié. 

Pour  f  oecillation  descendante,  la  limite  de  la  profondeur  obtenue 
sera  sensibieneot  cdie  dont  je  viens  de  parier,  plus  la  lo^pieur  du 

flotter)  r 

J'ai  démontre,  dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  lunw  lli  de  ce 
Journal,  que,  s'il  n'y  avait  pas  de  causes  de  pertes  de  forces  vives. 
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pour  une  mioitiMl  oscillante  dans  un  tuyau  vertical ,  la  force  vive  yK- 
rierait  comme  les  sections  circulaires  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  et 
que  le  travail  que  l'on  aurait  ;i  snrnionler  pour  vaincre  les  ^é^ista!lces 
pa^ivei^  serait,  «n  général,  a  peu  près  comme  le  cube  de  rauiplitiide 
pour  les  vitesses  qui  ne  seraient  pas  trop  petites.  Mais  ie  Gas.i»*«ftt  pas 
tout  à  init  l«  même  Ui  dans  la  |Mreniére  motliâ  de  l'oscillaHon, descen- 
dante. Je  suppose}  par  exemple,  que  le  flotteur  ait  une  luugueur  ^«le 
a  la  hauteur  de  la  cluite  motrice  ,  et  qu*étant  remonté,  il  occupe  tout 
IVspar.'  cylindiique  compris  entre  les  niveaux  d'amont  et  rl'aval 
taisuiis,  pour  un  moment,  abstraction  des  resisUmce» passives ,  et  cou 
sidérons  de  quelle  manière  la  vitesse  s'engeiulre.  On  voit  d'abord  que 
l'eau  descendant  du  niveau  d*ainont  au  niveau  d*aval  par  un  orifitw 
convenableaMDt  dî^Kiaé,  descend  de  la  hauteur  du  centre  de  gravité 
d'une  ccrionne  qui  serait  de  même  diamètie  que  le  tuyau  vertical 
suffisamment  prolongé,  et  dont  la  hauteur  serait  dotd)le  de  celle  de  \,i 
chute.  Or  cette  colonne,  en  descentiant  au  niveau  d'aval,  aurait  en- 
gendré précisemeiU  la  ineni«  vitesse  qu'une  «^ale  quantité  d'<;au  sortie 
du  bief  d'auMMili  dans  PhypothiM  d»  flottacur.  Dana,  l'bjlpothèse,  du 
tuyau  prokiogé  et  de  la  suppression  du  flotCter^  Inlittce  vivie  ci»ttrait 
comme  i«a  aectioiia  circulaires'  d'un  deatii-ellipi>oklti  de  révolution, 
tandis  qite,  dans  l'autre,  elle  croit  comme  les  ordonnées  tl  un  triangle 
de  nième  hauteur,  jwi^qu'à  cbaque  mutant  elle  est  propurlîonnelie  à 
la  quantité  d'eau  dépensée.  Mais,  en  définitive,  les  deux  quantité» 
de  force  vive  acquise  sont  égales;  le  travail  nécessaire  pour  vaincre 
les  i^sistnticeB  pasnves,  à  peu  près  proportionnelles  aux  feraca.  vives 
dans  un  iiiéme  tuyau,  est  donc  dans  l'hypothèse  dii  flottéUr  cooiwe  |« 
tandis  que,  dans  l'hypotlièse  de  sa  suppression ,  elle  est  comme  |,  pré- 
cisément comme  pour  la  demi-oscillation  qui  se  présente  dans  les  deux 
iiypuihei»e»  au-dessous  du  niveau  d'aval. 

Si  maintenant  le  flotteur  n'est  pas  aussi  long  qu'à  la  limite  que  je 
viens  de  supposer,  mais  que  son  sonmiet  affleure  encore  le  nivemt.du 
bief  supérieur,  on  voit  immédiatenient  que,  moins  il  est  IcÉs*  plus 
on  se  rapproche  delà  limite  pour  laquelle  le  travail  en  réaiétàiBaas  pas- 
sives ne  serait  pas  moin  Irc  (fans  !:<  première  demi-oscillation  que  d;tni 
la  seconde.  Il  en  résulte  que  si,  pour  la  seconde  demi-oscillation  des- 
cendante ,  le  travail  en  résistances  passives  est  comme  le  cube  de  la 
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somme  àe  la  longueur  du  flottenr  cylindrique  et  de  la  profondeur 
atteinte  par  son  sommet  au-dessous  du  niveau  d'aval ,  pour  ce  qiie 
l'on  peut  appeler  la  première  demi-oscillatioti  dose  endante ,  le  travfiil 
PII  résistances  passives  n'augmente  pas  aussi  rapidement  avec  la  lon- 
jiueur  (lu  flnftetir.  En  définitive,  si  l'on  nomme  x  cette  longueur 
et  h  la  limite  de  la  profondeur  obtenue  par  son  sommet  au-dessous  du 
niveau  du  bief  d*av«l ,  le  travail  en  résistancca  passives  n'augmentera 
pas  en  somme  avec  x  aumi  rapidement  que  la  quantité 

{h  -h  x)*. 

Elle  croîtra,  par  suite  même  des  résistances  passives,  encore  moins 
rapidement ,  à  certains  rirards,  parce  que  ,  pins  F  implitiide  augmente , 
plus  les  résistances  passives  atigmentent  relativeinerit ,  le  travail  moteur 
étant  counue  le  carré  de  l'auiplilude ,  taudis  que  le  travail  en  résis- 
tances passives  tend  à  croître  comme  le  cube;  ce  qui,  diminuant  re- 
lativement de  plus  en  plus  les  vitesses  jrouantes,  influe  sur  le  travail 
en  résistances  passives  qui  en  rt^ultc. 

Tyes  considérations  précédentes  ont  seulement  pour  b'it  tie  faire  voir 
que  si  l'on  calcule  le  débit  correspondant  an  maxunuin  d'tiïet,  en 
supposant  le  travail  en  réùstances  passives  proportionnel  aux  cubes 
des  demi-oscillations,  il  y  a  lieu  de  penser  qu'on  sera  plutôt  au-de»- 
sous  qu'au-dessus  de  la  vérité,  puisqu'il  ne  parait  pas  que  ce  travait 
en  résistauces  passives  augmente  aussi  rapidementt  ^  moins  qu'on 
n'ait  égard  à  des  pliénoinènes  particuliers  au  mouvement  varié,  • 
mais  encore  trop  peu  conuus  pour  qu'un  eu  puisse  faire  la  base  d'un 
calcul. 

Soit  H  la  course  do  flotteur.  Sm  bwvail  sera  représenté  pt^r  «H. 
S'il  n'y  avait  aucune  cause  de  perte  de  force  vive*  le  travail  dépensé 
par  la  chute  d'eau  serait  égal  au  travail  du  flotteur.  Mais*  pour  teuir 
compte  (les  résistances  passives ,  soit  R  un  coefficient  constant  relatif  a 

ces  résistances  :  il  faudra  ajouter  au  iravad  de  l'eau  motrice,  d'après 
rhjpothese  précédente,  les  deux  termes  KA*  et  K(A-Ha:)*,  de  sorte 
que  Ceffct  utile  sera 

 «B  
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ou ,  en  pretHuit  h  pour  imité  dam  une  machine  donnée , 

xH  

En  diAftraotiftm  et  égalant  la  dîfESrentidle  à  aéro ,  on  trouve 

ajp*  4-  3«*=  a. 

Cette  équation  a  nne  racine  posUivc  comprise  entre  j  et  II  en  ré- 
sulte que,  pour  le  maximum  d'eilet,  ou  plutôt,  d'après  ce  qut  pré- 
cède ,  pour  une  limite  inférieure  du  débit  correspondant  au  maximum , 
il  aurait  fidlu  déUter  beaucoup  plus  d'eau  que  ne  le  fiiiiait  le  modèle 
du  diamètre  dont  il  s*agit  pour  la  chute  donnée.  On  aurait  donc  pu 
en  débiter  encore  beaucoup  plus  en  retrouvant  teffèt  utile  donné  par 
rexpériencp,  l'rjjef  utile  désignant,  comme  on  sait,  le  rapport  du 
travail  recueilli  au  travail  dépensé. 

Je  pourrais  développer  les  con&idérationa  précédente  en  tenant 
d'ailleurs  compte*  autant  que  cela  est  posaibk  dans  Tétat  actuel  de 
nos  oonnaisiances,  des  phénomènes  de  Tintroduction  de  l'eau ,  qui  ne 
sont  relatifs  qu'à  ce  que  j'appelle  la  première  moitié  de  l'oscillation 
descendante.  Mais  il  ne  paraît  pas  que  ces  phénomènes  modifient  au- 
tant le  résultat  défirjitif  qu'on  serait  porté  à  le  croire  pour  des  depenset. 
d'eau  assez  considérables,  quand  on  pourra  disposer  couvenableuient 
l'orifice  d'introduction.  J*ai  cru  qu'il  suffisait  d'indiquer  la  marche 
des  calculs»  le  résultat  que  je  vieos  de  donner  n'étant  d'ailleurs  appuyé 
que  sur  des  phénomènes  qui  ne  sont  pas  eux-mêmes  connus  d'une  ma- 
nière  assez  complète,  et  n'avant  ici  d'autre  but  que  celui  de  rssBurer 
sur  ia  pui&i»aiice  de  la  machine,  relativement  à  son  volume. 

(^anl  à  la  longueur  du  tuyau,  il  est  bon  d'indiquer  comment  on 
pourra  y  vrcàr  égard  ;  mais  il  y  aurait  encore  un  pbèfiooiéne  à  étudier 
pour  le  cas  où  ce  tuyau  serait  rnsca  court.  Je  veux  parier  de  la  résis- 
tance du  flotteur  plongeant  dans  la  c«>lonne  remontante,  résistance 
qui  ne  peut  être  évitée  que  par  des  conditions  particulières  dont  je 
donnerai  le  détail  dans  l'ouvrage  que  je  prépare.  Abstraction  taite 
de  ce  phénomène  particulier,  je  suppo&e  les  résistances  industrielles 
disposées  de  manière  qve  le  flotteur,  s'il  est  «Tun  diamètre  analogue 
à  celui  du  tuyau,  rencontre  cette  colonne  sans  percussion,  à  l'époque 
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ou  elle  se  rédaît  «Ile-méme  «u  fefK».  Alors ,  en  ne  tenant  pas  compte 

(les  rt'sistancps  accessoires,  telles  que  celle  de  Tatr  passant  au-dessous 
lin  flotteur  jusqu'au  niniiient  de  cette  rencontre,  il  serait  facile  de 
voir  d'après  quels  principes  on  déterininerait  la  longueur  de  tuyau 
nécessaire  pour  obtenir  l*iÀet  utile  maximom ,  en  admettant  le  résultat 
du  calcul  précèdent  ou  celui  d'un  calcul  plus  complet  qui  aurait  égard 
aux  phénomènes  négligés.  Il  suffirait  de  connaltrCt  par  expérience,  le 
maximum  de  hauteur  du  niveau  d'amont  aii-de55sus  dn  seuil  do  la  sou- 
pape et  le  maxiraïUTi  d'ouverture  pour  lesquels  la   macliiiie  peut 
fonctionner,  sans  que  les  phénomènes  de  contraction  et  ceux  des  croi- 
sements de  filets,  etc.,  absorbent  assez  de  travail  pour  changer  trop 
complètement  les  conditions  du  calcul.  Cette  condition  étant  remplie  * 
il  faudra  que  le  tuyau  ait  la  longueur  nécessaire  pour  que  Teau  qu'il 
peut  contenir,  ayant  acquis  son  maximum  de  vitesse,  ait,  au  moment 
ou  la  soupape  se  fernu*,  la  quantité  de  force  vive  suffisante  pour  pro- 
duire la  quantité  de  travail  indiquée,  relativement  à  chaque  période, 
au  moyen  de  ce  calcul  du  maximum  d'eifet.  S'il  est  plus  court ,  les 
conditions  du  maximum  d*«2^el  util»  ne  seront  pas  remplies;  s'il  est 
pins  long,  elles  pourront  l'être  dans  des  limites  très-étendues,  mais 
la  machine  débitera  moins  d'eau  dans  un  temps  donnt^.  Tl  y  aura  d'ail- 
leurs une  limite  de  longueur  au  delà  de  laquelle  on  ne  pourra  plus 
admettre  que  l'augmentation  de  longueur  des  surfaces  frottantes  sera 
compensée  par  la  diminution  de  la  fonction  de  la  vitesse  moyenne 
à  laquelle  le  frottement  est  censé  proportionnel.  Dans  les  très- 
petites  vitesses,  le  terme  proportionnel  aux  simples  vitesses  finira 
par  faire  plus  qu'une  compensation  à  l'avantage  provenant  de  ce  que 
les  résistances  locales,  telles  que  celle  dn  coude,  pIc,  diminuent  avec 
les  vitesses  pour  une  amplitude  d'oscillation  d'une  f,'randeur  déter- 
minée. Aussi,  on  a  vu  ,  par  les  expériences  précédentes,  que  déj»  mon 
tuyau  horiaotttal  était  un  peu  trop  long  «ous  ce  rapport.  Mais ,  dans  un 
premier  essai,  je  l'avais  pris  trop  long,  afin  de  me  débarrasser  de  la 
considération  des  phénomènes  dont  j'ai  parlé,  et  qnl  auraient  com- 
pliqué le  problême  au  lieu  de  n'avoir  qu'une  importance  secondaire 
pour  ces  dimensions. 

ijc  dispositif  que  j'avais  adopté  est  d'ailleurs  loin  d'être  le  seul  qui 
puisse  être  employé  avec  avantage. 
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PHMIpts  des  vmrUtés  du  nomrfau  sytiime. 

I.  Au  Heu  d'augmenter  la  profondeur  des  fondations,  pour  donner 
au  flotteur  la  place  nécessaire  à  sa  course,  dans  l'hypothèse  d'une 
quantité  donnée  de  titiTsil  à  chaque  période ,  on  peut  augmenter  la 
«ectioD  du  flotteur  et  celle  du  tuyau  Tertical  selon  certaines  lois.  Mais 
il  est  fiidle  de  voir  que  cette  disposition  sera  désavantageuse  à  certains 
t'gards,  parce  qtiP,  en  général,  Ir  chemin  parconni  par  les  résistances 
passives  est  d'aufant  plus  grand,  que  la  pression  motrice  ou  résistante 
provenant  de  la  différence  des  niveaux  est  moindre.  Il  se  présente  d'ail- 
leurs quelques  difficultés  de  plus  dan»  Tasoension.  Nous  avons  vu  que 
le  frottement  était  à  peu  près  le  même»  en  général,  que  si  le  flotteur 
était  tenu  en  repos  au  bas  de  sa  course.  Si  le  flotteur  est  beaucoup 
plus  groSf  il  y  a,  dans  l'hypothèse  que  je  viens  de  rappeler,  une  plus 
jj;ro<5«5e  colonne  liquide  à  élever  nn-dossus  du  nivp,iu  du  hiof  d';ival  .  et . 
par  suite,  une  plus  grande  quantité  de  travad  en  frotlemeiit,  à  la- 
quelle il  faut  ajouter  diverses  causes  secondaires  de  perte  de  travail , 
et  notamment  les  mouvements  quelconques  occasionnés  par  la  forme , 
les  dimensions  du  flotteur  et  du  tuyau.  D^nn  autre  côté,  il  y  a  ime 
cause  de  diminution  de  perte  de  travail,  parce  que  le  tuyau  .étant  plus 
gros  à  ta  IiantPiir  df  l'ouverture  de  la  vanne  cylindrique,  il  n'est  pas 
nécessaire  que  le  seuil  de  celle-ci  soit  aussi  bas  au-dessous  du  niveaTi 
du  bief  supérieur  pour  le  débit  voulu  de  la  machine.  Cette  disposition 
parait  être  au  nombre  de  celles  qui  <^rent  des  chances  raisonnables  de 
succès. 

8.  On  pourrait  encore  diminuer  la  profondeur  des  fondations  en 
ajoutant  une  soupape  à  Textrénité  d'aval  de  ce  tuyau,  eetie  extré- 
miié  étant  relevée  verticalement,  afin  que  la  force  vive  acquise  pen- 
dant que  cette  dernière  soupape  sera  ouverte  soit  éteinte  en  vertu  du 
refoulement  de  la  colonne  liquide  dans  un  tuyau  élevé  au-dessus  du 
niveau  du  bief  d'aval,  au  lieu  de  s'éteindre  eu  vertu  de  la  baisse  du 
niveau  de  l'extrémité  d'amont  au-dessous  de  ce  bief  d'aval.  Cette  ascen- 
sion alternative  servira»  dans  le  mouvetnent  de  retour»  à  relever  le  flot-* 
teur.  Cette  soupape  sera  annulaire  comme  la  première  ;  mais  ai  U  partie 
du  tube  relevée  verticalement  est  trop  longue,  elle  ue  pourra  pltia  être 
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ce  tube  verhcal  lui-même.  O  sera  une  soupape  He  cnrmvaU,  on  tr!ie 
sorte  (le  vatme  rvlindriqup,  facile  rl'niUeurs  a  faire  fonctionner  au 
iiiojen  de  ceHe  d  auiout,  dont  ies  expcriences  précédentes  fontcou- 
iMittre  ks  jeu.  £ll«i  «eronl  ouf«rte>  ^  fermées  ensemble  au  moyen  d*une 
chaine  lolide  ou  li^ùde,  oelle  dVal  «^élèvera  pendaiit  que  celle 
d'amont  descendra.  S'il  lémlle  de  cette  dîipoeiliOD  une  perte  (|ttel* 
conque  de  force  vive  provenant  dr  ce  qu'ij  pourra  rester  encore  un 
peu  dCaii  dans  le  tube  de  la  secoude  soupape  .1  l'époque  où  celle-ci 
.s'ouvrira ,  il  est  facile  de  voir  que  cette  perte  sera  insignifiante. 

3.  On  peut,  a!i  reste,  proposer  une  disposition  inverse  de  celle  qui* 
j'ai  décrite  dans  cette  Note.  Il  n'y  aura  qu'une  seule  soupape  ;  mais  au 
lieu  d'être  en  amont,  elle  sera  eu  aval,  1  autre  extrémité  du  tuyau  hori- 
«ontal ,  toujours  plein  d'eftUi  d&ouchant  dans  le  fatef  supérieur.  Cette 
«oupapesera  au  pied  d'un  tuyau  vertlca] ,  et  disposée,  en  nn  mot ,  comme 
la  seconde  soupqtedontje  viens  de  parler.  Il  est  probable  qu'elle  pouira 

fonctionner  au  moyen  du  mouvement  de  la  colonne  liquide,  et  l'on 
•wit  d'ailleurs  combien  il  est  facile  d'avoir  éganl  aux  petites  difficultés 
de  régulation,  au  moyen  de  l'un  des  moyens  conuus  sous  le  nom  tle 
cataraete.  L'élévation  alternative  de  la  colonne  liquide  dans  le  tuyau 
vertical  de  la  soupape,  en  vertu  de  la  fermeture  alternative  de  celle^i , 
permettra  d'utiliser  le  mouvement  d'un  flotteur  d'une  manière  ana- 
logue à  ce  que  j'ai  exécuté.  Dans  cette  diiposilion,  le  j«i  de  la  soupape 
est  moins  intéressant.  Voici .  au  reste,  comment  on  peut  concevoir  son 
jeu.  même  abstraction  faite  d  une  cularacte.  Si  elle  est  convenable- 
ment équilibrée,  la  vitesse  graduellement  croissante  de  l'eau  sullira 
pour  la  fermer  en  la  soulevant,  parce  qu'elle  aura  un  diamètre  un 
peu  mmndre  que  celui  du  tuyau,  et  que  la  percussion  de  l'eau  pourra, 
par  conséquent ,  agir  par^lessous  contre  im  anneau  disposé  à  sa  |>artie 
inférieure.  L'eau,  en  montant  dans  le  tuyau  vertical,  la  maintiendra 
fermée,  ri  d.ins  son  mouvement  de  retour,  la  colonne,  l'abandonnant 
a  son  propre  poids,  qui  ne  sera  contre-balancé  que  d'une  manière 
convettable,  lot  permettra  de  s'ouvrir  d'elle*ménie.  J'ai  exéoulé  une 
machine  ibnctioBnant  per  dee  principes  analogues,  et  dont  le  modèle 
est  au  Cabinet  de  l'École  Polytechnique.  11  n'y  a  aussi  qu'ime  seule 
soupape,  d'une  espèce  diflGàroite,  il  est  vrai,  de  celle  dont  je  viens  de 
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parler;  mais  les  phénomènes  qui  la  font  marcher  étant  les  mêmes,  je 
renvoie  au  dessin  que  j'en  avais  donné,  avant  de  Texéciiter,  dans 
le  tome  XIV  des  Àtmcàa  des  Mines. 

Je  reviens  aux  disporîtiom  plus  analogues  à  celte  qae  j'ai  d^ite 
principalement  dans  cette  Noie,  et  qui  paraissent  au  moins  applicables 
dans  beaucoup  de  circonstances,  si  Ton  donne  suite  aux  projets  de 
distribution  d'eau  à  domicile  dans  les  grandes  villes. 

4.  Pour  ces  applications  particulières»  il  n'y  aurait  pasj  en  général, 
beaucoup  d'importance  à  diminuer  la  course  du  flotteur,  puisque  les 
tiivp.inx  drs  ro'^ervoirs  ou  des  cuvettes  seront,  dans  un  grand  nombre 
de  circonstances ,  bien  au-dessus  du  sol.  On  aurait  donc  toutes  les  faci- 
lités nécessaires  pour  varier  ces  courses  de  £açon  à  profiter  des  proprié- 
tés du  système.  Par  exemple,  au  lieu  de  diminuer  la  course  du  flotteur 
en  augmentant  le  travail  en  rénstanoes  passives,  on  peut  l'augmenter 
en  diminuant  ce  travail  au  moyen  d'un  rétrécissement  convenable  «le 
tt>ut  le  tuyau  vertical.  Dans  Ifs  circonstances  ordinaires,  où  le  tuyau  ho- 
rizontal doit  être  assez  court,  cet  avantage  n'aurait  jjas  beaucoup  d'im- 
portance, parce  que  le  frottement  provenant  du  n:trécisseuient  du 
tuyau  vertical,  ébint  en  raison  inverse  des  cinquièmes  puissances  des 
diamètres,  le  compenserait  presque  toujours.  Mais,  dans  les  villes  où 
Ton  aura  ordinairement  des  tuyaux  horizontaux  d'une  certaine  lon- 
gueur, il  n'en  sprri  plus  ainsi. 

Cette  longueur  ne  sera  plus,  à  la  rigueur,  un  inconvénient  de  la 
mt-me  espèce,  parce  que  l'eau  motrice  afflueiite  pouvant  suffire,  dans 
certains  cas,  pour  refouler  le  flotteur  de  bas  en  haut,  la  machine  petit 
être  disposée  de  manière  que  la  colonne  liquide  do  tuyau  botizontal 
revienne  peu  ou  point  sur  ses  pas  si  le  flotteur  est  assez  gros.  Il  en  ré- 
sulte qu'il  ne  faudra  presqtie  point  mettre  sur  le  comptede  la  macbinele 
frottement  de  ce  tuyau  iiori/,ontal ,  puisque  ,  à\\  moins,  une  partie  con- 
sidéral>le  de  ce  frottement  se  serait  nécessairement  présentée  dans  In 
conduite  de  l'eau  pai'  un  mouvement  uniforme ,  s'il  n'y  avait  pas  eu 
de  machine.  Il  fiiudra,  il  est  vrai,  tenir  compte  d'une  autre  cause  de 
travail  résistant ,  parce  que  l'air  doit  pouvoir  circuler  librement  à  travers 
le  flotteur  pendant  sa  descente  ;  ce  qui  exige,  dans  ce  flotteur,  une 
disposition  accessoire  facile  à  exécuter  au  moyen  d'un  tube  k  soopape. 
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11  fiittt  aitiri  tenir  compte  de  ce  que ,  dans  toua  lea  cas  où  il  y  anra  une 
colonne  liquide  d*une  certaine  hauteur  au-dessus  de  l'orifice  annu- 
laire de  la  soupape  d'introduction,  par  suite  des  dispositions  qui  en> 
gpnt  que  le  flotteur  ne  gène  pns  cet  orifice  cette  colonne  devra,  comme 
une  sorte  de  piston  aspire',  [jrendre  la  vitesse  tic  la  colonne  liquide  in- 
férieure à  ia  sou|>ape  :  ce  tjiii  reiilre  <laus  les  principes  exposés  dans 
mon  dernier  Mémoire. 

11  eat  à  remarquer  que,  abstraction  laite  des  circonstances  dont  je 
viens  de  parler,  le  rétrécissement  du  tuyau  vertical  change  les  bases 
<lu  calcul  du  débit  corr»";p<>T!d-int  au  maximum  d'effet  utile,  et  donne 
pfïcore  plus  de  latitude  dans  Us  hypothèses  sur  les  tuyaux  d'une  ville  , 
pour  rétablissement  des  courses  du  flotteur.  Aussi,  il  y  a  lieu  de  penser 
que  lea  conduites  d*eau  pourront  réunir,  à  Tavantage  de  dîstaibuer 
line  denrée  de  première  nécessité,  celui  de  distribuer,  dans  beaucoup 
de  cas,  des  moteurs  pour  de  petits  ateliers. 

5.  Dans  ce  qui  précède,  j'ai  principalement  étudié  l'hypothèse  où 
le  flotteur  est  disposé  dans  une  branche  qui  descend  de  la  source.  Il 
(>st  intéressant  de  voir  comment  les  choses  se  passeraient  s*il  était  dis- 
posé dans  une  seconde  branche  beaucoup  plus  grosse ,  relevée  verti- 
calement en  avnl  du  tuyau,  et  s'élevant  seulement  au-dessus  du  niveau 
du  bief  inférieur  de  la  quantité  sullisante  po»ir  que  l'eau  de  ce  bief  ne 
puisse  pas  y  entrer  après  la  sortie  de  l'eau  motrice  par  cette  extrémité- 
On  jouirait  id  de  propriétés  qui  pourraient  peut-être  avoir  aussi  des 
avantages  dans  qudqoes  circonstances  particulières.  La  course  du  flot- 
teur serait  assez  petite,  étant  seulement  déterminée  par  les  oscillations 
du  iiiveati  dans  la  grosse  braTieh'v  T  a  colonne  liquide  aurait  alternati- 
vement un  mouvement  rétrograde  en  s'allongeant  pour  aller  à  la  ivn- 
coiitre  de  la  force  motrice  et  soulever  la  soupape  d'amont,  comme  je 
l'ai  expliqué  pour  le  système  objet  des  expériences  ci-dessns.  Mais, 
en  général,  cette  disposition,  qui  conduit  d*ailletirs  à  des  calculs 
intéressants,  ne  sera  point  avantageuse.  On  voit  qu'elle  repose  es- 
sentiellement sur  un  mouvement  de  i-etour.  Le  niveau  moyen  autour 
duquel  se  fait  l'oscillation  étant  plus  bas,  les  courses  de  la  colonne 
«ioiit  plus  grandes }  elles  se  font  sous  des  pressions  combinées  de  ma- 
nière k  augmenter  le  travail  en  résistances  passives  de  quantités  très- 
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notables ,  qui  ae  déterminent  fedlement  par  le  calcul  infiniléaimal. 
Dans  ces  recherches,  on  retrouve  aux  limites,  comme  cela  devait  être  * 
les  valeurs  obtenues  pour  les  cas  étudiés  précédemment. 

6.  Parmi  les  variétés  du  système*  on  doit  encore  signaler  ici  le  cas 
où  Ton  voudrait  faire  remonter  te  flotteur  beaucoup  au-dessus  du  ni- 
veau du  bief  d*amoiit.  Il  fiiudrait,  dans  ce  Lut,  avoir  une  osdlUtkm 

I «-montante,  en  un  mot  faire  revenir  la  ctjlonnt'  liciiiide  sur  ses  pas. 
On  disposerait  le  renflement  inférieur  do  la  soupapt*  annulaire  de 
taron  à  ne  la  faire  ouvrir  qu'a  l'époque  où  l'ascension  serait  finie. 
Dans  cette  dispositiou  y  il  monterait  une  certaine  quantité  d'eau  aur<lee> 
sus  du  niveau  du  bief  supérieur.  Il  pourrait  ne  pas  en  monter  bien 
aei^sîblement,  dans  le  cas  où  le  flotteur  ne  devrait  s'élever  qu'à  me 
liauleur  médiocre  au-dessus  du  niveau  d'amont,  puisqu'il  s'élèvera 
^'une  quantité  quelconque,  en  vertu  du  mouvement  acquis.  Quant  au 
svsieiti*^  n"  5,  pour  lequel  le  flotteur  serait  disposé  dans  un  tuyau 
vertical  en  aval  dv.  la  source,  et  où  la  soupape  serait  elle-même  au 
pied  de  ce  tuyau ,  il  n'y  aurait  pas  à  râévatioD  de  l'eau  annlessua  du 
niveau  de  la  source  un  inconvénient  de  la  même  espèce.  Le  flotteur 
pourrait  être  d*im  diamètre  beaucoup  moindre  que  le  tuyau,  la  co- 
lonne liquide  retombanr  alors  d'une  manièn*  utili'  au  mouvement  de 
retour.  Mais  on  voit,  (  ii  détiniUve,  que,  clans  cette  disposition  d«  ia 
soupape,  ï\  faut  un  nunivement  de  retour  de  la  colonne  horizontale, 
à  moins  qu*on  ne  perde ,  à  chaque  période*  la  colonne  contenue  dans 
le  tuyau  vertical.  U  y  aurait  encore  diverges  attentions  à  avoir.  Ainsi, 
dans  le  cas  où  le  Âottcur  aurait  un  diamètre  analogue  11  celui  du 
f!i\au,  il  faudrait  «(uc  la  soupape  do  celui-ci  fût  h  une  certaine  pro- 
fondeur au-dessous  du  in\t'au  du  biet  inférieur,  atin  que  l'orifice  ne 
fût  pas  bouché  par  la  descente  du  flotteur;  et  cette  profondeur  est 
principalement  ce  qu'on  veut  éviter  par  celte  disposition  particulière.  Si 
le  diamètre  du  flotteur  était  moindre,  et  que  la  soupape  ne  fât  pas  à 
une  profondeur  aussi  grande,  il  en  résulterait  encore  un  inconvénient. 
I/eau  motrice  ne  sortirait  en  aval  que  par  lui  ori6ce  annulaire  compris 
«'ntre  les  parois  «lu  flottfur  et  celles  du  tuyau. 

Je  n'avais  pour  but,  dans  cette  Note,  qu'une  simple  exposition  de 
principes  qui  seront  développés  dajis  mon  ouvrage  8*ir  le  mouvement 
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vnrip  des  liquides.  Je  n'entrerai  pas  ici  dans  les  détailb,  les  réurvaut 
pour  cet  ouvrage  oti  pour  des  Recueils  plus  S|K'cianT. 

J'étudierai  dans  une  autre  Note  les  moyens  de  trauNiurinei-  le  mou- 
veulent  alternatif  en  mouvement  circulaire. 

Mes  ex]X'riences  sur  le  moteur  hydraulique  à  tlitiiLin-  et  à  forces 
vives,  que  j'ai  pr^eiité  en  i83g,  et  dont  j'avais  déjà  parlé  en  1838, 
confirment  les  principes  généraux  que  j'avus  présentés  le  premier  sur 
l'emploi  de  la  «jCene  acquise  des  colonnes  liquides  sans  variation 
brusque,  et  sans  autre  perte  de  force  vive  bien  sensible  que  celle  qui 
«tst  indispensable  (Inné  nn  siphon  où  oscille  librement  une  colonne?  li- 
quide, li  n'est  pas  j)ossil)ip  d'y  produire  de  coup  de  bélier  quand  même 
on  le  voudrait ,  les  sections  transversales  n'étant  jamais  bouchées. 

Les  formes  de  ce  système  peuvent  d'ailleurs  varier  de  beaucoup  de 
manières,  et  Ton  peut,  comme  je  te  fierai  voir  en  détail  dans  une  autre 
Noie,  transformer  le  mouvement  alternatif  en  mouvement  circutairr 
au  movfn  (FTine  partie  de  ces  dispositifs. 

Ces  divers  appareils  jouissent  d'un  avantage  essentiel  sur  les  muteurs 
à  pistons ,  par  la  raison  même  qu'il  n'y  a  point  de  piston ,  ni,  par  suite, 
de  garnitures  c|ui  se  détériorent;  et  surtout  parce  qu'il  résulte  de  Tab- 
sence  du  fisDttement  entre  corps  solides*  que  Ton  n'a  point  à  s'embar> 
rasser  de  ce  que ,  dans  les  moteurs  plus  ou  moins  analogues  aux  muex 
de  côte,  il  V  a.  à  11  !on<;ne,  du  jeu  dans  les  pièces,  ce  qui  change  les 
conditions  des  pistous  ou  des  palettes.  De  sorte  qu'on  n'aura  |>as  à 
craindre,  dans  un  long  usage,  les  mécomptes  auxquels  il  faut  s'at- 
tendre quand  on  se  forme  k  priori  une  idée  de  YeSét  utile  de  ces 
roues,  au  moyen  d'expériences  laites  dans  les  premiers  instants  de  la 
construction  ou  de  la  réparation,  quoiqtie  te  chiffre  considérable 
trouvé  dans  ces  premiers  instants  soit  très-utile  pour  vérifier  les  théo- 
ries de  l'hydraulique. 

On  peut  disposer  l'appareil  de  manière  que  la  colonne  liquide  ne 
revienne  point  sur  ses  pas  dans  le  tuyau  boriaonfad  ;  de  sorte  que , 
dans  le  cas,  du  moins ,  où  l'on  emploierait  une  cataracte  pour  aasuver  les 
mouvements  de  la  soupape,  en  ajoutant  quelques  dispositioas  accès- 
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soirfs  relativt>  à  la  régulation,  on  pourrait,  à  la  rigiieiir.  débiter  an- 
lan»  d'eau  qu'an  moyen  de  mon  système  k  piston  aspiré,  objet  du 
dernier  Mémoire  que  j'ai  publié  dans  ce  Journal.  I/e  ilotteur  ayant  à 
la  limite  un  diainètre  fenâbleiiieni  égal  ji  celui  du  tuyau ,  et  Ântmit 
l'effet  d'une  espèce  de  piston*  peut  être  refoulé  de  bas  en  haut  par 
Teau  motrice  affluente  sans  que  la  colonne  horizontale  revienne  sur 
ses  pas,  d'une  manière  analogue  à  ce  qui  se  présente  dans  un  des  cis 
du  piston  aspiré,  sauf  (inelques  dispositions  accessoires.  Mais,  en  gr- 
néral,  il  faudra  rarement  compter  sur  un  débit  aussi  grand  dans  les 
applications  ani  rivières  puissantes ,  parce  que  la  course  du  âottenr 
sera  nécessairement  beaucoup  plus  grande  que  celle  du  piston  tuj^, 
de  sorte  qu'il  faudrait  des  fondations  plus  profondes  pour  foire  place 
à  cette  course.  I.e  piston  aspiré  fiPTn,  en  général,  plus  commode  pour 
les  grands  diamètres,  d'autant  plus  que  le  tuyau  peut  l'-tre  en  entier 
horizontal ,  et  qu'il  peut  n'y  avoir,  par  conséquent ,  aucune  espèce 
de  coude. 

T«L  d'ailleurs  indiqué  des  dispositifs  qu'il  foudra  étudier  par  «ipé- 
rienoe  avant  de  pouvoir  décider  d'une  manière  définitive  le  degré 

d'avantage  de  mes  divers  systèmes  dans  des  circonstances  données  [*], 
Celui  qui  est  l'objet  principal  de  cette  Note  était  précisément  étudié 
de  manière  à  dépen&er  peu  d'eau,  à  cause  des  dimensions  de  mon  ton- 
neau de  jauge ,  et  j'avais  simplement  pour  but  de  fixer  les  idées  sur 
les  effists  de  ce  genre  de  moteur,  relativement  k  la  quantité  d'eau  mo* 
trice  dépensée. 

Quant  à  ses  avantages  sur  les  anciens  systèmes  â  flotteur,  il  suffît  de 

remarquer  que  ces  systèmes  reposait^if  «'ss^^ntidlenient  sur  les  lois  de 
l'hydrostatique.  On  ne  tenait  pas  compte  tie  la  vitesse  acquise,  on  ia 
considérait  comme  une  cause  de  perte  de  travad ,  ou  même  d'inconvé> 

[•]  n<  pi:is  ijiie  cette  Note e«  écrite,  j'ai  construit  un  modèle  fonctionnant  de  mon 
appareil  k  piston  aspiré  tant  toupape  et  sans  boulet  inférieur  ni  eataraete.  Ce  modèle 
«st  suflfiunt  pour  établir  ta  régabrité  d«  md  jeo  et  vérifier  la  pinHamee  de  )'eq>ècc  por- 
tiriilière  de  moteur  qu'il  otilise.  Mais  il  parait  que  le  ioMcor  ainernothemtmt  plongé , 
dont  je  nie  suis  %cryi  dans  mon  dernier  Mémoire  pour  expoaer  le/>rf/ir//>f,  n'est  pas  tou- 
jours aussi  avantageux  qu'un  système  de  levier  coudé  convenablement  disposé  pour 
rMBiiUr  les  mènn  fimction  que  ee  ikmeiir.  Il  0*7  a  point,  m  rtste,  de  lottear  dant 
lafiime  dv        «fM-rrf  iiw ctodiéc  de  h  nanUie  h  plo»^^ 
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iiieiits  plus  ou  moins  graves.  Il  fallait  néceasairenient  des  dimensiona 

beaucoup  plus  conndérables  pour  <lébiter  une  quantité  donnée  de 
liquide,  i  t  l'on  ne  pouvait  d'ailleurs  avoir  égard  aux  variations  de 
hauteur  des  niveaux  sans  changer  le  point  d'attache  tlii  balancier. 

Les  uiachiues,  objet  de  ce  Mémoire,  seront  au  moins  particulière- 
ment applicables  sux  projets  de  distributkm  de  Teau  à  domicile  dans 
les  grandes  villes  [*]. 


[*]  Voîd  une  des  lettres  de  M.  Coriolis,  citées  dans  le  Bapport  de  li.  LAmé  sur  ma 
princi|>alc  e\|>éiMDM«  Blé  avait  été  écrite,  le  7.5  juillet  1839,  à  M.  Poirce,  ii»|>ecicui- 
divisionnitirr'  ()es  Ponts  et  Chau.ssées ,  qui  a  bien  voulu  me  la  communiquer.  Je  la  publie, 
parer  que  c'est  une  pièce  ofificielle  adressée  à  l'un  des  membres  de  la  Commissioo  de 
Tennilles  par  lo  rédacteur  du  premier  Rapport  Ikvorabk  fait  à  l'Instilnt  sur  cette  na- 
chinc,  lo  1 3  janvier  i84o.  On  y  verra  dans  quels  termes  ce  savant  acadcmiricn  s'expri- 
mait quand  il  parlait  de  mes  travaux  en  son  propre  nom.  J'ai  tâché  de  répondre  h  »h 
confiance  en  donnant  à  mes  idées  des  développements  qui  font  aujourd'hui  de  me» 
leclierrhM  nue  nmiTdle  brandie  de  rhydrauliqne»  «batmetioa  finie  des  applicatioDS 
dont  elles  scfint  ultëiiMieinent  Mioc|rtibl«  t 

«  Monsiettr, 

>.  M.  <îr  Dill^riv  iir.ipprtiul  qui'  vous  désirez  avoir  mon  opinion  sur  une  inadiiru/ 
»  de  son  invention  ayant  pour  objet  d'utiliser  ane  chute  d'eau  par  les  oscillations  dan» 
•»  un  siphon.  Il  n*a  dit  que  Toas  poanria  ùSat  l*«Mai  de  cette  nucbiiie  à  Marljr»  ai 
»  vous  pensiez  qu'une  telle  expérianoa  olMt  qnélqn«  dianeas de  succès.  Je  répondni 

au  désir  do  M.  de  Caligny  en  vous  disnnt  que  j'ai  cv  ifi'iii'''  son  projef,  ft  que  j'ai 

•  reconnu  qu'il  était  bien  conçu,  suivant  le»  règles  de  U  Ujuainique  et  avec  une  adresse 

>  tPbwmHmt  dont  ton  tni»e$tr  a  4^  fait  pnme  daa$  tate  tuOrt  matMite  anatngue.  Se 
»  crois  (jue  l'essai  de  la  nouvelle  machine  de  M.  de  Caligny  sera  une  chose  utile  k  la 
■  science  et  à  l'industrie ,  et  que  l^admioistration  ferait  bien ,  n'importe  sur  queb  fonds* 

•  deaeckeig^  des  ftai»  lie  «elle  expérience.  Cette  madiiae,  si  elle  est  bien  construite, 

>  peut  donner  un  trisF-bou  produit,  et  son  auteur  ne  pouvant  bire  lui-néme  Texpé- 
»  nencef  il  ut piM  que  tonMiiahte  que  l'adiniDistniâon  Taide  autant  qn*clle  le  pourra. 

»  G.  GoMOUS.  ■ 
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NOTE 

Sur  les  courbes  dont  les  plans  osculateurs  font  un  angle  constant 
avec  une  swjàce  développable  sur  iaqueide  elles  sont  tracées; 

Par  m.  il  MOLINS, 


>ioui>  tiou»  suuiiiies  occupé,  dans  le  tome  VIII  île  ce  Joiiinal,  des 
oouiiIm»  qui  coupent,  «ou»  un  angle  constanti  les  tangeotes  d'une 
courbe  donnie  ou  les  génArttrioei  de  la  «ir&ce  développable  dont 
cette  courbe  est  l'arête  de  rebroussement.  Nous  all<Mis  Compléter  ces 
recherches  on  t'tudiant  les  propriétés  des  trajectoires  qui  cotipent  les 
tangenle.s  fruiif  courbe  donnée,  de  telle  manière  que  leurs  plant»  oscu- 
lateurs ta^b-L'Dt  uu  angle  cuustaut  avec  ceux  de  cette  courbe.  On  re- 
marquera que,  si,  suivant  les  tangentes  d'une  des  trajectoires,  on 
menait  des  plans  faisant  avec  ses  |daw  osculateurs  un  angle  égal  & 
l'angle  constant ,  la  courbe  donnée  serait  l*aiéte  de  rebroussement  de 

la  surface  enveloppe  des  premiers  plan«î;  ou  bien  encore  la  courbe 
donnée  et  cliacuiic  d^s  frnjpcloires  sont  lesarptcs  de  rebrousscnient  de 
deus  suriaces  développabies  qui  se  coupent  sous  un  angle  constant. 
Lorsque  cet  angle  est  droit,  les  trajectoires'iont  des  lignes  géodésiques 
tracées  sur  une  surface  développable  donnée,  et  nous  verrons  qu'on 
peut  toujours  obtenir  leurs  équations  sous  forme  intégrable,  au  moyen 
de  deux  quadratures  successives. 

1.  Soient 

les  équations  de  la  courbe  donnée;  celles  de  la  tangente,  menée  par 
le  point  pour  lequel  z=itt,  seront 
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d'où 

0)  ~  *\'^)       =  {x  —  ça)  <]^'a. 

Si  Ton  considère  une  queitunque  des  trajectoires,  elle  coup<»ra  celte 
tangente  en  un  point  i^fj-^  zj,  et  Téquation  de  son  plan  oscillateur 
sera  de  la  forme 

a'-z=A(*'-x)-hB(j'-j 

(Concevons  une  seconde  tangente  menée  par  le  point  pour  lequel 
r  =  a  -h  f /«  ,  ft  soient  x  -h  (ix,  j-  djr ,  z  -h  d»  les  coordonntVs  du 
point  correspondant  de  la  trajectoire;  on  trouvera,  en  dillerentiant 
les  équatkms  de  la  première  tangente , 

dx  =  f'ccdz  -♦-(£  —  «)  f'ada,    dy  =  ^'adz  -\-{z  —  d)  ^"ada, 

d'où 

On  lire  de  là 

dt  ~  — —  {z  — 

'(r  =  5: —  -(5-a)<fe. 

Mais  le  plan  oiculateur  de  la  tr^jecloire  devant  passer  au  point  infini» 
meni  voisin  du  point  [x^     «)  »  on  aura 

<fas  AWbr +  B<(r> 

et»  en  sub&tituant  les  valeurs  de  tir,  df^  dz,  on  trouvera 

(a)  -  %  .  a  =  (a  +  Bg)  (^'«f  «  -  f 

5o.. 


par  suite. 
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Formons  munlenant  rek|»«8Bion  de  l'angle  9  que  lait  la  tangente 
de  Ja  courbe  donnée  avec  celle  de  la  nouvelle  couriie,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  avec  l'intersection  des  plans  osculateurs  des  deux 
courbe».  Le  plan  osculateur  de  la  courbe  donnée  a  pour  équation 

en  fiiisant 


 t*" 


P  ~"  f '«  fa  —  fa  y     *     ?  =  —  f'af'«— f 

SI  l'ou  y  joint  l'équation 

a' -  a  =  Aix' -  X)  +  BO"  -  j), 

ou  aura  les  équations  de  Pinieraection  des  plans  osculateurs  des  deux 
courbes.  On  en  déduit 

on  bien ,  en  remplaçant  q  par  leurs  valeurs  et  mettant  pour  A-sa 
valeur  en  fonction  de  B  tirée  de  Téquation  (a),  ce  qui  iéra  disparaître 
la  quantité  B  elle-même, 

l)<'Sit;iioiis,  pour  abréger,  par  tt  et  h  U  s  inultiplicaleui'î»  de  z'  —  z,  et 
»'xpnnious  que  la  drqite  représentée  par  ces  deux  équations  lait  un 
angle  égal  à  $  avec  la  lan^te  de  la  courbe  donnée,  dont  ia  direction 
est  déterminée  par  les  quantités  ç'a,  (|^a  :  nous  aurons,  par  une  fomuile 
connue , 


ou  bien,  en  mettant  pour  <t,  &  leurs  valeurs,  et,  après  quelque» 
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rédiicHotis, 

Dans  cette  formule  le  radical  peut  être  fnrie  avec  les  signes  ±: ,  ce  qui 
fionnera  pour  $  deux  angles  supplémentaires. 

2.  Il  nous  reste  à  former  une  autre  expression  générale  de  9  eii 

Jy. 

fonction  de  « ,  qui  soit  indépendante  de  ^«  et  c'est  k  quoi  noiiK 

arriverons  en  nous  appuyant  sur  ce  que  Tangle  des  plans  oscnlateurs 
des  deux  courbes  doit  être  constant. 


Soient  INI,  M',  M",...  plusieurs  points  consé^  ntik  de  la  courbe  tiou- 
ui-e  TU,  MN,  M'N'.  M'N",...  les  tangentes  en  ces  points,  et  NN',  N'N  ", 
WN*,...  les  éléments  t>uccesstij>  tle  la  trajectoire.  Appelons  t  l'augir  de 
contingence  et  u  Tangle  de  torsion  de  la  courbe  donnée,  e,  et  u,  le» 
mêmes  quantités  pour  la  trajectoire,  et  1  Tangle  constant  des  plans 
osculaleurs  dt  s  deux  courbes;  prolonj^tts  les  éléments  NN',  M'IÎ*,  et 
considérons  Tangie  Iriedre  ayant  pour  sommet  Ip  point  N'  et  pour  arêtes 
le»  droites  N'A,  N'B.  N'C.  Les  pians  de  cet  angle  t  ri  èdre  forment .  Mit 
«ne  sphère  ayant  îi'  pour  centre  et  1  unué  pour  rayon,  un  triangle 
spliérique  ABC  dans  lequel  on  aura,  comme  il  est  aisé  de  voir, 

rt=BN'C=£„    6=CN'A=N'NM4-NM'N'=e-i-£,  c=BN'A=:5"r//^", 
A  =  &) ,    R  —  I  So»^  —  (t     «,),    C  =  i. 

Ce  triangle  donne,  par  une  formule  connue, 

cot  csin  b  =  cos  b  cos  A  +  sin  A  cotC, 
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ou  bien 

cot{Q  ■hd$)fàn{9  H-  £)  =  cos(ô  ■+■  £)cQft«»  4-»in«»coti\ 

d'où  l'on  déduira  sans  difiQculté,  en  mnplaçant  cot{0-hd$)  par 

aâ^(fl^rf»)*  <^^*^opP^' ^  cosinus  de  0  +  </d  et  9  +  c,  einé- 
gligeant  par  rapport  «ux  infiniment  petits  do  premier  ordre  ceux  d'un 
ordre  supérieur» 

(4^  </0 «H'WCOt(9ia$s=  o. 

Comme  i  et  u  sont  déterminés  en  fonction  de  a  par  les  équations  de 
la  courbe  donnée  1  cette  équation  est  une  équation  diflTérâitielIe  du 
premier  ordre  par  rapportât,  dont  Tlntégratioii donnerait  ô  en  fonc- 
tion de  cr.  et  d^lne  constante  arbitraire.  Mais  on  ne  sait  pas  l'int^ier 
pour  une  valeur  quelconque  de  i'angle  i. 
Si  cet  angle  était  droit ,  on  aurait 

coti  =  o, 

et  l'équation  deviendrait 

r/6— 6  =  0,    d^où  6=/e-»-C. 

Ce  cas  important  est  celui  où  la  trajectoire  devient  une  ligne  de  plus 

courte  dislance  entre  deux  de  ses  points  sar  une  surface  développaUe 
donnée.  En  effet,  la  relation  —  s  prouve  que  Tangle  N'N'M'  ou 
S  -r-  d5  est  égal  h  S  -4-  i  ou  à  l'angle  NN'K,  d'on  l'on  cfuicliii  iminMia- 
tement  que  si  l'on  développait  sur  un  point  la  surtute  développabie, 
lieu  des  tangentes  de  la  courbe  donnée*  les  divers  éléments  de  la  tra» 
jecloire  serai^t  en  ligne  droite,  et ,  par  suite,  que  celte  trajectoire  est 
une  ligne  géodésique  ou  de  plus  courte  distance  entre  deux  quelcon» 
qiies  de  srs  points  sur  la  surface.  Ceci  démontre  pour  les  surfrices  dé- 
\ el()]>pnbles  cette  proposition  générale,  que  les  lignes  de  plus  cojirte 
distance  sur  une  surface  ont  leurs  plans  osculateurs  perpendiculaires  à 
ses  plans  tangents. 

5.  Pour  obtenir  sous  forme  intégrable  1^  équations  des  lignes  géo- 
<l^iques,  désignons  / i  par  £  qui  représmte  Une  IbnctiiiMi  de  a;  on  aura 

6  =  E-H  C, 
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et  la  constante  C  se  déterminerait  par  une  Tolffiir  connue  de  6  répon- 
dant à  une  valeur  particulière  de  a.  Si  l'on  porte  cette  valeur  générale 

de  $  dans  ^équation  (3),  on  en  tirera  et  en  fonetUm  de  ^»  expression 

qu'on  portera  dans  Téquation  (1).  Or  cette  équation  peut  être  mise  sons 
la  forme- 

et  puisque  et  est  fonction  de  ^1  on  voit  qu'elle  rentre  dans  une  classe 

d'équations  qu'on  sait  int^rer.  Pour  cela,  on  éliminera  jr  —  «{«entre 
l'équation  [1)  et  sa  différentielle,  prise  en  &isant  varier  toutes  lea 
qnantités qui  y  entrent:  oh  trouvera 

(5)  l^^'a'^-^a)rla:=.'^dLl^^i^-<^ 
D'im  autre  càté,  on  a  pour  la  valeur  de  Tangle  s, 

(roù  l'on  tirera  lu  valeur  du  radical  qui  est  au  numérateur  pour  la 
porter  dans  l'équation  (3).  On  trouvera 

(f«-T'«      [•  +(T'-)'-t-(*'.)»l-«>tS.. 

Jgi  —   ^  


d'où  l'on  tirera  lu  valeur  suivante  de  en  remplaçant  cotô'.E  par 
cot  OdO  =  d.l  fiiu  Q  =  (iA  sin  (E    C) , 

,  ,     ,  ,  ,     ~~  ,  d.i%\n{y.  +  C1     !  ~ 


Un  portera  enhn  cette  expression  de  ^  dans  l'équation  (5),  qui  donnent 
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«prés  quelques  réductions, 

aïs  l'on  a 

par  suile ,  réquatim  précédente  devient 

dx  =  d.l  '  X  (jr  —  ça). 

(.  est  une  équation  dittérentielle  du  premier  ordre,  linéaire  par  rap- 
port à  «  et  ^jr,  qui  a  pour  int^^le 

•x=  ^  


HO  (B  +  C)    -I*  (f '«)* + «)> 


G'  étant  une  nouvelle  constante  qu'on  déterminerait  par  la  valeur 
de  X  répondant  à  une  valeur  particulière  de  «.  Cette  équation  se  sim- 
plifie en  remarquant  que  Ton  a 

_    Vi  H-  (y  V  -t-     MD  (B +c). 
par  suite,  en  intégrant  par  parties, 

Çf^i-h         H-  i^.'a)'  sin  (E -H  C)  ^  ^   t'» 

=  -  T«/i+(T'«r+p)*rip(B^-C)  +/Vi4-(f'a/-h(faf»  sin  (E  +  C).r/«; 
T  « 

et  enfin,  en  substituant. 
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L'élimination  de  a  entre  les  équations  (i)  et  (6)  donnerait  une  relation 

en  Xf  y,  qui  serait  l'équation  de  la  projection  sur  Je  plan  des  Jr»  y 
d'une  ligne  géodésique  quelconque.  On  prendrait  pour  la  seconde 
t'quation  de  cette  lijjiie,  celle  de  la  surface  développable  qui  les  con- 
tient toutes,  et  on  l'obtiendrait,  en  éliminant  a  entre  les  équations 
de  la  tangente  de  la  courbe  donnée. 

4.  Revenona  au  cas  général  où  Tangle  î  est  quelconque,  et  dési- 
gnant, pour  abrégor,  par  T=:o  Téquation  (3),  diff6rentiona>la  en 

faisant  varier  toutes  les  quantité*  qui  y  entrent ,  a ,  ^  ou  ^'  et  9 ,  ce 
qui  donne 

On  y  mettra  pour  sa  valeur  dcNinée  par  Téquation  (4)  i  et  pour  dft. 
la  valeur  suivante,  tirée  de  Téqualion  (i)  différentiée. 

L'équation  <fT  =  o  deviendra  une  relation  entre  a,  6,  x,  y^y'i  dxy  djr% 
et,  en  éliminant  enfin  a.  9  entre  cette  équation  et  les  équations (i) 
et  '\ ,  on  aura  une  f'(|iiation  enfrex,  y,  j\  dx,  djr'  qui  sera  l'équa- 
tion ditïérentielie  ilii  second  ordre  de  la  projection  d'une  trajectoire 
quelconque  sur  le  plan  des  x,  jr.  L'intégration  de  cette  équation  in- 
rroduirait  deux  constantes  arbitraires  qu'cm  déterminerait  par  les  don- 
nées ittUiales,  et ,  en  y  joignant  Téqnation  delà  surlace  développable  qui 
contient  toutes  les  trajectoires,  on  aurait  les  équations  d'une  trajectoire 
quelconque. 

5.  On  peul  appliquer  à  la  question  que  nous  venons  de  résoudre 
une  méthode  plus  simple  qui  pciun  t  de  ne  pas  faire  usatre  de  Téqua- 
tion  '3).  Elle  repose  sur  l'exprcssioti  de  la  partie  de  la  tangente  de  la 
courbe  donnée  comprise  entre  cette  courbe  et  la  trajectoire;  nous  dé- 
signerons par  j»  cette  longiMur,  qui  est  égale  à  MN  au  p<Mnt  M  de  la 
courbe  TU  ;  au  point  suivant  M\  cette  longueur  est 

Soit  décrit,  du  point  M' comme  centre  avec  le  rayon  M'N',  Tare  in- 

Tcim  XII.  -S»t«ims  i84r  ^  ' 
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finiment  petit  N'H;  MH  étant  le  prolongemoit  de  MM'    tls\  ou  a 

M'N'=  M'MH, 

ou  bien 

p-t-dfiss:  MH  ds. 

D'un  autre  côté,  l'angle  NIM'N'  étant  t^al  à  £,  on  aura 

N'H  =  (p  H- 

par  suite,  au  moyeu  du  triangle  NN'H, 

m  =  N'H  X  cotd  =  (p  4*  dft)Meùt$. 

Donc 

MN   ou  p  =  MH  +  ecotd, 

relation  qui ,  retranchée  de  la  première,  donne  enfin 

(7)  dp  •+-  pi  cotô  = 

en  négligeant  cotd.E^/p,  quantité  inânitnent  petite  du  second  ordre. 
Si  ô  était  connu  en  fonction  de  a,  cette  équation,  qui  est  linéaire  et 
du  premier  ordre  par  rapport  à  serait  intégral>le  et  déterminerait  p 
en  fonction  de  a  et  d'une  constante  arbitraire;  par  suite,  on  obtien- 
drait les  équations  d*une  trajectoire  quelconque  en  éliminant  a  eafrf 
les  équations  de  la  tangente  de  la  courbe  donnée  et  l'équation  suivante  : 

fS)  p*  =  {x-  ça)»  -t-  (7  -  tfa)*  +  (z  -  a)». 

Lorsque  l'angle  i  est  droit ,  on  a 

et  ai  Ton  reni|dace  t  cot9  par  dJmn  (£  +  G) ,  on  irouvm ,  pour  l'in- 
tégrale de  réquatîon  (7), 

C  étant  la  nouvelle  constante  arbitraire.  Portant  enfin  cette  expres- 
sion dans  l'équation  (8) ,  on  obtiràdra  les  équations  d'une  ligne  géodé- 
siqne  quelconque  de  la  surface  donnée  en  âînnnant  a  entre  les  équa* 
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tioiis 

X  —  ■pa  =f'a,.(z  —  a) ,   ^  —      ^  <h'a.{z  —  a) , 

On  reoiarquera  que  Ton  a 

et 


valeurs  qui,  subatituées  dans  la  dernière  des  équations  (lo),  font  re- 
trouver l'équation  (6)  obtenue  par  la  première  méthode. 
6t  11  existe  entre  les  anglesde  contingence  et  de  torsion  de  la  courbe 

donnée  et  ceux  de  chacune  des  trnirrtnircs  ,  les  relations  reinarqiinM^'s 
et  tort  saiiple^i  qui  se  liéthiisent  du  tnaiigle  sphénque  que  nous  uvouh 
déjà  considéré.  Ce  triangle  donne 

oosfi  =  —  cosÂ  cosC+ sin  A  sin  C  C08  6 , 

ou  bien 

—  cofi(/ +  u,)  =  —  oosucosi  +  sinw  sinicos(ô  -h  e). 

Développant  cos(»  +  o»i)y  CM{$  +  t),  et  négligeant 'dans  les  deux 
membres  les  infiniment  petits  du  second  ordre  par  rapport  k  ceux  du 
premier,  on  trouve 

(il)  U|=:«»cos9. 
D'un  autre  côté,  l'on  a 


r  »    ou    bien      —  =  — ™-; — ■  t 


d*où  Ton  tire,  en  procédant  de  même, 

(i  2)  Ï4  sin  /  =  u  sin  6. 

Les  relations  1  r  et  i  ji  font  connaître  les  angles  de  contingence  et  de 
torsion  de  cliaqnt"  trajec  toire  .  au  moyen  de  l'ant^Ie  de  torsion  de  la 
courbe  donnée  et  de  1  angle  b  qui  lui-même  est  tlétenniné  par  Téqua- 

5i.. 
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lion  (4)  au  moyen  de  i  et  ».  Si  l'on  Êdt  la  fomme  des  carrée  de  ces 
rdalioiis,  on  trouve 

(i3)  «*  =     -I- 1*  «n*  £ , 

et  si  on  les  divise  l'une  par  l'autre,  un  obtient 

{i4)  tange=|j|8Uii. 

Dans  le  cas  où  les  trujectoires  sont  de»  lignes  géodésiqucs  tracées  sur 
la  anr&ce  développable  donnée  «  les  relations  (i3)  et  (i4)  deviennent 

«»<  =  u>  +  e>,    tang$  =  *^' 

Supposons  maintenant  que  Ton  connaisse  une  trajectoire  quel- 
conque i  et  que  Ton  veuille  4»primer  e  et  «»  en  fonction  de  s»  et  oi,. 
L'équation  (i3)  détermine  d'abord  ci;  pour  déterminer  nous  ferons 
usage  de  l'équatioo  (4)t  qui  donne 

t  =  coti'.ttsintf + 

ou  bient  en  vertu  de  Téquation  (12), 

t  =  I,  oos  i  +  H$. 

D'ailleurs  l'angle  Q  est  déterminé  par  l'équation  (14),  qui  donne,  par 
la  différentiation, 

f/6         M,  dt,  —  (|  dtt,  . 
_  =   _  

OU  bien ,  en  remplaçant       par  i  +  tang'  $  =  "'"Ji***"*'» 

Substituant  enfin  cette  valeur,  on  trouve  pour  celle  de  i , 

c  =  «4  ces  (  +  '  '      ,  ;  sin  I. 
•»*-!-•*  tin*/ 

7.  Nous  appliquerons  ce  qui  précède  à  la  détermination  de^  ligues 
géodésiques  de  Théliçoîde  développable  dont  Taréte  de  rebroussement 
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est  une  hélice  tracée  sur  ud  ^lindre  circulaire  droit  Noua  emploie- 
rons, comme  plus  commode  pour  la  disaiision  de  ces  oouiiies,  la 

méthode  exposée  au  n"  5.  Si  l'on  prend  le  centre  de  la  base  pour  ori- 
gine d'un  système  d'axes  coordonnés  rectangulaires  dont  l'axe  des  2 
serait  l'axe  du  cylindre;  si,  de  plus,  on  fait  pass«>r  l'axt-  des  x  par  la 
trace  de  Thélice  sur  le  plan  de  la  base,  et  i^u'un  appelle  R  le  rayon  du 
çjrlindre,  a  la  cotangente  de  Fangle  constant  que  font  les  tangentes  de 
rhélice  avec  les  génératrices  dii  cylindre,  on  trouvera»  pour  les  équa- 
tions de  cette  courbe, 

*  =  Rcos^,   j  =  R$in^; 

par  suite ,  les  fonctions  dés^ées  plus  haut  parf  a,  ^me  sont  ici 

ça  =  Rcos^i    4<a  =  R«in^> 

Pour  appliquer  la  méthode  du  n"5,  nous  avons  besoin  de  la  valeur 
de  p  dont  l'expression  est  donnée  par  l'équation  (9}  :  or  on  trouve 
aisément 

£  _  «fa 

par  suite, 

/e  ou  fi= 


et,  comme  Ton  a 
on  aura  aussi 


R(3  yT^-  a' 

La  valeur  de  la  constante  C  peut  se  déduire  de  la  valeur  $^  que  prend  6 
poura  =  o, 


par  suite, 

On  trouve  aussi 


C  =  Ray  i  «''^o; 


A  =  i^iiiîl  «fa  =  R  ( , -1- rt  %  J5. 
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Portant  ces  valeurs  de  E  et  d!r  dans  l'équation  (9)  »  on  efiectuera  înimè- 
diatement  l'int^ration  qui  y  est  indiquée,  «t  Ton  atwa 

Soit    la  valeur  de  p  répondant  à  a  =  o ,  la  valeur  de  la  constante  est 

=  ^«  sin  G,  +  B  (1  +  «■)  00s 

par  suite 

(•5)  û  =  H — W  —  icos9«  —  cos 5,. 

^  "      '  "  sin  0  sin  0      ^        •  ' 

A\;iiit  de  non»  servir  dt'  cfttp  vairnr  de  p  pour  former  les  équations 
<it  -,  htines  géodesiqnes,  il  esl  bon  de  voir  ce  qu'elle  fait  connaître  sur 
la  iiaiiire  de  ces  courbes. 

Si  Ton  &it  croître  ee  à  partir  de  zéro ,  $  croîtra  aussi  k  partir  de  $s=9o 
et  deviendra  égal  à  n  pour  la  valeur 


a  ~      y/x     a*  {n  —  9a)- 

Or,  pour  (t  —  Ttf  la  quantité  lievient  inhme,  et  il  t  ii  restilfe  que  la 
tangente  de  Thélicc,  ;iti  point  qui  répond  à  cette  valeur  de  a,  est  une 
as)  mptole de  la  ligne  géodésique.  Si,  au  contraire,  on  fait  décrtrître  a 
à  partir  de  zéro  1  $  décroîtra  aussi  ;  or,  si  Tmi  égale  à  aéro  le  numéra* 
teur  de  la  valeur  de  ^ ,  on  trouvera 

cosÔ  =  oos6,-f-/^-^.^, 

valeur  qui  n'est  admissible  qu'autant  que  Ton  a 

PaSind, -I- R(f -(- cos0«  <  R(f -f- a*;. 

Supposons  cette  condition  satisfaite  :  pour  celte  valeur  de  Q  que  j'ap- 
pelle 9,  et  qui  est  moindre  que  9o«  on  aura 


a  ~  —  Ra\!i  -h     (60  — 

et  la  quantité  0  est  nulle.  Donc  la  ligne  géodésique  coupe  l'hélice  au 
jmint  qui  repond  a  cette  valeur  de  a.  Si  Ton  fait  encore  décroître  a, 
p  sera  négatif  et  deviendra  égal  à  —  -x  pour  §  =  o,  qui  répond  a 

a  =  —Ba\i  +  fl*.6of 
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ce  qui  moutre  qu'une  partie  de  la  ligne  géodésique  est  située  sur 
la  aeaaacle  nappe  de  riiéliçdide  et  e  pour  asymptote  Ui  tai^mte  de 
i'hélioe  au  point  déterminé  par  cette  dernière  valeur  de  a.  On  renar» 
queraque  la  difT/rence  des  Taleura  de  a  répondant  ain  deux  asymptotes 
ettt  égale  k  irRa  ^1  +  a*.  Pour  les  valeurs  dt-  9  comprises  entre  ir  et  ^it, 
0  rpprpnd ,  mais  en  srr.s  invprsp  et  avec  un  signe  différent,  les  mêmes 
valeurs  que  de  0  —  o  'A  0  =-~.  En  continuant  ainsi  et  concevant  que 
l'on  donne  à  a  toutes  les  valeurs  possibles,  on  voit  que  la  ligne  gcudé- 
Mque  se  compose  d'un  nombre  infini  de  branches,  dont  chacime  est 
formée  de  deux  parties  situées  respectivement  sur  les  deux  nappes  dp 
lliéKçoîde.  Deux  branches  consécutives  ont  une  asymptote  commune, 
et  les  diverses  branches  coupent  l'hélice  pn  parties  alteniativemenl 
f'gales  ,  de  telle  manière  (|ue  la  différence  d'^s  disf.mres  de  deux  points 
d^-  division  c<mséciitils  au  plan  de  la  base  <lu  cylindre  est  égale  tantôt 
a  iUrt  V  I  -i-  (îT  —  tantôt  a  iiR/z  y  1  -i-  a'.ô,.  Si  la  ligne  géodé- 
sique  coupait  rhélice  i  angle  droit,  on  aurait 


«t  il  est  clair  que  toutes  les  parties  de  Phélioe  deviendraient  ^p\»s. 
C'est  ce  qui  a  lieu  pour  les  développées  de  l'hélice ,  qui  sont  des  lignes 
géodé-siques  tracées  sur  un  liéltroïdp  développable  dont  l'arête  de  re- 
broussement  est  une  autre  hélice ,  de  même  axe  et  de  même  pas  que  la 
première,  mais  située  sur  un  cylindre  d'un  »yon  ^1  à  Eu*.  Les  équa- 
tions de  Ia  nouvelle  hélice  se  déduiraient  de  celles  de  la  première  en  y 

changeant  «  en  ^-  Remplaçant  R  par  Ra* ,  a  par  ^»  et  $,  par  ^  dami 

l'expression  -jiJUj  y  '  «'Oi ,  on  obtient  li  y  i  •+-  a*,  pour  la  diffé- 
rence des  distances,  au  plan  de  la  base  du  cylindre,  de  deux  points 
de  rencontre  consécutUs  de  la  nouvelle  hélice  et  d'une  développée 
quelconque;  de  l'hâlce  donnée.  On  en  conclut  ce  résultat  connu ,  que 
la  longueur  de  chacune  dee  divisions  de  la  nouvelle  hélice  est  ^ale  à 
»R(i  -t-  a»l 

Supposons,  en  second  lieu , 

posin  60  -♦-  R  ('     «*)      '5,,  >  R  (1  -+-«*): 
dans  ce  cas ,  ^  ne  pouvant  devenir  nul ,  la  ligne  géodésique  ne  rencontn» 
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pas  l'hélice.  Mats  si  Ton  égale  à  zéro  la  quantité 

df   R  (i  -+-a')  —  [p,sin8,4-  R(i  +  a') ce» 0 j co» & 

55  ~  du*»  ' 

on  en  déduit 

valeur  admissible  puisqu'elle  est  moindre  que  Tunilé,  d*apres  Thypo" 
thèse  actuelle.  En  outre,  pour  cette  valeur  de  $ ,  que  j'appelle   ,  on  a 

ce  qui  prouve  que  la  valeur  de  p  correspondante  est  un  ntinimnm;  et 
ce  minituuu  sera  «i«>nné  par  la  formule 


p  =  V    o«"i  ôa  -h  R  (iH-  a»)  co»      -  ft»  (i  -h  a'y. 

Pour  des  vafenrs  de  0  UMundres  que  $t ,  la  quantité  p  restera  positive  et 
ira  en  croissant  jusqu'à  »  ,  ce  qui  indique  l'existence  d'une  seconde 
asymptote  qui  répond  k  6  —  o.  Par  où  l'on  voit  qu'aux  vnlt  tu  >  de  5, 
comprises  entre  o  et  tt,  répond  une  branche  <le  la  ligne  geodesiqne' . 
située  tout  entière  sur  une  seule  nappe  de  l'héliçoïde.  On  voit,  eu 
outre,  que  la  couri>e  se  compose  d'un  nombre  infini  de  branches , 
situées  altemativenient  sur  les  deux  nappes,  et  dont  deux  consécutive» 
ont  une  asymptote  commune. 

DétPi  niinons  maintenant  les  équations  d'une  ligne  géodésique  quel- 
conque. Nous  nous  servirons  des  équations  (lo)  dont  les  deux  pre- 
mières donnent 

(16)  x-Kc«^«-i«in^.(«-.a),  J—Rwo^ï^icoai^. (a-a), 
d*où  Ton  tire,  en  éliminant  a  — 

(17)  arco*^-i-7sin~  =  R. 

Quant  k  la  dernière  de»  équations  (10),  son  second  membre  devient 

/     »     «  \  • 
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Or,  si  l'on  tire  de  l'équation  (17)  les  valeurs  decoS|j~«  Jonc- 
tion de  .T ,     on  trouvera 

_  a 
X  — »cos  — 


« 

s; 


Par  iuite,  le  second  membre  de  la  troisième  équation  (10)  devioidni 
{x*  +  jr*  —  R*)  (i  +  a*) ,  et  cette  équation  eUe-néine  deviendra 


p,sinO,  +  R(i4-«OlcM««— cos(fi,-{  "==)  1 

  .  .      1  .    -        -  .-^^^^M^M^-^»  • 


Enfin,  rélimination  de  a  entre  ies  équations  (i6)  donnera  Téquation 
de  rhéliçoïde,  sur  lequel  se  irouveiU  toutes  le»  lignes  géodésiques;  et 
rélimination  de  «  entre  (>  7)  et  (t  8)  donnera  t*6quation  de  la  projection 
sur  le  plan  det  jr*  X,  d*iine  qiielcmM|ue  de  ces  lignes. 


TORM  XII  -SlIllWII  tl^. 
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Sur  tjucùjues  cas  particuliers  où  les  équations  du  mouvement 

(i  un  point  matériel  peuvent  s  'intégrer  ; 

P»  J.  uoumLE. 


SRCONn  MBNOiaC. 

SI. 

1.  Dtns  mon  premier  M^irire  [*] ,  j«  me  suis  occupé  du  mmive- 
ment  d'un  point  matériel  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  surface  fixe; 

et  npris  avoir  cxpom'*  le  jjrincipe  g<^n(»rnl  de  ma  tm'tlioili- ,  j'en  ai  fait 
vn  |>articuli('r  l'applicnlion  au  cas  du  |)lnn ,  dr  la  splicre,  de  IVllii»- 
soïde  et  de  i  helirouie  gauch('-  J'ai  surtout  attaché  queicjue  importance 
à  bien  montrer  comment  la  forme  même  des  équations  du  mouvement 
d'un  point  dans  un  plan  conduit  par  une  analyse  très-directe  à  ces 
coordonnées  qu'on  nomme  elliptiques,  coordonnées  dont  l'usage 
s'étend  naturellement  ensuite  à  la  sphère  et  à  l'ellipsoîdet  et  dont  nous 
nous  s*'r\  irnnn  rncore  dan?  ce  deuxième  Mémoire,  où  nous  nous  pro- 
posons de  traiter  par  une  nouvelle  méthode  les  équations  du  mouve- 
ment d'un  point  libre  dans  l'espace.  méthode  employé  dans  le 
premier  Mémoire  peut  sans  doute  être  étendue  à  divers  cas  du  mou« 
vement  d'un  point  libre.  L'«ttansion  est  même  très-fiicile  quand  »  en 
exprimant  les  coordonnées  du  point  mobile  à  l'aide  de  trois  variablest 
on  peut  choisir  ces  variables  de  telle  manière  que  l'une  dVlles  manque 
à  la  fois  dans  la  fonction  des  fort  es  et  <!ans  les  coefficients  d(;s  différen- 
tielles composant  l'expression  du  carré  r/j^  de  l'arc  parcouru  à  chaque 
instant.  Alors,  en  effet,  une  des  équations  du  mouvement  s'int^re 
de  suite;  ce  qui  permet  d*élimtner  dans  les  deux  autres  la  différen- 

[  *  ]  Tome  XI  de  ce  Joamei ,  pago  345 . 
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tîelle  de  la  variabk  qui  manque ,  et  famêne  en  quelque-tort*  la  ques- 
tion aa  cas  du  plan.  Le  problème  de  rattraction  vers  deux  on  trois 

centres  fixes,  comme  l'a  considéré  Lagrange,  est  compris  dans  l'Iiypo- 
these  que  nous  venons  d'indiquer.  Mais  quand  les  trois  variables  entrent 
toutes  dans  la  fonction  des  fort  es,  et  mêlées  entre  elles  de  laroii  à  ne 
plus  permettre  d'intégrer  séparément  une  des  équations  et  d'éliminer 
une  des  variables,  la  marche  des  calculs  devient  pénible  et  embar- 
rassée. Il  est  bien  préférable  d'employer  alors  la  nouvelle  méthode , 
qui  d'ailleurs  comprend  tous  les  résidtats  qne  Tautre  fournit,  en 
sorte  qtie  notis  in  (léveloj)pprons  ici  pxchisiv»'nunit.  Cette  méthode,  qui 
repose  sur  la  constderatiuu  d'une  t^quatiuii  non  iinéaireaux  dilTérences 
partielles ,  et  dont  le  point  de  départ  est  emprunté  à  un  Mémoire  cé- 
lèbre où  M.  Jacobi  a  développé,  en  la  fécondant  et  en  la  débarrassaot 
d'inutiles  entraves,  une  idée  ingénieuse  de  M.  Hamilton»  peut  d*ail- 
ieiirs  être  aussi  employée  dans  te  cas  d'un  point  mobile  sur  une  stirfiioe 
lionnée  Mais,  pour  abréger,  nous  ne  dirons  que  quelques  mots  de  ce 
denuer  cas. 

2.  £n  désiguaut  par  t'  la  fonction  des  forces  accélératrices,  que 

nous  supposerons  indépendante  du  temps,  de  manière  que  le  principe 
fies  tni  ct's  vives  ait  lieu ,  on  a  .  pour  le  mouvement  d'un  point  libre 
rapporté  a  trois  axet»  rectangulaires  Ox,  O/,  Oz,  les  équations  diffé- 
rentielles suivantes  : 

Or  M.  Jaoobi  a  déuMNilré  (tome m  de «e  Journal»  page  61)  que ,  pour 
intégrer  ces  trois  équations,  il  suffit  de  trouver  une  Iniction  9  de  x, 
s,  canleoant  trois  constantes  arbitraires  A,  B,  C,  distinctes  de 

celle  qu'on  peut  toujours  iiïtrodiiire  flans  0  par  simpli-  addition,  et 
véritiant  identiquement  l'équation  aux  différences  partielles 

w     isr- il)'- (5)= 

5a., 
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La  fonctioii  0  une  fim  obteniie ,  les  inlégnlat  demmidées  leront 

A',  B'f  C  étant  trois  constantes  arbitraires  qui  complètent,  avec  A ,  B , 
C,  le  nombre  six.  En  démontrant  ce  théorème,  on  obtient  aussi  les 
trois  équations  suivantes  : 

dx  ffr  f/n     r{i   ,fB 

dt       djc      dt       djr^     dt       rf»  ' 

qui  sont  «lu  premier  ordre  et  renferment  trois  constantes  arbitraires; 
eri  sorte  qu'or»  peut  tres-bieii  leur  donner,  avec  M.  Hamilton,  le  nom 
d'intégrales  intermédiaires.  On  en  déduit 

/<£p\î     /d^y     fds\*     fd9\*  /d»\' 

U)  -^U)  -^U)  =-(-J  +U)  -^(â)  =*(U  +  C), 

par  où  i  on  voit  que  la  constante  arbitraire  C  est  préciiM^nient  celle  qui 
entre  dans  Téqnation  des  forces  vives. 

Noos  trouverons  une  valeur  convenable  de  0«  au  moins  dans  un 
cas  très-étendu,  en  substituant  aux  coordonnées  rectangulaires  x,  jr, 
z  des  coordonrii''^  eUipUqm»  ^,  liées  aux  premières  par  les  for- 
mules  connues 


fi 

 •* 


==  Il 


(4)  (^  +  :r7=T7-,-7^.=  «. 


=  Il 


ou  ^  et  c  sont  des  constantes:  nous  supposons  b  <  c,  p  >  c,  ix.  com- 
pris entre  6  et  c,  y*  <  De  ces  équations  on  tire,  sauf  à  prendre 
les  seconds  mmnbres  avec  des  signes  convenables, 


V 

— » 


s  as  ™  —  ,  r:     ■■     •  1 


Digitized  by  Google 


PUEES  ET  APPUQUÉES.  4i3 
ou»  fi  Ton  veut*  «nt  i 


i 


(6) 


e  cos  +  — ;  i  r 


en  posant 

(7)  y=.b€SM^,   ft=  V^'cos'f -f- ^'sin'f. 

Les  coordonnées  ,  v  étant  snbstitaées  aux  ooordonnées  ^,jfZ 
dans  Téquation  (9),  nous  nous  trouverons  bdlement  conduite  à  ce 
résultat,  quon  peut  former  la  valeur  de  6  et,  par  suite,  intégrer  lei» 
équations  (1  )  tou^  les  fois  que  la  valeur  de  U  se  ramène  à  la  forme 

les  fonctions  J,  F,  a  étant  quelconques.  Ce  théorème,  que  nous  avions 
déjà  énoncé  dans  notre  premier  travail  [*],  sera  l'objet  prinripnl  ciu 
présent  Mémoire.  Mais,  pour  lui  donner  toute  I  étendue  dont  il  est 
susceptible,  observons  que  la  liaisou  des  équations  (1)  avec  la  fonc- 
tion é  et  réqualion  aux  difiSiences  partielles  (a)  est  purement  analy- 
tique et  tout  à  &it  indépendante  de  la  signification  féom^rique  des 
variables  Xfjrtt\  qu'il  en  est  de  même  auitî  de  la  substitution  des 
variables  p,  pi,  v  k  r,  y,  z;  que,  par  conséquent,  les  mêmes  formules 
intégrales  trouvées  pour  le  cas  des  cooi données  x,  y,  z  rectangulaires 
seront  encore  les  int^rales  des  équations  i^i)  considérées  comme  ap- 
partenant au  mouvement  d'un  mobUe  sollicité  par  les  forcée  aooéléra* 
trices 

rfU       eiV  ,!V 
dx  '     dy  '     dz  ' 

suivant  les  directions  respectives  de  trois  axes  obliques  Ox,  O^,  O2, 
la  fonction  U  étant  toujours  exprimée  par  la  foi  uiuk  (8).  Analytique- 


[*]  Noos  en  avons  depuis  indiqué  rapidemeiit  is  déuoottralMMi  dans  les  Additions  à 
la  Conaaitsanct  des  Temps  pour  i849« 
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ment  parhmtf  il  y  «  identité  entre  le  problèoMpovir  des  axes  rectangu- 
laires et  celui  pour  flps  axes  obliques,  dès  que  la  fonction  TJ  est  com- 
j)nsw  (je  la  même  iii.iniere  en  j  .,  z  dans  les  ileiix  c.is  Mais  si  l'on 
pasMNUix  détails  et  à  1  interprétation  géométrique  et  mécanique  des  ior- 
mules ,  de  grande»  différences  auront  lieu.  Cette  remarque  faite ,  nou» 
supposerons,  pour  fixer  les  idées,  les  coordonnées  x^jt  z  rectangu- 
laires dans  tout  ce  qui  va  suivre.  Ainsi  les  équations  (4)t  pour  chaque 
système  de  valeurs  constantes  attribuées  à  p»  fx,  v,  représenteront, 
rniniiip  :i  l'ordinrtire,  trois  surfaces  liomofocaies  du  second  degré,  dont 
rmtcrsf  ciion  >VirHcturra  à  angles  droits. 

Pour  déinonti  i;!  notre  théorème,  opérous  d'abord  la  lrani»rorma- 
tion  de  l'équation  (a).  Comme  il  s'agit  <i'ttne  substitution  de  variables 
bien  connue  des  lecteurs  de  ce  loumal ,  je  serai  bref  dans  mes  expli- 

catiorit.. 

Cin  a  d'abord  les  trois  équations  ■ 

ify  dfi.  ^  df>  du  ^ 

drtfx  àydr  '   dstlz  * 

dft  dt  dp  d-»        dti  dt 

dx  dr  dr  dy      dzdt  *** 

dxdx      dr  dr      7iz  dt  ' 

d'où  résulte  la  perpendicularité  des  surfaces  (pj,  (/a),  \y)  entre  elles.  On 
trouve  ensuite  aisément 

i±y^  (±y^  (±Y- 

{dx}      UrJ      \dt)  ~  (p._^^)(^._,>)' 
I^.W^  i^V  .  /^»\''_  (^'— »')(<■•— ■■•) 

Cela  étant,  si  !*<»  fiiit,  pour  abréger. 
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rckjiiatioii  (a)  se  transforme  en 

Mais  il  est  aist';  de  voir  qu'on  a  identiqueiitent,  et  quelles  que  soient 
les  quantités  A  ,  B,  C,  dont  nous  ferons  trois  constantes  arbitraires: 


(p'— »»).A— fp'  — »»).A-t-(p'  — ftM  A 
(p*-H')(p'-»')(f'-»*) 


=  O 


T 


t>'-»').Bp'-(p'--»').Bti'-K(i'  —  fi ').»,'  _ 

(P'-K')(P'-'')((*'-*') 

(ft'~ n't. aCft'—  (p'—  »«)  aCft'-Kp'—  fi').aCv«  _ 
{p'-K')(p'-'')(K'-»')      ■  •  ■  '  ^ 

Et  il  suffît  (l'ajouter  membre  à  membi^  pe^^is  équations  et  c«dle-ci. 
(^■— y')  a/(p>-f-(p'— y')  aF(p)-)-(p'— f*')  2BHV,  _ 

'p'-(»'Kp'-''1(»''— ~*  ' 

qui  dérive  de  la  valeur  même  de  U  fournie  par  la  forn)ule(8'i  et  que 
'  nous  adoptons,  pour  en  conclure  que  l'on  vérifiera  l'équation  (i  i)  en 
prenant 

(^)'=A-HB/)»-HaCp'  +  ,/(p), 


(Jj'  =  A-(-Bv*4-  aCv*  aBr(v). 


De  là  on  tirera  les  valeurs  des  dérivées  |>artielles  de  8  relatives  à 
c,  nj,  X,  puis  facilement  celles  des  dérivées  de  6  relatives  à  /s,  /x,  v;  et 
comme  les  valeurs  dont  il  s'agit  ne  dépendent  évidemment  que  d'une 
seule  variable,  savoir,  successivement,  de  p,  ju.  ou  v,  les  conditions 
d'intégrabilité  seront  remplies  d'elles-mêmes,  et  l'on  pourra  former  de 
suite  l'expression  de 6  avec  trois  constantes  arbitraires  A,  B,  C,  dont 
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on  a  besoin.  Les  éqnatioM  (3)  donneront  ensntle  les  intégrales  <la 
•ysiènie  diflérentiel  (i).  Voici  la  talewr  de  6  : 


/ 


0«) 


4.  Avant  de  pas«iet-  aux  appiicatiuuK,  nous  devons  encore  rappeler 
qnelques  fermulet  générales 

Soient  dâ'  les  éléments  des  trois  ooufbes  orllwgonale» 

suivent  lesquels  les  surfaces (/»),  (fi),  (v)  se  coupent  en  chaque  point  M 
<1p  l'wipace,  ds'  ôrnnt  j>frpendictilnire  à  la  sarfiu2e(p)f  ds'  k  la 
face  (fi),      à  la  surface  (v).  On  aura 


d'où 


L'âément  di  décrit  per  l«  mobile  pendant  le  ten^  <lt,  et  qui  a  ds\ 
ds'  et  ds"  pour  projections,  s'exprimera  par 
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et  le»  costiaits  des  angle»  que  (is  lait  avec  di\  di'\  ds"  lieront  respecti- 


vement 


A'  éi"  dh* 
da*     dt''  A 


Ainsi,  en  désignant  par  i  ,  /"  ces  angles,  complénimts  de  ceux  son» 
lesquels  ds  coupe  les  trois  surfiioes(^)»{fi),  (v)»  nous  devons  écrire 

(l3)  COS{=^t    GOS<  ==-^»  cosi''=-^« 

Le  carré  R*  de  la  distant»  du  point  (x,  /,  z)  ou  ^,  y)  à  Torigine  O 
des  coordonnées,  centre  de  nos  surfaces  faomofocaleSf  sera  fourni 
indifliremnient  par  Tune  ou  Taotre  des  deux  formules 

ou 

R«  =        ^«  +  v"  -  ft*  -  f*. 

Enfin ,  nous  ajoulennis  réquation  des  forces  vives,  mise  sous  sa  forme 
ordinaire  : 

5.  î,e  cas  le  plus  simple  est  celui  où  l'on  prcml  /  's'  —  o.  Fia  —  o, 
rr  fv)  ^  O,  d'où  IJ  —  o.  I>e  mobile  alors  n'est  sollicité  par  aucune  force 
accélératrice.  La  valeur  de  8  devient 


H  en  posant,  pour  abréger, 

«(p)  =  (A  -r-  B<>»-+-  aCp*)  {p^  -  -  t';, 

Inwe  XU  -  OcTOiu  i8i7. 
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on  en  conclut ,  par  les  formules  ( 3) ,  ces  trots  intégrales  enp,  ,  v ,  < , 
qui  doivent  représenter  un  mouvement  rectiligne  uniforme  : 


V'oiir  qtie  ces  formules  donnent  un  résultat  réel,  il  laiil  que  [es 
deux  quantités  ^{p),  ^{[^)  soient  de  même  signe.  Mais  les  (acteurs 

(p*  —  (p'  -  '^')  et  (f'  -  (f**  —  O  ^«  contraires, 
le  premier  étant  essentiellement  positif,  tandis  que  le  second  est 
négatîft  la  valeur  de  p.'  étant  comprise  entre  b*  et  c*.  Donc  les  deux 
autres  facteurs  \  ^  lîc  -  ^  •>Cp\  A  ^  Ra'  f  aCjX*  doivent  être  aussi 
de  signes  opposés,  ce  qui  exige  que  l'équation 

A  +  Btt  -1-  aCii*  =o 

ait  une  racine  réelle  comprise  entre  et  /a.'.  La  seconde  racine  est 
donc  aussi  rédlCf  et  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  est  c<Hiiprise  entre  fi*  et  y*: 
cela  tient  à  ce  que  les  deux  facteurs  A+      +  aC^*,  A+  Bv*  h-  aCv* 

doivent  aussi  être  de  signes  contraires.  Ln  deux  racines  dont  il  s^agit 
étant  ainsi  positives  d'après  leurs  limites,  nous  les  représenterons,  la 
première  et  la  plus  grande,  par  a*,  la  seconde  par  /S*t  et  nous  aurons 

A  +  B/»>  +  !iQp *  =  aC(p*  -  «•) (p>  - 

A-hB^'-j-aC^'=2C(fi»-a»)(Ht«-  /5^), 
Ah-  Bw»  -f-  aCw*  =aC(v»  -  a»)(v«  -  p"). 

Le  licteur  )/iC  sera  donc  comimin  aux  dénominateurs  de  tous  les 
termes  de  nos  équations;  et  en  difShrenttant  pour  «voir  des  résultats 
plus  simples,  et  posant 
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Ces  équations,  où  fi,  v  sont  les  coordonnéM  elliptiques  du  mobile 
au  bout  du  temps  f ,  doivent  convenir,  nous  l'avons  déjà  dit,  i  un 
moiivement  rectilignc  et  uniforme.  Elles  doivent,  en  d*«utres  termes, 
s  accorder  avec  les  trois  équations 

jc  =  iM  H-  R ,   jrss  m't  -h       «  =      +  n" 

d'un  tel  mouvement.  Or,  en  reiu|>lâvant  z  ^ar  leun»  valeurs  en 

/},  /A,  V ,  on  a ,  en  j9 ,  fji ,  V ,  f ,  trois  équations  algébriques.  Les  intégrales 
de  nos  trois  équations  diflérentielJes  sont  donc  auaoeptibles  d'une 

forme  algébrique.       deux  premières,  qui  constitueut  le  cas  le  plus 

siiinile  (l(»s  ('ijiiations  difft'rtMif iellcs  qtie  M.  Jacobi  nomme  nhrlicnnes, 
ne  contiennent  pas  le  temps,  et  leurs  intégrales  seront  de  la  forme 

Os  intégrales  se  trouvent  ainsi  représentées  géométriquement  par  une 
ligne  droite,  trajectoire  du  mobile  dans  la  question  de  dynamique 
dont  nous  sommes  occupés. 

M.  Jacobi  a  indiqué  depuis  longtenij^'^  l'ii]>[  i1ic,ition  des  coordonnées 
ellipti<]ues  aux  équations  du  mouvemerjt  d Un  mobile  abandonné  à  lui- 
même  connue  propre  à  conduire,  dans  ie  cas  du  pian,  à  l'intégrale 
fondamentale  d*£uler  pour  les  fonctions  elliptiques,  et,  dans  le  cas  de 
respaoe,  aux  intégrales  des  équations  abéliennes  citées.  La  Ibrme  sous 
laquelle  il  a  mis  depuis  ces  dernières  in^rales[*]  en  les  exprimant 
par  deux  équations,  l'tme  du  premier  et  l'autre  du  second  degré, 
entre  trois  quantités  qui  reviennent  àf»'-i-ft'4-v*,^V-hp'v*-»-fi*v', 


[*]*ro/8sle  Jovrml  de  M.  Crelle,  elle  Mme  XI  du  préwut  EecuetI,  ptge  34a. 

53.. 
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|i  '  ju  '  y  ' ,  résulte  avec  fiieilité  de  nos  fonnntes 

j  —  px^q,    z  =  p  x  -t-  y 
En  élevant  au  carré,  on  a 

=  p*x*     a  pqx  «'  =     se*  -f-  ikp'q'x  4-  9'% 

d'où 

En  remplaçant  JC,  J^,  s  par  leurs  valeurs  en  p,  v  que  fournissent  les 
formules  f  oti  atira  d'abord  l'équation  du  premier  degré  entre  le» 
quantités  dont  il  s'agit  ^  celle  du  second  degré  réi<nltera  de 

Il  y  a  des  résultats  analogues  pour  toutes  tes  classes  d*éqiiations  abé< 
liennes,  ooninie  M.  Jacobi  Ta  encore  observé.  Mais  nous  ne  nous  oocn> 

pons  ici  que  de  la  (  tasse  la  plus  simple,  et  même  nous  n'avons  pas  le 
temps  d'insister  beaucoup  sur  ses  propriétés  [*]. . 

6.  Toutefois  nous  devons  donner  la  signification  géométrique  des 
deux  constantes  a,  fi  introduites  tout  à  l'heure  dans  nos  formules. 
De  en  effet,  déiouleiit,  comme  nous  le  montrerons  ailleurs,  une 
tbule  de  résultats  curieux. 

Quand  une  des  variables  ^  ou  y  devient  égaie  à  une  des  constantes 
a,  ^,  la  différentielle  correspondante  d^^  dp.  on  d»  doit  s*évanouir 
comme  le  radical  ^{p*)t  A(ft*)  ou  A  (v*)  qui  lui  serldedénominaMir. 
Soit ,  par  exemple,  p  s  a,  on  aura  en  même  temps  djs  :=  o  ;  par  consé- 
quent aussi, 


et,  par  la  première  des  formules  (1 3) , 


dt' 

COSI  =  g-  =0. 


(^J  On  tNnwen  qadfpies  derdoppcnCDls  sur  lo  «quitioM  ilwlieiim»  à 
carrés  quelconques  dans  an  Mémoure  qui  doit  fiûre  partie  des  Additions  à  h  Caiuuti$- 
'du  Temps  ^aat  i85o> 
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L*at^e  i  sera  donc  droit*  et  la  tnq^toîre  (ici  rectOigne)  du  mobile  se 
trouTenit  par  conséquent,  tangente  à  U  surlace  {p).  Une  conséquence 
analogue  a  lien  qnaml  nne  Hes  vai  iables  p,  a,  v  devient  égale  à  /5.  DotJc 
la  droite  parcotirtje  par  le  inobilt-  est  tangente  aiu  deux  surfaire»  («), 

(]3;.  Ou  a  ainsi  ce  théorèuie  iuipuilant  : 

it  Les  deux  ^nations  différentielles 

I    r/p  du  dt 

»  représentait  des  droites  tontes  tangentes  eux  deux  surfaces  honio- 
»  focales  («1,  (/S),  ou  plutôt  Tenaeinble  des  droites  tangentes  à  la  fois 
j>  il  ces  deux  surfaces.  » 

Pour  bien  coinprenHrp  cettr  roncliision,  il  faut  observer  que,  dans 
les  équations  de  la  trajectoire,  on  peut  regarder  comme  ifidi-peiidaiite 
une  deti  variables  /s,  fx,  v,  et,  par  conséquent,  lui  douuei  toutes  les 
valeurs  que  sa  nature  eomporte,  en  particulier  la  Taleur  a  ou  la  va* 
leur  |3,  si  cette  valeur  a  ou  /3  se  trouve  contenue  dans  les  limites  où 
la  variable  indépendante  doit  être  renfermée.  Si,  par  exemple,  on  s 
a  >  c,  on  pourra  faire  p  =  a;  les  deux  autres  varialtles  a,  v  prendront 
de  certaines  valeurs  en  conséquence  de  la  valeur  de  ,  el  au  point 
(|0,  ^,  v)  ainsi  déterminé,  i\  y  aura  contact  entre  la  trajectoire  et  la 
surface  (a).  De  même ,  on  pourrait  &ire  ftssa  n  l'on  avait  a  <  c.  La 
valeur  a,  quand  p  peut  la  prendre,  est  pour  cette  variable  p  un  mini- 
nuim,  tandis  que,  potir  la  variable  fi,  c'est  un  maximum;  car,  en  in- 
troduisant ta  constante  a,  nous  avons  vu  qu'elle  est  essentiellement 
comprise  entre  p  et  fj. ,  et,  par  conséquent,  toujours  au  moins  éçîale  à  la 
plus  petite  /x,  vx  jamais  supérieure  à  ia  plus  grande  p  de  ces  deux  quan- 
tités. 11  est  visible ,  par  cda  m^me,  qu'on  ne  peut  jamais  prendre  v^a, 
mais  on  pourra  poser  v  ss  |9»  si  ^*  est  <  tandis  qu'Ù  (audra  fiiire 
fi  =  jS,  81  Ton  a  ^*  >  b*.  Dans  aucun  cas,  on  ne  pourra  poser  ^  ^  |9. 

valeur  sera  pour  jx'  un  minimum,  et  pour  v*  un  maximum.  En 
analyse,  chacune  des  deux  é(piations  que  l'on  obtient  en  égalant  ainsi 
une  des  variables  j»,  ^,  v  à  a  ou  à  j3  est  une  solution  particidière  de  ces 
équations  différentielles.  Cette  solution  représente  une  surface,  qui 
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natunilleinent  ttt  tangente  aux  droites  repivsenrées  par  les  intégrales 
générales. 

7.  On  peut  donner  k  nos  équations  différentielles  diverses  formes. 
Et  d*abord  la  dernière  des  équations  (i6) ,  savoir. 


fournit  la  valeur  de  car«  à  cause  de  U  s:  o,  l'équation  des  forces 
vives  se  réduit  à 

=  aC,    ds  —  dt  V  aC. 

Ainsi  nous  avons 

(18)  ds  =  J^+^-^—- 

Mais  y  en  ajoutant  à  cette  équation  les  deux  autres 

rfp  fifi  </v 

A  s=  — !-  u  -~   1  , 

  p*d|>      p'rfp      »  '  rfv 

multipiléeti  respect ivemeut  par  les  facteurs  ffc'v'  et  —  (|Uk*  +  v'),  il 
vient 

Or  on  a 


et,  d'après  les  formules  du  n**  i  étant  le  complément  de  Vangle  sous 
lequel  ds  coupe  la  surface  (p) , 

d'où 

dp   CO»  i  ds 

£n  &ub9titiiaot  donc  dans  l'expression  précédente  de  d^,  on  en  tire 
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sans  difficulté 

De  là  ce  groupe  de  formules 


('9) 


oti  /.  sont,  je  le  répète,  les  angles  que  l'élément  ds  fait  avec  les 
trois  normales  aux  surfaces (p),  (fi),  (v)  paient  par  It  point  (p,  ^,  v)  de 
cet  éléroeni ,  ou ,  si  Ton  veut,  Itwconiplémentsdcs  angles  qu'un»  droilf> 
tangente  aux  deux  surfaces  homofocales  (a),  (/3)  fait  en  chaque  point  de 
l'espace  avec  les  surfaces  {p)t  (fi),  (y)  qui  passent  par  ce  point.  Je  me 
propose  (le  donner  (ians  un  autre  Mémoire  une  démonstration  direcif 
et  simple  de  ces  formules.  On  voit  que,  quand  une  «les  variables  p,  y.,  v 
devient  égale  <•  luie  des  constantes  a,  |3,  le  cosinus  d'un  des  angles  /, 
(  "  devient  nul;  cet  angle  est  donc  droit,  son  complément  égal  à  o. 
et,  par  suite,  ffs  touche  une  dessur&ces  {p),  (/x),  (v).  Si,  par  exemple, 
j»  =  a,  il  vient  co«  i  =  o;  Taugle  t  est  donc  droit,  et  l'élément  ds  est 


[  *  ]  La  p<>rpeadieulsij«  stniNée  àu  centie  de  re11i{isoîdc  (  p)  sur  le  phn  tingent  i  wl 
dlîptnide  au  potnt  (p,  (»,  v)  est  exprimée  psr 


V(/»'-i»'){p'-»*) 


Donc  la  valeur  de 


P08/  y'(pt_;j)j'p>_^=j' 

fil  indépendante  de  ^  et  de  /.  Cela  donne  lieu  à  un  tlurorème  de  géomt'irie  dont  IVitonrp 

p 

deviemira  assez  élcgant  en  observant  que        est  la  portioo  de  droite  partant  du  point 

fp,  fi,  v)  et  t4in{;entt'  aux  dciix  surrarcs  (x),  ((5),  qui  est  comprise  entre  ce  point  et  le 
plan  diamétral  de  l'ellipsoïde  (pj  parallèle  au  plan  tangent.  La  grandeur  de  csette  portion 
d«  droHvfsMe,  oomm  on  voit,  oonstante  pour  tous  les  points  d'an  nièM«Uipioide. 
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fangcnf  à  la  surface  (  f]  :  ce  qui  s'nrcnrde  avec  les  r^stihms  ol)tpmis 
ci-clessus».  iMais  nos  denuèri^s  formules  sont  peut-être  [)lus  nettes  et  plus 
précises  encore.  On  y  voit  toul  de  suite  que  ia  droite  décrite  par  le  tno» 
bi]«,  qu*iine  droite  quelconque  par  conséquent,  totiche  deiix  des 
surfaces  (p),  (ffc)|  (  v)  >  et  n'en  touche  que  deux.  Il  peut  arriver  que  ces 
deux  surfacesà  la  fois  soient  des  hyperboloïdes  a  une  nappe ,  qui  mèii\e 
se  c(jnt()n(tront  en  un  -îeut,  si  la  liroite  coïncide  avec  iiTie  As:  !i  :irs  géue- 
ratncet»  Mais  jamais  ce  ne  sont  deux  hyperboloïdes  à  deux  nappes,  ni 
deux  ellijtsiiides. 

H.  Des  forniid<'s(i9),  qui  vérifient,  comme  cela  devait  élre,  l'équa- 
tion de  condition 

cos*  i  -t-  cos*  r     cos'  I  "  =  I , 
on  tira,  en  outre,  aisément 

008*'         cm' i'  cos'f" 


•a' 


,    V  cM'i        co»'r  oos'i 

Les  éqiiî^tioii-  20  el  cii)  ont  «'•(«'•  données  par  M.  Cliasles  avec  la  sipii- 
tication  que  nous  leur  trouvons  ici,  à  savoir,  comme  apparltinani  à 
une  droite  tangente  aux  deux  stir&ces  homofocales(a),  (p);  et  de  là, 
comme  nous  lavons  déjà  dit  à  la  page  a55  do  présent  volume, 
M.  Chasies  aurait  pu  déduire  les  intégrales  algébriques  des  équations 
ahéliennes(i7).  Cette  déduction  est  très-facile,  et  nous  aurons  occasion 
de  l'opérer  nrw  autre  fois  :  on  peut  partir,  pour  cela,  des  équations  iç)  , 
auxquelles  les  équations  \  i6]  et  (ai)  se  ramènent  de  suite  en  ayant 
égard  à  la  relation  cos'  r  +  cos*i'<4-  cos'  r"  =  i  et  éliminant  tour  à  tour 
deux  des  cosinus. 

Pour  le  moment,  démontrons,  ce  que  Ton  sait  déjà  par  le  Mémoire 
de  M.  Chasies,  que  chacune  des  équations  (ao),  (ai),  considérée  iso- 
lément, convient  à  toute*»  les  génératrices  d'un  cône  :  l'équation  (ao). 
par  exemple ,  repréRente  en  ce  sens  le  cone  formé  par  toutes  les  droites 
qui  passent  par  le  point  ^p,  /x,  v)  et  vont  toucher  ia  surface  (a).  Et|  en 
effet,  une  quelconque  de  ces  droites  qui  touchent  la  surfiice  (a)  touche 
aussi  une  seconde  sur&ce(j3)  dont  le  paramètre  varie  d*ailleors  dWe 
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<lioite  ;t  l'aiilre:  c'est,  eu  efTet,  une  proposition  connue  de  géométrie, 
et  d'ailleurs  c'est  un  iait  résultant  de  nos  discussions  antérieures, 
qu'une  droite  quelconque  cft  toajour»  tangente  à  deus  de  nos  sur- 
faces homofocales.  Gela  étant,  on  a ,  pour  cette  droite»  les  deux  équa* 

tioitt(3o),  (aO  ,  et ,  (  Il  particulier,  l'équation (ao);  donc  l'équation  (ao) 
convient  eu  efiet  à  toutes  les  droites  de  la  rnènie  espèce,  c'est-a- diif 
.t  toiitts  les  i^éiirrairices  du  cône  dont  le  sotumet  est  au  point  (p,  /*»'•')> 
t*i  qui  enveloppe  la  surlace  (a). 

On  voit  que  M.  Ghasles  a  suivi  nne  marche  inverse  de  la  nôtre  :  il 
démontre,  d'abord  que  chactuie  des  équations  (ao) ,  (a  i)  représenta 
un  cône  ayant  son  sommet  au  point  (/} ,  /a,  v).  puis  il  en  conclut 
que  toutes  deux  appartiennent  à  une  droite,  intersection  de  ces  deux 
cônes. 

9.  l  u  point  p,  a,  y)  ou  M  étant  donné,  c'est  donc  par  l'intersec- 
tion de  deux  cônes  du  second  degré  que  I'oti  obhrruira  les  droites 
qui,  partant  de  ce  point,  sont  des  tangentes  coinnuines  aux  deux  sur- 
faces homofocales  (a^,  (P).  Ces  droites  seront  ainsi  généralement  au 
nombre  de  quatre.  Et,  en  elfet,  les  formules  (19]  fournissent,  pour 
chacune  des  quantités  ces  /,  cos  i\  cosî',  deux  fleurs  égales  et  de 
signes  contraires,  d*où  huit  combinaisons  qui  ne  répondent  qu'à  quatre 
droites  distinctes,  parce  que  deux  combinaisons  à  signes  partout  op- 
posés appartiennent  a  une  snile  et  lueinc  droite  prolongée  dans  les 
deux  sens.  Toutefois,  pour  que  les  angles  /,  /  "  soient  réels,  il  faut 
que  les  seconds  membres  des  équations  (19)  soient  positife  et  <  i. 
Mais,  cette  condition  remplie,  on  constniini  sans  peine  lei  droites 
demandées.  Il  v  a,  du  reste,  entre  ces  droites,  une  liaison  simple  qui 
permet,  quand  l'iine  d'elles  est  connue,  d'en  <léduire  immédinfempnt 
les  trois  autres.  Soient,  en  elfet ,  MN,  MP,  MQ  les  normales  aux  sur- 
races(/5),  (/Jt,),  (v)  relatives  au  point  M,  et  MA,  MB,  MC,  MD  nos 
quatre  droites  prises  toutes  d*un  même  côté  dn  plan  PMQ,  de  ma- 
nière k  £iire  avec  M19  des  angles  aigus.  Ces  angles  seront,  dès  lors, 
ég  inx  entre  eux,  puisque  la  valeur  (essentiellement  positive,  d'après 
notre  hypothèse)  de  chaque  cosinus  sera  fournie  par  la  formule  unique. 

cos  /  =  i^î^   ■— — ^  ■ 

T<iino  XU.  -  OcTMu  iSi?.  ^4 
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Quant  aux  angles  de  MA,  MB.  MC,  MD  avec  MF,  leurs  connus  seront 
égaux,  abstnMiion  fiiite  du  signe  ;  par  suite,  il  «n  sera  de  même  des 
cosinns  des  angles  que  font  avec  la  même  normale  MP  les  projec- 
tions MA',  MB',  MC,  MD'  de  MA,  MB,  MC,  MD  sur  le  plan  PMQ,  Gela 
résulte  de  la  formule 

*jm«*k        «>s  AMP 

qui,  par  le  changement  successif  de  A  en  B,  en  C  et  en  D,  donne  ces 

derniers  angles  sans  qtic  le  spcond  membre  change  de  valeur.  Les 
angles  A'MP.  B'MP,  C'MP,  D'MP  sont  donc,  ou  éganx  entre  eux.  ou 
supplémentaires.  Donc  les  droites  MA',  MW,  MC,  MD'  soul  deux  a 
deux  le  prolongement  Tune  de  l'autre  :  MB',  par  exemple,  sera  le  pro- 
longement de  MA',  et  MD'  celui  de  MC.  Dans  Tespaoe ,  les  droites  MA 
et  MB  sont  donc  situées  dans  un  même  plan  avec  la  normale  MN ,  sur 
laquelle  elles  sont  d'aillcfus  inclinées  également.  En  d'autres  termes, 
si  la  droite  MA  est  la  dinn-tion  d'un  rayon  de  lumière  incident,  MB 
sera  la  direction  dti  rayon  rétléchi  sur  la  surface  (p).  Il  y  a  entre  MC 
et  MD  une  liaison  semblable.  Mais  on  fera  naître  encore  ces  deux  der- 
nières droites  de  la  seule  droite  MA,  en  considérant  les  rayons  réflé- 
chis sur  les  dein  antres  siiriaces  (ft),  (v).  Ainsi ,  une  des  quatre  droites 
MA,  MB,  MC,MD  étant  donnée,  on  en  dé<luiro  les  trois  autres,  en 
regardant  la  droite  donnée  comme  nn  rayon  incident,  et  les  trois  autres 
comme  des  rnvon«  réfléchis  sur  les  trois  surfaces  (o^,  '  a\  (m). 

Nous  pourrions  à  présent  suivre  la  marche  d'un  rayon  de  lumière 
successivement  réfléchi  en  divers  points  d*nn  elltpsoMie  (^),  on  même 
en  divers  points  de  plusieurs  snrfinces  homofocales  à  volonté.  Dans 
toutes  ses  directions,  ce  rayon  restera  tangent  aux  deux  sarfiuses  fiscs 
(a) ,  (^).  On  voit  assez  les  c  onséquences  qui  en  résultent  pour  certaines 
questions  de  maximum  ou  de  muiunum,  et  j'ajoute  que  cela  conduit 
facilement  à  la  belle  propriété  donnée  par  M.  Chasies  (tome  XI  de  ce 
Journal,  p»ge  1 1)  pour  les  tangentes  des  lignes  géodésiques  des  sur- 
faoas  du  second  degré.  Mais  qu'il  nons  suffise  ici  d'avoir  établi  nette» 
ment  la  dépendance  réciproque  qui  lie  entre  elles,  d'une  mahière  si 
remarquable,  les  droites  MA,  MB,  MC,  MD. 

Si  le  point  M  était  situé  sur  une  des  surfaces  (a),  (jS),  le  cône  cir- 
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cuusciit  à  cette  surface  se  réduirait  à  un  plan,  et  ue  poiirruit  cou|>er 
l'autre  c&ne  que  suivant  deux  droites»  qui  même  se  réduiraient  &  une 
Mute  si  le  point  M  se  trouvait  k  U  fms  sur  les  deux  surfaces  (a),  (j^.  U 
est  aisé  de  voir  et  je  ne  m'arrête  pas  à  numtrer  comment  ces  cas  par- 
ticuliers résuUeni  du  m-^  gt'nrr.il,  deux  ou  plusieurs  des  droites  MA, 
MB,  MC,  MD  venant  alnr>  à  ((niicifler  ciitrp  elles. 

Revenons  au  cas  général,  et  désignons  par  A,  B,  C,  D  les  points  ou 
tm  plan  mené  perpendiculairement  à  la  normale  MN,  par  un  point  N 
pris  à  volonté  sur  cette  normale»  coupe  nos  quatre  droites  MA ,  MB . 
MC,  MD.  On  conclura  facilement  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  que  les 
deux  droites  Ali.  C-l)  pnssent  par  le  point  N,  et  que  ,  de  plus,  ce  point 
t'st  |p  milieu  de  Tnne  et  de  l'autre.  Donc  le  point  N  est  le  centre  com- 
mun des  deux  coniques  qui  passent  par  les  quatre  points  A,B,  C, 
soit  sur  le  cône  tangent  à  la  surfiice  soit  sur  le  cône  tangent  à  la 
surface  (|9).  Il  suit  de  là  que  MN  est  un  axe  principal  pour  Tun  et  pour 
l'autre  de  ces  cAiiesj  MP  et  MQ  sont  évidemment  les  deux  autres  axes, 
et  nous  retrouvons  un  théorème  connu. 

On  démontrera  d'une  autre  manière  et  l'on  complétera  ces  résultats 
en  cherchant  les  équations  tle  nos  deux  cônes,  rapportées  aux  trois 
axis  rectangulaires  MN,  MP,  MQ.  En  effiet,  soient  t,  z  les  coor- 
données, relatives  à  ces  axes,  d'un  point  quelconque  de  la  génératrice 
qui  ùit  avec  MN,  MP,  MQ  les  angles i,  i\  i".  On  aura 

cos  /  =        *  cos  i'  =  .     ^        ?   cos  1"  ==  —  * 

VÏM-vH-i*  ^«'+v»-|-«»  ^x'-fv*-4-x* 

Ijes  équations  demandées  seront  donc 

c<  V»— «*  ~" 

et 

X»          X*  »' 

Or  ces  équations  montrent  de  suite  que  les  axes  actuels  de  coordon- 
nées, MN,  MP,  MQ,  sont  prédsénMit  les  axes  principaux  de  nos 
deux  cènes;  elles  prouvent ,  de  phis^  que  ces  cànes  ont  mêmes  lignes 

54-. 
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rocalf>s  [*J,  et,  par-coiMéi|iient,  se  coupent  à  angle  droit;  eoBn,  on 
^n  conclut  uns  peine  U  littson  de  poûtion  des  quatre  droites  d'inter- 
section MA,  MB,  MC,  MD. 

10.  Les  quatre  espèces  diffibreiites  de  droites  tangentes  aux  deux 
siirfiices  (a),  (^)  qu'on  peut  mener,  en  général,  par  chaque  point 
ip,  u.,  v)  de.  Kespace,  expliquent  le  caractère  multiple  des  équa^ 
lions  (17),  que  Ton  peut  écrire  ainsi  : 

tio        fin.  fit 

û;»')  * 

et  qui  ofTrent ,  par  conséquent,  quatre  combinaisons  de  signes. 

Pour  avoir  l'équatioii  précisa  d'iirip  flroite,  il  faudra  donc  détermi- 
ner par  une  discussion  spéciale  les  signes  qu'on  doit  prendre  au  point 
de  départ  pour  les  radicaux  contenus  dans  les  équations  (17).  Mais 
il  importe  de  remarquer  que  si  Ton  maiche  le  long  de  cette  droite, 
toujours  dans  le  même  sens,  1^  signe  de  chaque  radical  A  (p^,  ^Cf^')* 
ou  Afv*),  devra  changer  nti  moment  où  ce  radical  a*évanoult  En 
effet,  des  équations (17)  on  tire 

Gomme  on  a  p*  >  ft*  >  y%  il  s*enBuit  que  les  trois  quantités 

doivent  toujours  être  de  même  signe.  On  voit  encore  que  quand  un 
radical  s'évanouit,  la  difiérentidle  correspondante  s'évanouit  aussi  » 


[*)  La  lignes  faciles  cmunna  MNit,  oomne  on  «ait,  les  deux  géoératrices  <!« 
rhjpcriMilaiile  (ft)  qui  psnent  fisr  le  |MHnt  H. 
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et  vice  versd.  Il  estclaii-,  d'ailleurs,  (jii'un  railical  ne  peut  s'évanouir 
que  pour  les  valeurs  0e',  ^%  6'  ou  à*  des  variables  p*,  /x',  ou  v*,  qui 
deviennent  alor»  110  maximum  ou  un  minimum.  Maintenant  suppo- 
sons, pour  fixer  les  idées  (car  dans  les  différents  cas  la  discussion  est 
la  iiièm<»\  qu'an  moment  où  l'on  commence  à  marcher  sur  la  droite, 
les  trois  quantités  ^  ,  u,  y  aillent  à  la  fois  en  augmentant,  en  sorte  que 
les  différentielles  dp,  d^,  dv  soient  alors  toutes  trois  positives.  Il 
faudra  prendre  A  (p')  et  A  (v*)  avec  le  même  signe,  tous  deux  positi- 
vement si  Ton  veut»  et  A(fi')  avec  un  signe  contraire  ou  négative- 
ment. Mais  que  plus  tard  un  des  radicaux  A(j9'),  A(/x*),  A(v*) 
vienne  à  s'évanouir.  Nous  venons  de  faire  observer  que  la  valeur  a*, 
p',  h'  ou  c*,  de  p*,  fx*,  ou  v',  pour  laquelle  cela  arrive,  est  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  ;  la  difftàrentietle  correspondante  dp,  d^i  ou  dv 
va  donc  se  réduire  à  térot  puis  changer  de  signe.  Mais  les  signes  de 
deux  des  rapporl§ 

dp  dy.  d» 

restant  les  mêmes,  celui  du  troisième  i-apport  tloit  aussi  se  conserver. 
Donc  le  radical  placé  sous  la  difFérenticlle  qui  change  de  signe  doit 
comme  elle  changer  de  signe  en  «'évanouissant. 

11.  Ce  qui  priHÔdc  suffira,  je  crois,  pour  k  discussion  des  signes 
de  nos  radiraiiK  dans  les  fornudes(i7^  discussion  qu'il  est  d'ailleurs 
facile  d'étendre  à  la  formule  {18),  liée  naturellement  aux  deux  autres. 
Je  passerai  donc  k  un  autre  sujet  en  donnant  une  transformation  de 
la  valeur  de  ds  que  fournit  la  formule(  1 8).  A  cause  des  équations  (17), 
la  formule  (18)  donne  évidemment 

t>«-(.«-t-p')i>«-»-«*p«  , 

En  effet,  r(>ns(Mnble  des  termes  affectés  du  focteur  (a^  +  i^Vi ,  ou  du 
facteur  a'j3*,  présente  une  'iommc  nulle,  en  vertu  des  équations  (17}, 
ce  qui  fiait  retomber  immédiatement  sur  la  .formule  (18;. 
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Mais  on  a 

-  (a»  -h  p«)     -h        =  Cp'  -  «*)      -  iS») 

et 

Ia  fraction 
est  donc  é^le  à 

Les  autres  termes  contenus  tlans  la  valeur  précédait»  de  tir  sont  susœp- 
tibles  d*ane  modification  du  même  genre.  On  a  donc  finalement 

La  formule  (îiîii':  peut  se  (l/inoTitn  r  d'une  autre  manière,  en  obser- 
vant que  ds  est  la  diagonale  d  un  parai lélipipede  rectangle  dont  ds', 
ds'  et  dt*  «ont  le»  côté*.  Cette  diagonale  vaut  la  somme  des  projec- 
tions des  trois  côtés  sar  sa  direction.  Donc 

ds  =  cos  ids'     cos  /'  ds'  ■+■  ces  rds"^. 

En  mettant  pour  cfs',  ds",  ds",  et  ces/,  cos/',  cosi",  leurs  valeurs, 
on  retrouve  la  formule  (aa).  Cette  manière  d'y  parvenir  indique  bien 
quels  signes  on  doit  donner  aux  coefficients  des  ddtérentielles  pour 
avoir  la  valeur  absolue  de  ds.  En  eilet ,  la  valeur  absolue  de  ds  doit 
être  la  somme  des  valeurs  absolues  des  projections  de  ds',  ds',  ds"; 
les  trois  termes  qui  la  composent  doivent  dom  être  pris  positivement , 
et,  par  conséquent  !p  roeffirienf  de  chaque  (lifférentielle  dans  lafisr- 
mille  (aa)  doit  être  pris  avec  le  signe  même  de  cette  différentielle. 

12.  Enfin  la  formule  (aa)  conduit  à  une  dernière  forme  des  équa* 
tions  f  ty),  laquelle  est  très-utile  dans  un  grand  nombre  de  cas. 

Posons 

«» -h  jâ' =  ag,    a*^'  =  aA, 
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et  nous  aurons 

Maintunant  atlrthiions  aux  paramètrei»  g,  h  des  variatioti»  iiiriiiimeut 
petites  y  la  variatioD  correspondante  de  ds  sera,  comme  il  est  aisé  de 
le  voir. 


elle  sera  donc  nulle  à  cause  des  équationÂ(i^};  ut  réciproquement, 
on  retrouvera  ces  équations  en  posant 

èds  =  o, 

la  variation  étant  rdative  aux  paramètres  ^  et  A ,  ou ,  ce  qui  revient  au 

mètne,  atjx  pnrnmètres  a  et  |Ç  considérés  comme  indépendants  Tun  de 
Tautre.  Les  équations (17)  sont  ainsi  remplacées  par  )a  seule  équation 

(a3)  dSob  =  o» 

o» ,  si  on  Taime  mieux ,  par  les  deiis  équations 

<a4)  ^  =  *''  1p 

Dans  certaines  questions  de  mojcima  et  minima,  ces  équations  abrègent 
beaucoup  le  calcul.  Déjà  au  n"  9  nous  avons  indiqué  un  théorème  qui 
peut  servir  de  base  k  une  métliode  synthétique  pour  de  telles  questions. 

La  méthode  analytique  dont  nous  parlons  maintenant,  plus  directe 
d'ailleurs,  surtout  plus  générale ,  devient  tout  aussi  simple,  grAce  ;« 
l'emploi  des  équations  Mais  nous  n'ajouterons,  pour  le  moment , 
aucun  détail  à  ce  sujet ,  nous  réservant  d*y  revenir  dans  un  autre  Mé- 


I*]  Dans  notre'  preinipr  Mrmnirc  ,  noi»  avons  déjà  Iroiivé  imp  i  iiunii  >ii  In  irn-ine 
jfenre,  3ds  —  o,  potir  mis  lignes  ^codcsic|im,  et,  dans  le  en  particiiliei-  li'unr  &ur- 
fiir«>  pinne,  pour  la  ligne  draîle  dlc-mémc. 
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inuin',  ainsi  que  sur  les  rlévoloppemeiits  géométriques  auxqueU  peu- 
vfiif  duiiner  lieu  louttjs  les  fornnilos  de  ce  paragraphe 

15.  Oïl  (^st  rondtiit  à  lui  problème  de  Dynamique  qui  peut  aussi 
lournu  un  texte  iutéressant  à  la  Géométrie,  en  prenant  dans  les  for- 
mules (lu  §  I  : 

A  efant  une  constante.  11  vient  alors 

U  =  ifc  (p« -J- fx» -h     -  A»  -  t') , 

c'est-à-dire 

IJ  =  ARV 

R  étant  la  distame  du  tiiubiie  a  l  ongine  «les  coordonnées.  D'après 
la  valeur  de  la  fonction  de^  forces  telle  que  je  viens  de  l'écrire,  le 
moiiTement  sera  eelul  d'un  point  matériel  altiré  ou  repoussé  par  un 
centre  fine  proportionnelleiiient  à  la  distance.  Les  diverses  trajectoires 
que  Ton  obtiendra  suivant  les  circonslanoes  initiales  et  la  valeur  de  ^- 
seroiif  dont'  des  eoniques  coneen triques.  Or  les  lorinules  du  ^  l 
doniienMit,  pour  reprt;scnter  ce»  coniques,  des  équations  transcen- 
dantes. La  comparaison  des  résultats  fournira  ici,  coiniue  dans  le 
cas  de  la  ligne  droite,  des  conséquences  utiles  sur  lesquelles  je  ne 
veux  pas  iuMster 

§  m. 

1-4.  Dans  certaitis  cas  |)articuliers .  tels  que  ceux  de  c  —  h,  ou 
de  /'  — -  o,  par  ext  inple ,  nos  formules  générales  du  §  1  ne  peuvent  être 
appliquées  qu'après  une  transformation  préliminaire. 


f  *]  Le  traraa  que  nous  mnonçons,  et  qui  doit  tti  reste  rouler  tar  de*  queMions 

t rés-i!i verses ,  portera  ce  litre:  Ri-efit-re/ii  \  <!<  (^'■i.nu-trie  analytique.  Nous  y  parteroili 
aii«i  df»  ]ir(>|irii  ti  s  dfs  (nniiioes  homofocaics  dajis  le  (tlan ,  «-f  i]c*,  li^'nr^  lic  iliffi^rente 
future  qu  on  peut  tracer  sur  I  clUp&oïde,  priocipajeinent  de»  lignes  géodcsiques  et  des 
lijpiek  de  ooiiriittre,  «ujel  fécond  daat  on  «M  encore  bien  loin  d'avoir  approfondi  tain 
Irs  deuil». 


Dlgitized  by  Google 


PURES  £T  APPUQUÉES.  4^3 

t'oiisidéioiis  d'abord  K*  cas  de  c  =  />;  et,  pour  y  préparer  les  for- 
mules, introduisons  au  lieu  de  la  variable  f&  l'angle  ^ ,  qui  est  lié  à  /i 
par  l'équation 

^  =  \jc*  cos'  y  -f-  A'  sin'  f . 
laiaons,  eu  d'autres  termes, 

X  =  £      ■  CM*  ç  -H  *^àlï*^f , 

a  =  ic  1  «Il  «. 

Si  nous  posons 

P (j»)  =  F       C08» f  -I-  A»  sin* y )  =  ^(9») , 

J^j;)  sera  une  fuuctiou  (^udcuucpie  deç»,  comme  F  (p.)  était  une  touc- 
Iton  quelconque  de  ft;  et  la  valeur  de  U  pour  laquelle  notre  méthode 
d'inrégration  rétiasit*  s'écrira 

?     ''^ '      '  ?  ~    j / ( p  )  H-  (  p' ■— »*) # (y )  H-  (  p'  —  c*Wf  —    aio»  y )  p  (y) 
(f •  —  c»  «of  ,  -  *>  liD»  (f» — »»)  (c*  coi^  f  -H    «in*  f  —  .») 

Enfin  la  fonction  6  dont  cette  méthode  dépend ,  qui  conduit  aux 
intégrales  (3),  et  que  la  formule  (1 1)  fournit ,  s'exprimera  par 

J       V                            c'eoi'f  H- ft'sin'f 
(*'^v«)fc»-.v»)  

Jusqu'ici  les  constantes  h  et  6-  sont  restées  quelconques  cl  sans  liaison 
nécessaire  ei^re  elles.  Maia  sott  â  présent  c    6.  il  nous  viendra 


(a5) 


A' 

h 

v>'  — 

a  =  A!  f.;          ain  ^. 
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Or  ces  éqttiittons  donnent  d*abord 

en  sorte  que  f  désigne  l'angle  que  (ùt  avec  Taxe  des  j  la  trace  da  plan 
qui  passe  par  le  point  (jr,  jr,  et  par  Taxe  des  x  mr  le  plan  desj^x. 
On  en  tire  aussi 

?        ?"^^  '  -  •  ' 

C>  sont  (en  regardant  p  rt  v  coniiiM'  des  paramétres]  les  équation*;  tU- 
deux  surfaces  du  second  de^ré  lioiuulocales  et  de  révolution  autour  de 
Taxe  des  x.  Ïj»  pre^iiéi'e  de  ces  surfaces  est  un  ellipsoïde  ;  la  secou<le 
un  hyperboioîde  k  deux  nappes.  L'ancien  hyperboloîde  à  une  nappe , 
qui  répondait  à  |x  —  consUmie,  est  remplacé,  comme  on  voit,  par 
un  plan  méridien  de  ces  deux  surfoces  de  révolution,  qui  répond  à 
^  r=  constante 

Pour  chaque  valeur  donnée  de  ç ,  et  en  faisant  varier  |S  et  v .  on  a 
successivement  tous  les  points  du  plan  méridien  relatif  à  la  valeur 
donnée  dt  f;p«tv  sont,  dans  ce  plan,  des  coordonnées  elliptiques 
toutes  semblables  k  celles  dont  nous  nous  sommes  t/enii  dans  notre 
premier  Mémoire.  Les  foyers  constants  des  ellipses  et  des  hyperboles 
enipluN  t'es  pour  ro  svstènie  de  coordonnées  sont  situés  sur  l'axe  des  .r , 
à  une  distance  de  l  ongiiK'  finale  i\  h;  ils  restent  donc  les  mêmes,  qnei 
que  soit  le  plan  méridien  que  i  on  considère  et  où  se  trouve  ie  mobile. 
Nous  les  désignerons  par  F  et  F'.  Les  distances  du  aiobile  à  ces  deux 
points  seront  représentées  à  cbaque  instant  par  p  -^vet  p—v.  Il  est 
bon  d'observer  que  les  foyers  F,  F'  de  nos  coniques  dans  chaque  plan 
méridien  sont  en  mènw  temps  ceux  de  toutes  les  surfaces  de  révolu- 
tion I  p)  et  (v,. 

La  valeur  de  (J,  pour  laquelle  notre  méthode  d'intégration  réussit 
dans  ce  cas  de  c  =  ^,  est 

Il  —     -  > -i-  iP'  -  *M  ^Lf)  -h  (p'  -     o t») 
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rt  Too  Hf  pour  Ja  valeur  de  d  correspondante, 

^  va?t?)  -  A  -  bb*  -  aCA* 

Maiâ  puisque  sous  le  second  radical  les  constantes  A ,  B ,  C  n'entrent 
qtie  dans  la  quantité  A  +  Bb*  -f-  aCA*,  où  De  figure  aucune  variable  * 
il  est  naturel  de  prendre  pour  constante  cette  quantité  que  nous 
représenterons  par  —  V;  elle  remplacera,  par  exemple,  l'ancienne 
constante  A  que  nous  chasserons  au  moyen  de  l'équation 

A  =  -  A  -  B*»  -  aCft*. 

Il  nous  viendra  ainw 

/a.^      W  -  JU  +  B(v«  -  6»)  +  aC{v'  -  6*)î 

et  c*est  de  cette  valeur  de  6  que  nous  déduirons  nos  intégrales  au 
moyen  des  équations 

On  peut  observer  en  passant  que  la  première  de  ces  trois  Intégrales  est 
la  seule  dana  laquelle  la  variable  ; .  et.  par  conséquent,  la  fonction 
^[<p),  puissent  se  trouver.  La  seconde  domicra  donc  l;i  valeur  de  o  en  v, 
et  la  troisième  celle  de  l  on  p  et  v,  tndt'peiidamiiK'nt  di'  la  pn-micre  ;  et 
les  valeurs  de  ^  et  £  ainsi  ioruiées  ne  dépendront  en  aucune  manière 
de  )a  fonction  arbitraire  ^{f).  Dan»  on  Mémoire  intitulé  Dê%  motu 
pmcdsingularis,  M.  Jaoobi  a  déjà  renconlré  un  caa  particulier  de  cette 
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proposilton  dont  on  voit  ici  la  cause  et  l'origine  générale,  et  que  plua 
tard  nous  retrooverone  enoore  dan»  une  autre  question. 

lâî.  Quand  on  pote 

la  valeur  âç  V  du  numéro  précédent  se  simplifie ,  et  quoiqu'elle  perde 
ainsi  beaucoup  de  sa  généralité,  elle  renferme  pourtant  encore,  comme 
cas  très-particulier,  le  cas  d*un  point  mobile  attiré  par  trois  centres 
fixes,  tel  que  Lagrange  l'a  traité.  Enfiûsant»  pour  abr^jer, 

k  valeur  de  U  dont  nous  parions  devient  alors 

et  se  trouve  ainsi  toute  semblable  à  cdle  qui  s*est  présentée  dans 
notre  pr^ier  Mémoire  comme  remplissant  les  conditions  d'intégra- 
biKté.  On  en  déduira  donc  encore  le  cas  des  trois  centres  fixes  en 
prenant 

n^v)  =gv  —  g'v  -H  k{v*  -  A»v»), 
gf  g'f  k  étant  des  constantes.  De  là  résulte*  en  cfiiet, 

p+»     p— «      ^  ' 

Mais  en  représentant  par  r,  r'  et  R  les  distances  du  point  mobile  aux 
deux  foyers  fixes  F,  F'  de  nos  surfines  homofocales  (p),  (v)  et  à  leur 
centre  O ,  on  a 

rasp  +  v,   r'ss^  — V,   R»  =  p*-^  v'  —  ô». 

Doue 

C^est  bien  là  l'expression  de  la  fonction  des  forces  pour  le  problème 
des  trois  centres  fixes. 
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i6.  Revenons  aux  formules  (a5],  (a6)  et  (27)  qui  conviennent  au 
cas  de  <;  =:  i^,  b  étant  quelconque,  et  voyons  ce  qu'elles  donnent 
lor«qa*on  prend  b^ù.  Pour  cela»  pmons  d*abord 

y  =  ÀCOSi}'. 

valeurs  de  XfJ*  *  <iui  étaient,  d'après  les  formules  (a5)t 

x  =  Ç,  j  =  i£  00S9»   f  siny, 

deviendront 


«spG0s<^,      =  Vp' —  ^'sin  ijfcosf ,    s     Vf*  ^'^f' 

et ,  pour  A  =  o,  elles  se  réduiront  k 

x=ifCot>t^y         pain^cospt  x=  psinijtsin^. 

Ainsi  pt  f*  t  seront  les  coordonnées  polaires  ordinaires  à  trois  dimen- 
sions. Mais  pour  que  les  formules  (96)  et  (27)  se  prélent  bien  à  Thy» 
pothése  de  £  =  0,  il  convient,  après  y  avoir  fait  vr=3co$i|>,  de 

remplacer-  ^'ï-  par  h'^{f),  X  par  -A.^',  et  enfin  5r(v%  qui  est  uni* 
tbnction  qiieic  onqiie  de  v ,  par  une  fonction  quelconque  de  tj*  telle  que 
A' II      Nous  aurutis  de  la  sorte 

U  _  tfp'|/(p)  -h  (p'-  .f  (?)  -H  (p'  -  A'J  n(^) 


et 


""/ n(4r)  B  si  n'  «|(  -  aC»*  sin*  i}i  (I  -H  cos>  4»). 

De  là,  pour  6  =  o. 
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la  valeur  de  U  prendrait  cette  forme  plus  simple  encore, 

17.  Voyons  k  pn^nt  oe  que  deviennent  les  formules  générales 

du  §  I  lorsqu'on  y  prend  6  =?o,  mais  en  laissant  cette  fois  c  quel* 

conqtie.  Conservons  o  et  ,tx,  maïs  remplaçons  v  par  une  autre  va- 
riable. Pour  cela,  employons  la  preuiiéi'<e  des  formules  (7;,  c'est-à-dire 
posons 

V  =  b  cos  f  , 

et  substituons  partout  la  variable  t|r  à  la  variable  v ,  ce  qui  nous  don- 
nera 


sin  (|«. 


a  =  3S!5 


Alors.,  en  laisant 


la  valeur  de  U  fournie  par  la  formule  (8),  cfst -à-dire  la  valeur  de  U 
pour  laquelle  notre  méthode  d'intégration  réussit,  s'écrira 
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Enliii .  la  fonction  B,  dont  cette  méthode  dépend  et  que  la  formule  (i  i  ) 
donne ,  sVxprimera  ici  |Mr 

8:=:  fdo  J^M±^I£±^R. 


2  n  (4)  4-  A-t-  B**  ci»*i^  -i-âCA  '  Cf»  '  y 

Jusqu'ici  la  constante  ^  est  restée  quelconque,  et  nos  formules  ont 
conservé  tonte  leur  généralité.  Mais  soit  k  présent  b  =  o.  Nous  iroit- 
verons 


(3i)  \x  =  ^àn^. 


z  =  ^-:(p--c*)(c»-ft»}. 
Or  coh  équations  donnent  d'abord 

tang  i|»  —  j  t 

eu  sftrtP  q(ip  'b  désigne  l'angle  que  fait  avec  l'axf  des  v  Ja  trace  «lu 
plan  qui  |>assf  par  le  point  (x,^,  z)  et  par  l'axe  des  z  sur  le  plan 
des  xjr.  On  en  tire  aussi 


Ce  sont  les,  équations  de  deux  surfaces  homofocales  c;t  de  révolution 
autour  de  Taxe  des  s  :  la  première  est  un  ellipsoïde ,  la  seconde  un 
hyperboloide  k  une  uappe.  L'ancien  hyperboloïde  k  deux  nappes, 
qui  répondait  à  v  =  constante ,  est  renqjlacé,  comme  on  voit,  par 
un  plan  méridien  tle  ces  deux  surfaces  de  révolution,  qui  répond  k 
<l,  =  constante. 

Pour  chaque  valeur  donnée  de  et  en  faisant  varier  ^  et  /a,  on  a 
successivement  tous  les  points  du  plan  méridien  qui  correspond  à  la 
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valeur  de  p  et  sont,  dansée  plan,  lea  coordonnées  elli|)ti4U(s  que 
nous  avons  employées  dans  notre  premier  Mémoire  «etp-i'fA,!»-^!» 
représentent  les  distances  d*iin  point  M  ou  (pf  |x)  de  ce  plan ,  par  cnn- 
séqtjent,  Htj  point  (p,  ft,  t|>)  «.le  l'espace,  aux  deux  foyers  F,  V  des 
coniques  qui  constituent  ce  système  lie  coordonnées.  M^tis  h  i  le» 
foyers  F,  F'  ue  sont  pas  des  points  absolument  ûxe&  et  iudepcndatits 
de  la  position  du  mobile.  Ils  sont,  eu  effet,  situés  sur  la  traoe  du  plan 
méridien  dans  le  plan  des  xy,  à  une  distance  de  Torigine  iiinjours 
^ale  à  c,  et  changent,  par  conséquent,  avec  ce  plan  méridien,  mais 
en  restanr  rependant  sur  un  cercle  de  rayon  c. 

La  valeur  de  U  pour  laquelle  notre  méthode  d'intégration  réussit 
dans  ce  cas  de  6  —  o ,  6-  quelconque ,  est 

y        /Cri      ,      F(i.)  n(^j 
et  l'on  a,  pour  la  valeur  de  9  correspondante, 


®  -J    V  p'(p'-*') — 


4-  f^A 


aF(p)  — A  — Bp'  — »Cft* 


La  première  des  trois  intégrales 

est  la  seule  dans  laquelle  la  variable  ^ ,  et ,  pur  conséquent ,  la  fonction 
Il      figureront.  La  seconde  donnera  donc  la  valeur  de  jx  en  />,  et 

la  troisième  celle  de  /  en  p  et  ,u,  indépendamment  de  la  première;  et 

les  valeurs  de  jx  et  /  ainsi  formées  ne  dé|iendront  en  aucune  manière 
dp  la  foiiction  arbitraire  IT  .  Nous  avons  déjà  eu  occasion  de  laire  une 

reuianpie  an.ilogtip  au  sujet  des  formules  du  n"  14. 

18.  Prenons  d'une  manière  plus  particulière 

rii^)  =  o, 
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Si  g'f  A  étant  des  comtanles;  et  la  formule 

deviendra 

Mais  en  r^réaentant  par  r',  R  les  distanoes  du  poiiil  mobile 
AUX  deux  foyers  F,  F'  situés  dans  le  même  plan  méridien»  et  à  Tori* 
gine  O  des  coordonnées ,  on  a 

Donc 

L  =  5        -+-  AR». 

r  r' 

Cette  expression  de  la  fonction  des  forces  est  celle  qui  convient  au 
cas  d'un  mobile  sollicité  par  des  forces  qui  émanât,  proportionnel- 
lement à  Finversedtt  carré  des  dislances,  des  deux  centres  variables 

F,  F',  et  proportionnellement  à  la  distance,  d'un  troisième  centre  O 
fixe  et  placé  au  mili»^n  «If'  li  droite  qui  joint  les  detix  autr«'s.  Notre 
analyse  fournit  donc,  en  parUculier,  la  solution  de  ce  cas  nouveau  et 
remarquable  du  uiouvemeut  d'uu  point  matériel  sollicité  par  trois 
centres  en  ligne  droite»  mais  dont  un  seul  est  fixe*  tandis  que  les 
deitx  antres  tournent  à  l'entour,  sur  nne  circonférence  de  cercle, 
de  manière  à  être  situés  à  chaque  instant  aux  deux  extrémités  du 
diamètre  qui  a,  dans  le  plan  du  cercle,  même  longitude  qiw  le  point 
ujaténel  proposé.  Nous  n'avons  pas  l'intention  d'y  insister  ici  davan- 
tage, mais  par  la  suite  nous  y  reviendrons  dans  un  article  spécial, 
en ftisant usage  delà  méthode  de  notre  premier  Mémoire;  car  cette 
méthode  qui  s'étend ,  comme  je  Tai  déjà  dît ,  au  mouvement  d*un 
point  Kbre  «ktns  Tespace,  s'applique  avec  beaucoup  de  facilité  et 
d'éli'gance,  et  m\  problème  des  trois  centres  fixes,  et  à  celui  des 
centres  mobiles.  Le  problème  des  centres  inobdes,  tout  aussi  curieux 
et  moins  rebattu  que  celui  des  centre:»  (ixes,  mérite  bien  d'ailleiu's 
d'être  traité  à  part. 

19.  K<H»  indiquerons  ^fin  en  peu  de  mots  un  dernier  cas  particulier 
dans  lequel  les  formules  du  $  1  ont  encore  besoin  d'une  transformation 
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préalable  er  qui  oiire  aussi  de  l'iiitéiét.  (.'.'est  celui  où  l'on  prend  k  la 
fois  6  =  0,  c  =  Ot  mais  en  établissant  entre  6  e^c  le  rapport  qu'on 
voudra  avant  de  faire  évanouir  ces  deux  quantités.  Au  16,  ce 
rapport  était  celui  d'égalité,  puisqu'on  avait  posé  c  =  6  avant  de  fiùre 

b  =  o.  Mais  en  prenant  un  rapport  qitelconqtie,  et,  pnu?-  conserver 
h  rf  c  flans  le  résultat  lînnl ,  n  niplarant  />  p.ir  rib,  c  par  ne,  puis  Tai- 
sant /I  =  o  après  une  préparation  convenable,  on  aura  d'autres  ior- 
mules  sur  lesquelles  je  me  contente  d^ appeler  rattcalion  du  kctetir. 
le  dirai  seulement  que  le  système  générai  de  nos  coordonnées,  résul- 
tant de  rinter»ection  de  trois  surfaces  homofecales,  sa  réduit  alors  à 
»  (  lui  de  trois  séries  de  surfaces  sphériques  et  coniques  ayant  toutes  le 
métn»^  rf'Titt  e  vt  orthogonales  entre  elles.  Les  cônes  dont  il  sn'y\\  sont , 
bien  enteiidu  ,  du  second  degré,  et  tracent  sur  les  ddicreutes  spiu-res 
des  coniques  sphériques  d'une  excentricité  plus  ou  moins  grande , 
suivant  la  valeur  du  rapport  donné  de  c  à  A.  Mais  en  voilft  bien  assea 
sur  tous  ces  cas  particuliers. 

S  IV. 

Î40.  Occupons-nous  mainlenant  du  mouvement  d'un  mobile  assu- 
jetti  à  demeurer  constfunment  sur  une  surfirp  donnée.  T.es  trois  coor- 
données rectangulaires  a*,  j,  a,  qui  déterminent  à  chaque  nistaiit  la 
position  du  mobile,  s'exprimeront  au  moyen  de  deux  variables  indé- 
pendantes a,  /3.  Supposons  ces  variables  tellement  choisies,  que  l'ex- 
pression       +  djr*  +  rf»«  prenne  la  forme 

dx*  -i-dr*  +  Hz*  =  Xrf«»  -I-  X'rfp*. 

X  et  X'  étant  des  fonctions  de  a ,  /B  11  isut  et  il  suffît,  pour  cela,  que 
les  variables  a,  ^  soient  les  paramètres  de  deux  systèmes  de  courbes 

orthogonales  entre  elles  sur  la  surface  donnée. 

Cela  posé ,  en  désignant  par  U  la  fonction  des  forces,  les  équations 

du  mouvement  seront 
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Or,  pour  en  trouver  les  int^niles,  il  suffira  d*avoir  une  solution  6 
de  l'équation  aux  dilTérences  partielles 

ccmtenant,  outre  la  constante  G  qui  entre  dans  l'équation  aux  diflé» 
renées  partielles  ellt>-inèroe,  «ne  autre  consraiito  arbitraire  A  dis- 
tincte (le  celle  qtu-  Ton  peut  toujours  introduire  dans  6  par  simple 
addition.  Les  intégrales  demandées  seront,  en  efFet, 

Àf  et  C  étant  deux  nouvelles  oonstantes.  Et,  de  plus,  on  aura  les 
intégrales  intermédiaires 

qiu  ilunueut 

et  montrent  ainsi  que  la  constant r  C  est  précisément  celle  qui  entre 
dam  l'équation  des  forces  vives.  Ce  théorème  est  tout  semblable  à  celui 
qui  noitt  a  aenri  pour  le  mouvement  d'nn  point  libre,  et  il  ae  démontre 
à  peu  près  de  même.  Au  besoin,  du  reste,  on  peut  consulter  un  lié> 
moire  de  H.  J.  Binet,  inséré  dans  le  Journal  de  F  École  Polytechnique. 

SI.  Lorsqu'on  a 

et 

XU=/(a)-F(|3), 

ce  qui  est  le  cas  discuté  dans  notre  premier  Mt-mnire.  la  fonction  9 
s'obtient  aisément.  £o  efîel,  l'équation  aux  difFérences  partielles  peut 
alors  se  mettre  sous  la  forme 
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et  l'on  y  satisfer»  en  prenant 

(2y  =  a/(«)+aC9(«)-A, 

(^^y  =  A-ar(p)-cCB(^), 

A  étant  nne  constante  arbitraire.  1>onc 

e  =  /     va  J  (a)     a  C"f(a)  ^  H-  /  #  \  Â  -  aF(P)  -  2Co(j3). 

Cette  valeur  de  B  noua  ramène  à  nos  anciens  résultats,  en  ayant 
totilefois  soin  d'observer  que  la  constante  de  l'équation  des  forces 
vives  désignée  par  C  dans  notre  premier  Mémoire  est  représentée 

ici  par  j  C. 

Nous  terinuicrons  ici  l'expositiun  de  nos  recherches  sur  l'intégra- 
tion des  équations  différentielles  du  mouvement  d'un  point  matériel. 
Uextension  au  cas  de  plusieurs  points,  libres  ou  non,  des  deux  mé> 
thodes  que  nous  avons  suivies  pour  le  cas  d'un  seul  point,  fera  l'objet 
d'un  autre  travail.  Cest  dans  les  Additions  à  la  Connmssance  des 
Temps  pour  i85o  qu'on  trouvera  ce  nouveau  Mémoire,  auquel  nous 
avons  déjà,  du  reste,  renvoyé  le  lecteur  à  l'occasion  des  équations 
abéliennes  d'ordre  élevé. 
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NOTE 

SUK  LA  RECTIFICATION  DE  QUELQUES  COURBES; 
Par  m.  W11.LUM  ROBERTS. 


On  doit  à  M  Seri-pt .  rnmmr  l'on  sait,  le  théorème  élégant  relatif 
à  la  rectitication  de  la  cassmoide,  que  son  arc  s'exprime  par  une  fonc- 
tion abélienne  décomposable  en  la  somme  ou  la  différence  de  deux 
fonctions  elliptiques  de  première  espèce  à  modules  complémentaires. 
Cet  habile  géomètre ,  qui  s'est  distingué  depuis  par  des  recherches  fort 
ingénieuses  sur  le  problème  inverse  de  rectification ,  a  aussi  étudié  une 
classe  de  courbes  pln»^  j^i^nérale  que  la  cassinoïde ,  savoir,  le  lieu  géomé- 
trique d'un  puuit  tel ,  que  k-  produit  de  ses  distances  aux  sommets  d'un 
polygone  régulier  soit  constant.  On  peut  appeler  ces  courbes,  ce  me 
semble,  cassmo^es  à  n  foyers.  M.  Serret  a  donné  l'expression  géné- 
rale de  Tare  de  ces  courbes  en  fonction  du  rayon  irecteurt  mais  il  n'a 
pas  remarqué  (ce  qui  est  le  but  de  cette  Noie),  qu'on  est  conduit,  en 
considérant  la  cassinoïde  à  trois  foyers,  à  des  résultats  analytiques 
identiques  a%'ec  ceux  qu'il  a  trouvés  pour  la  cassinoïde  ordinaire  à 
<leux  foyers,  sauf  la  seule  différence  que  les  modules  des  fonctions  ellip- 
tiques ne  sont  pas  complémentahvs  dans  le  cas  nouveau  dont  il  s'agit. 

L'équation  polaire  de  la  courbe  dont  nous  nous  occupons  est, 
d'après  le  théorème  de  Moivre , 

(a)  r*  —  an'r*  cos  3u  H-  «*  =  M, 

l'origine  étant  au  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  équilatéral 
donné  dont  on  désigne  le  rayon  par  a,  et  le  produit  constant  étant 
égal  k  h*. 

On  pourrait  démontrer  notre  proposition  en  exprimant  l'arc  de 
la  courbe  en  foncticm  de  «»«  ce  qui  exigerait  des  procédés  différents 
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dans  les  deux  cas  de  />  <  et  é  >  a.  Mais,  afin  d'éviter  cette  dtt»tiiic- 
tîoD  de  cas,  nous  emprunterons  à  M.  Serret  une  méthode  qu'il  a  indi- 
quée dans  le  tome  IX  de  oe  Journal.  Toutes  les  courbes  (a)  dans  les- 
quelles b  varie  sont  coupées  ortho|[«Mialen^t  par  les  courbes  données 
par  TéquiAion 

$  étant  un  parainètre  variable.  On  peut  aussi  regarder  Q  ei  b  comme 
un  genre  des  coorrlonnées,  et  si  Ton  cherche  à  exprimer  r  et  u  par  ces 
quantité»)  ou  trouvera  facilement 

r*  =  «•  :i:  afl'^' «nafl  +  M,   tang 3to  =  ^T^r-^" 

Il  est  évident,  (Pailleurs,  queTéquaticm  de  notre  caasmoîde  proviendra 

de  r<'limitiation  de  0  entre  ces  Hcrnién-'^  ('fjnntions.  m  sorte  qu'on  aura, 
pour  l'arc  s  de  cette  courbe,  en  se  rappelant  que  b  ne  varie  pas,  l^ex- 
pression  suivante  : 

r* 

Ce  qui  nous  ,'i[)[)renii  qu'une  courbe  du  système  (]3)  qui  repoiul  à  une 
valeur  particulière  de  Q  détermine  sur  notre  cassiuoïde  deux  arcs  j,, 
dont  v<Mci  les  expressions  : 


20*^  sio  39  - 

■19 


Or  ces  transcendantes  <nit  été  étudiées  par  Legendre  dans  le  premier 
volume  du  Trailé  des  FbnciMtu  elliptiques,  et  il  résulte  de  son  an»< 
lyse  que  leur  somme  et  Irur  diflérencc  sont  exprimables  chacune  par 
tnie  foiictioti  elliptique  de  première  espèoë.  Les  amplitudes  des  deux 
fonctions  sont  différentes,  et  la  relatioii  qui  existe  entre  leurs  modules 
est  assez  compliquée. 
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Dans  le  cas  particulier  de  6  =  a ,  Téquatioii  (a)  devieot 

et  ^arc  de  cette  courbe  représente  exactement ,  sans  aucune  addition^ 

Ut  Jimction  ellipdque  de  première  espèce  à  ittodide  siii  ^»  ainsi  tfue 

celle  à  inùdule  ewtplémentaire,  k  caitfe  de  la  relatioii  saivante,  dé* 
montrée  par  Legendre* 

F  (cos ^.  «  j  =  V  3  F  (si" ^'  ?)  ' 
u  étant  lié  avec  f  par  Téquation 

tang  ^     -1-     =  lang  ç. 

Il  est  intéressant  d'observer  que  la  même  fonction  elliptique  se 
trouve  représentée  également ,  et  avec  la  même  exactitude,  par  Tare  de 
la  courbe  doot  l'équation  polaire  est 

(y)  r'^=a'coe — • 

La  courbe  dont  nous  venons  de  donner  l'équation  est  le  lieu  géomé- 
trique des  projections  orthogonales  de  Tongine  des  coordonnées  sur 
les  tangentes  à  la  courbe 

et  cette  dernière  est  le  lieu  d'un  point  tel ,  que  le  produit  de  ses  dis- 
tances aux  sommets  d'un  triangle  équilatéral  soit  égal  au  cube  de  sa 
«li^tarice  au  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle.  On  peut  donc 
vou-  une  analogie  géométrique  entre  la  courbe  {y)  et  la  lemniscate  de 
Bemoullî. 

A  propos  du  sujet  actud ,  voici  une  extension  d'une  propriété  d*une 
suite  de  courbes  dérivées  de  l'hyperbole  équilaterc,  que  j*ai  donnée 
dans  le  tome  X  de  ce  Journal.  Considérons  la  courbe 

r'*cosmu  ISS  m"*. 

Les  projections  orthogonales  de  l'origine  sur  ses  tangentes  en  tortue- 


448  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

ronl  uiK'  autre,  et  •<!  l'ois  f;iit  déiivt  i-  do  cette  denufie  nue  autre  fii- 
core  par  ia  répétition  île  la  nicine  construction ,  et  ainsi  de  Siiite,  l'équa* 
tion  de  la  sera 

\mH —  1/ 

on  la  courbe  primitive  répond  A  ii  -  o. 

Maïutenaiil,  soient  ,  P„,  ,  trois  points  correspondants  sur 
la  (h  —  I  I»  »'*"",  et  la  («  •+-  i  et  soitV  un  sommet  commun 
de  toutes  lea  courbes;  on  aura 

'    arc  VP__,  -H  ligne  droite  P„_,  P„  =  — —  arc  VP^^,. 

Si  l'on  prend  n  avec  un  signe  négatif  dans  Téquation  {&) ,  on  aura 
une  classe  de  courbes  dont  la  première  sert  l'enveloppe  des  perpendi» 

culaires  menées  aux  extrémités  des  rayons  vecteurs  de  la  courbe  pri- 
niitivr.  et  dont  lesaiitw^  s'obtiennent  successivement  en  répétant  la 
même  méthode  de  géneraltun. 
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NOTE 

SUR  QUELQUES  L^iTÉGRALES  TRAJNSGENDANTES ; 
Pa«  m.  Williaii  ROBERTS. 


1  •  La  fonction  transcendante 

X^To6(i  — *'»'n'fisin'y,  , 
1^1— 4*  tin' y  ^' 

dr|)endt  en  général,  de  trois  quantité»,  jouit  de  la  pt  upriélé  d'être 
exprimée  par  des  fonctions  qui  n'en  contiennent  que  deux,  â  l'instar 

(II-  l'inr*';;)  aie  elliptique  de  troisième  espèce  à  paramètre  logarithmique. 
En  efUet,  (U  signniis  pnr  n  la  fonction  dont  il  s'agit,  et  nous  aurons, 
en  la  dîfférentiaut  par  rapport  à  6 , 

5  =  acotangÔ [F(t)  -  H (-  A«  sin* Ô,  f)]. 

Or  on  a,  d'après  la  découverte  célèbre  de  M.  Jacobi  (Lf.oend«b, 
tome  m ,  pag^  1 64)  i  en  désipiant  par  T  la  transcendante  J*^j^=^^^=^f 

2  cotang  S  [F  (ç)  —  n[—V  sin'  B,  ç)J 

=  - 1  if)  -  ^mn9)h 

ou 

y'  =  am[F(f)-.F(S)],       =  am  [F(y)  +  Pl«)]j 
«n  sorte  que 

T«M  X  J 1.  -  MoTram  1817.  67 
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Mais  si  Ton  regarde  f  comme  oonttant,  on  a 


fl9 


Kl)  intégrant  ^  par  rapport  kd,ii  vient  donc  l'acilemeni 

Maintenant  soit  9  =  0,  ce  qui  donne  ç  =  ip'  =  (jp";  on  en  conclura 
d'où  l'on  déduira  finalement 

équation  qui  constate  la  propriété  énoncée. 

On  pourrait  atrssi  arriver  à  l'équation  qu'on  vient  d'obtenir  en 
en»ployant  une  lorniule  donnée  par  M.  Jacobi  (Journal  de  M.  Crelle, 

tome  XV),  savoir  [*], 

a ï  aui      +  uV  am  7^  ^  T  am  p  -t-  q)  -f  )•  ani  ( /»  —  9) 
—  log  [1  —  k}  «in»  am  (  ^  an*  am  (ç)], 
en  la  multipliant  par  dp^  et  en  intégrant  ensuite. 

2.11  serait  intéressant  pent^ètre  d'étudier  d'une  manière  approfondie 
les  propriétés  de  notre  nouvelle  transcendante  f  .-^''i^*  ^  .  mais  je 
uie  SUIS  borne  pour  le  moment  à  déterminer  les  valeurs  qu'elle  prend 
pour  f  =  ^>  i  étant  un  entier  quelconque  :  ces  vateiira  peuvent 
n'exprimer  asees  simplement  par  des  fonctions  elliptiqiies.  En  eflet, 


[*]  rtwr  aussi  le  Tïvrift/  êlémeHtai/t  de  M.  Vmauur ,  |Mge  1 1^. 
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Koieiit  9  et  4  deux  amplitudes  ratisfaûaiit  à  Téquation 

F(A,9)-i-F(A,<»)=F(A)î 
on     comme  on  sait, 

»H,  par  conséquent,  en  désignant  j)ar  la  caractéristique  H  l'intégrait^ 
dont  nous  nous  occupons, 

Jo      V'  — *  «n  f 

parer  que  la  constante  C  est  évitlenunent  égale  à  Si/f,  jii), 

i  E  (A)  IF  (A,  y)]»  -  ï  (* ,  4  „)  F  (A ,  9)  -  1  /  '  '^5r^#^ 

Si ,  dans  cette  formule ,  on  pose  a  la  ioii»  ^  —  k,  =  —  in,  ou  ob- 
tiendra, en  se  rappelant  que  S  est  une  fonction  inipaire,  et  que 

Y  :k,ln)  ^  ^E{k)V  {k)  -  iïogk', 

k'  étant  le  coiupléuieut  de  A,  comme  de  coutume),  on  obtiendra, 
dis-je, 

(a)  Z  (/f ,  jr ,  -  a  S  (A ,  i  71.1  =  fc  [k)  ]  K  (A  )]' . 

Nous  allons  maintenant  établir  une  autre  relation  entre  H(n)  et  n) , 
laquelle,  combinée  avec  (a),  servira  à  la  complète  détermination  de 
ces  quantités.  Voici  comment  cela  s^efl^tne- 

Désignons  o  tt(>  fois  par  f  et  f  deux  amplitudes  satisfaisant  k  la 
formule  de  duplication 

F(A,^|r)=:  aF(A,9), 

4>t  Ton  aura,  pour  la  relation  correspondante  entre  les  fimetîons  V 
(LeGEimaB,  tome  111,  page  i56), 

r  (A ,  4»)  =  4  r  (A .  y)  4-  log  (  1  -  A»  sin*  f)  ; 

57,. 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

par  conséquent , 
ce  qui  donne  encore 

Or  cttte  dernière  intégrale  définie  peut  être  ramenée  aux  fonc^ionft 
elliptiques  à  l'aide  d»'  rjucltjuos  formules  que  j'ai  déjà  données  dans  ce 
Journal  (tooie  XI,  pages  k^l*  et  [\']'\  .  Les  voici 

ri*  log(i  -H  rotaii);  6  sin  g) 

=  kV  (*',     -  7  V  ,k)        6)  -  [E(A-)  -  Y      [l\k  ', 
-  aF  {k)  log  sm  Ù  -  {  n¥  [k']  -  log  kV  (A) , 

=r  kF  'A',  5)  -  a  F     r  (/f',  6)  -  [E{Aj  -  F  (A)]  [F  ^A',  ôjj' 

Faisoui»,  dans  ces  équations ,  cotang'  6  =  A,  ce  qui  nous  donnera 

et  nous  conclurons  de  la  première  de  nos  deux  formules  : 

/•  ■-  lop  (  I  ~  *  sin'  y)  , 

itemblabletnent  on  trouvera,  en  veitii  de  la  seconde. 
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etf  par  conséquent. 

Doue 

c«  qui  est  la  relation  cherchée. 
On  a  donc 

2(A-,  lit)     ^     (A')  -I-  ;  E  (A)  [V  (A)J'  -h  ^  log    l:^)  F  {*) , 

2  (k,  n)  =:  1  «F(*')  +  A  K  (*)  [F  (A)!"  + 1  log  (  ^)  F  (A). 

A^aut  obtenu  les  valeurs  de  E  1,-5  ït),  E  [n) ,  on  peut  en  déduii'e  celles 

3it  5*t 

que  prend  la  inénie  transcendante  pour  les  amplitudes  ^  «  a^r,  —  

en  suivant  une  utan-he  tout  a  fait  semblable  à  celle  de  Eegendre  dans 
le  tas  (le  la  l'onction  r  i^tonie  III,  |iage  157).  En  effet,  on  a,  lorsque 

ç  -t-    =  ff , 

r  [c,)  =  r  {^)  -  aE(A)[F  [k)  -  K 
d'où  Ton  déduit  aisément 

S  (y)  +  S()t     y)  «  S(it)  -  aE(A)F(y)(F(A)  -  iF(f)|; 

ce  <|ui  nous  donnera ,  en  changeant  le  signe  de  f.  l'équation  suivante  : 

E(n+<f)~Z{n-f)~  %Z{f)=  /»  E  (A)  F  (A)  ¥  (9,.. 

£n  faisant  dans  celle-ci  successivement  •  =  ^n,  ^y—,  nom  en 
tirerons 

S  (^)  -  3E  (y  -  ',E(A)[F(A)J%  S(an)  -  aS(f»)=  8E,A)ll-'A)l'. 
et  ainsi  de  suite. 

5.  On  aurait  pu  obtenir  les  résidtals  du  itutuéro  précédent  plus 
|)rom|)tement,  en  employant,  au  lieu  (le  h  fonction  V,  la  transcen- 
dante nommée  8  par  M.  Jacobi.  Cette  fonction,  qui  dépend  de  deux, 
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<|iinitliles,  (>^t  définie,  comme  l'on  sait,  par  réquatton 

où  K  est  la  ionclion  complète  F  (A) ,  y  =  e  ,  K'  étant  la  (bnclîon 
complète  à  module  complctnentaire,  et 

D'ailleurs ,  6  (9,  ^)  est  liée  avec  T  (A*,  ç)  par  l'équation 

»og  e  (9,  ^    V  (A,    -  i     [F  (A,  ^ j]'  H-  è  iog  (^^  j 

(Lkgendrb,  tome  Itl ,  page  i5f);  en  «orte  que 

On  a  aussi  évidemment 

jT*'  log e (f/,  jr) rfx  =  i ir  log [^^  *  | 

iog(i  —  a9•'**co^^a«:-4-//"'^<^r, 

m  In  xjiiime^)  s'«'Jen<l  à  tontes  les  valeurs  entières  de  /  ,  depuis  /.vio 

inscpTà  l'infini.  Mais,  en  st-  rappelant  que  7  <  1,  on  verra  que  chaque 
lermc  de  cette  série  h  évanouit,  en  vertu  d'un  théorème  de  Poisson 
{JfWiTtalde  VÉcoJe  Polytechnique^  xy\\*  cahier),  savoir  r 

j    log(i  —  aflco».r-f- =0. 

l'u^cfue  a  est  plus  petit  que  tunitél*].  Dotic 

jf  ^ '  1  og e (7 ,  jr) <ir  =  I îT log (» M ' ) '  7  '  J . 


f*)  Fmr  une  tl4'moi)<!.trntion  de  <  <  thmréme,  dédait«  deccHri  deCoiM,  |Mr  M.  D«f- 
biinay,  uhhc  III  de  ce  Journal ,  |ui(j«  355. 
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jwr  (onsf'qiient ,  a pr-és quelques  réductions, 

loiifoniH-ment  à  ce  que  nous  aviuus  dt-jà  trouvé. 

i.  11  i*st  bon  d'observer  (pie  la  méthode  tpi  on  vient  d  indiquei 
nous  donne  avec  facilité  les  valeurs  des  intégrales  définies 

JÇ  î  ~  Itig  ^ain  f  )  Jf  •  ~  log  {cos  ^  ;  t/f 

•  pli'  j'ai  déduites,  dans  ce  Journal  ;iome  XI ,  page  47^)1  de  la  coiiNidé- 
ration  de  la  fonction  Y.  En  eflèt,  on  a 


sin  am  {         -       sin  .x  2  _t.  !_  . . 

\  -  '       /  .         '—«7  <■«* 


 _  ., , 


■^Lkoi-  ^dh»:,  tome  111  ,  page  97),  d'où  l'on  déduit ,  en  se  rappelant  que 
el  en  ayant  égard  a  la  tormule  de  l'oisson  que  nous  avdn^  citée , 

kvc.»  ^ï£i)<fa  =  ^[iti.g(^)-i«K'|. 

5.  Je  terminerai  i^tte  Note  eu  remarquant  que  l'analyse  précédente 
nouit  conduit  immédiatement  à  évaluer  trois  intégrales  doubles  défii- 
nies  d*une  forme  nHnarquable,  savoir  ; 

(1)  f'T  ^M^£^p^^9df. 

J9    J»  vi-'t'wn'fV»— 
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Rappelons^nous,  en  efTet,  que 

/  =  J£  (A)  [F  (A,  fi)J'  -  a  F  (A)  Y    ,  6) , 

ce  qui  nous  donnera ,  pour  la  valeur  de  (  I) , 

uti  bien  encore 

iF(A)[log^^jF(A;-X„F(A')} 
De  même,  on  trouvera ,  pour  U  valeur  de  (II  ) , 

-  aF(A-)E(A  ',  i  îî  .  -  i[F  (A^)nKiA)  -  ï  [k)\  -  log  ^F(A)  F(*') 

expression  qu'on  peul  mettre,  après  quelque»  réductions,  sous  \h 
forme  simple 

i  n  [F  (A)J»  -  i  «  [F  (A'  jj'  4-  i  log         f  (A)  F  (A 

Enfin ,  la  valeur  de  la  troisièine  de  nos  intégrales  sera 

i  log         F  (A)  F  (A')  -  i  n  [F  (A)J'  -  Xn  [F  (A' )\K 
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Démonstration  nouvelle  et  élémentaire     la  loi  de  réciprocité  de 

Lc^^cndrc,  par  M.  Eisrnstcin  ,  précédée  et  suivie  de  remartpws 
sur  d'autres  dcuionstrations  qui  peuvent  être  tirées  du  mente 
principe  i 

Piift  M.  V..A.  LEBESG1IE, 


La  (Icmonstraiion  de  M.  Eisenstein,  dont  je  veux  parler  ici  (car 
M.  F.ispnstein  en  a  donn»'  irhisieiirs) ,  est  celle  qui  a  paru  en  i844  daiis 
le  tome  XX VII  Aw  lotirnal  de  M.  Crellc.  Il  est  dit,  dans  le  préambule, 
que  dans  l'espace  de  près  de  trente  ans,  on  n'avait  rien  ajouté  de 
nouveau  aux  six  démonatration»  de  M.  Gauss.  Désiraut  cotinaUre  le 
fondement  de  cette  assertion,  j*ai  relu  les  six  démonstrations  de 
M.  Gauss  et  celles  qui  sont  parvenues  à  ma  connaissance;  j'ai  été 
coTiduit  à  (pielques  remarques  que  je  vais  exposer  brièvement . 

La  démon-îtration  de  M.  Jarnht ,  communiqiHH'  à  Legendfe 
en  1827,  et  qui  a  paru  en  i83odans  la  troisi(  nu-  ('(lition  de  la  Théorie 
des  Nombres  y  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  d«'>monshation  donnée 
par  M.  Canchy,  en  jBag,  dans  le  Bulletin  de  Fénissac,  peut  être 
regardée  comme  une  simpliBcation  de  la  sixième  démonstration  de 
M.  Gauss. 

a».  Le  principe  fondamental  de  la  démonstration  nouvelle  et  élé- 
mentaire de  M.  Eisenstein  parait  emprunté  à  la  sixième  démonstration 

de  M.  (»auss. 

En  d'autres  termes,  ce»  démonstrations  emploient  le  développement 
suivant  : 


2 
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où  le  symbole       rq^résente  +  i  fi  i  est  résidu  «piadffttique  du 

nombre  />,  premier  impair  et  po«tif,  et  —  i  a  t  est  non>résidu  qua- 
dratique de 

M.  Gauss  suppose  x  tout  à  fait  indéternainée. 

MM.  Jacobi  et  C^nchy  supposent  .r  =  i ,  imaginaire. 

M.  Eisenstrin  .sin>posp  .r*"  —  i ,  a-  —  i . 

I  n  (Icinonstraùoii  que  j  ai  doniiée  ilans  It'  tome  111,  page 
lie  ce  Judi'iial  (  Recfietvhes  sur  les  Nombres) ,  |wut  être  considérable- 
ment abrégée  par  l'emploi  du  développement  indiqué  plus  haut ,  ou 
plutôt  par  oelu»>ci , 

qui  s'y  ramené  immédiatement  quand     =■  i. 

I. 

1.  La  sixième  démonstration  de  M.  Gauss  dépend  du  développe» 

ment  de  la  somme  {  =  ^        «'  élevée  à  la  puissance  f .  L*atileur, 

qui  emploie  une  autre  notation ,  couiuience  par  tuontrer  que  la  quan- 
tité 

est  divisible  par 

le  nombre  />  est  supposé  positif  premier  et  impair.  La  quantité  x  est 

tout  à  fait  arbitraire. 

On  voit  donc  que  pour  x*"  =  i ,  on  a 

ce  qui  avait  été  déjà  prouvé  par  le  même  auteur  dans  ses  Btehavhet 
arithmétiques. 
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M.  Gau«$  donne  «nniite  une  double  exprenion  de  la  somme  g*, 
d'où  r^iUte  une  identité  qui  conduit  à  la  loi  de  i^iprocilé. 

2,  La  lédacHon  que  Legendre  a  donnée  de  la  démonstration  de 
M.  Jacobi  n'est  pas  complètement  satisfaisante.  D'après  une  Note  qui 

se  trouve  à  la  page  i^a  du  totno  XXX  du  Journal  de  M.  ('.relie,  tu 
démonstration  de  M.  Jacobi  serait  celle  que  M.  Eisetistein  a  expostn- 
dans  un  article  intitulé  :  »  La  loi  de  réciprocité  tirée  des  formules  de 
1»  M.  Gauss,  sans  avoir  préalablement  déterminé  le  signe  du  radical  » 
(Journal  de  M.  Crelle,  tome  XXyni).  La  démonstration  de  M.  Cauchy 
n*e8t  qu'indiquée  dans  le  Bulletin  de  FéniHac  (septembre  1839)  ' 
se  trouve  avec  tous  les  développements  nécessaires  dans  hi  qiinirième 
Note  du  Mémoire  sur  la  théorie  des  nombres  {Mémoires  de  l'académie 
tojrale  des  Sciences,  tome  XVII). 

Voici,  avec  une  légère  modification ,  la  rédaction  de  M.  Eisenstein. 

Soit 

s="i'(,-)«'.T(i)-''=s,=  a)sî 

comme  on  a 
il  en  résultera 
d*où 


d'ailieur» 


donc 

Mais  on  reconnaît  tout  de  suite  que  S^— S,  se  réduit  à  une  somme  de 
termes  de  la  forme  f  Aor'  où  A  est  entier,  pourvu  qtie  q  soit  un  nombre 
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premier  et  impair;  il  en  teni  donc  de  même  de  S(S'  —  S,),  et  l'on 
aura 

i         tu, m   lui      /   V  1 

m  =  (-0-^/, }(-.)«    »  p  » 
=  7  (A Bjc -I".. -I- Cjc*-*  +  H  jc*^'). 

Suit  donc  IVi^uatiuit 

m  =  ^  (A  -h  Bar  -f-  ...  Gx^  *  -h  Hx'^*), 

où  m,     A,  fi,...,  H  sont  des  nombres  entiers;  comme  on  a 

7H(|  -|-«  H-  JC*  o, 

réquation  précédente  deviendra 

m  =  7  [  V  -  H)  +  I B  -  ll  jx  (G  —  H)d?^']. 

Or  Téquatiuii 

I     jr  +  jr*  -H  =s  o 

est  irréiiiictible  :  il  tant  iloiu:  (.{u  on  ait 

B=IJ, (->  —  \i  f 

et 

m  =  g(A-H), 
ce  qui  montre  que  q  divise  m,  et,  par  conséquent  aussi, 

puisque  9  est  premier  à  p.  D'ailleurs 


est  aussi  divisible  par  q  ;  il  suit  de  \k  que 

sera  également  divisible  par  (j,  ce  qui  ne  peut  art  ivt  r  que  pour 

(2)=(_o^-^(J). 

ce  qui  est  la  loi  de  réciprocité. 
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5.  Cette  démonstration  A  été.  donnée  comme  la  plus  courlO}  nMis 
si  l'on  remarque  qu'elle  suppose  la  démonstration  de  l'équation 

V  =  {-  Il  P' 

on  retorniaitra  qu'elle  est  réellement  |)liis  longue  et  (railleurs  inoiri«i 
:>iinpleque  la  troisième  démonsiraliou  de  M.  (.atiss.  Quand  on  fait  in- 
tervenir Féqiiation  x'^^  1  dans  la  démonstration  de  la  loi  de  récipro- 
cité, la  démonstration  la  plus  courte  est»  ce  me  semble,  celle  que 
M.  Liouvîllea  donnée  dans  ce  Journal  (février  1 847)  >  l'équation 

*f^p 

est  remplacée  par  la  suivante ,  où  /»  est  une  racine  imaginaire  de  l'équa- 
tion     =  i, 

r^évaticm  à  la  puissance  î  (</  —  1  )  donne,  comme  on  le  voit  aisé- 
ment. 

Celte  équation ,  comparée  à  celle-ci , 

■  a)="(Ç:f:')- 

donne  immédiatement  la  loi  de  réciprocité. 
Quant  à  l'étpiation  fondamentale 

où  «t  —  I ,  a ,  3 , . . . ,       ,  c'est  une  conséquence  presque  immédiate  de 
ridentité 

Il  est  k  remarquer  que  l'équation 
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kwieut  A 


KO* 


p 

cette  équation ,  combinée  avec  cette  autre 

«in  fi''** 


a  Cdiiduit  M.  Eisenslein  à  nnr  dt^monslraltoii  qui  a  sou  analogue  dau& 
la  théorie  des  résidus  biquadi  aliques  et  cubiques. 

Toyes  «on  artide  sur  Tapplicatiim  «le  l'algèbre  4  l'arithinétiqne 
transcendante  (Journal  de  M.  GrelJe,  tome  XXIX). 

II. 

i.  La  démonstration  nouvelle  et  élétneulaire  de  M.  Lisenstein  s' ap- 
puie mir  le  calcul  de  certaines  aommes  4^  (ji. ,  v) ,  qui  se  présentent  tout 
naturellenoent  quand  on  développe 

dans  rhypothése  de  dr'  s  i. 

En  supposant  p  prunier,  le  terme  général  du  développement  de  Ç'* 
sera 

(7)  ©-17) 

en  représentant  par 

des  nombres  égaux  ou  non  pris  dans  la  série 
SI  donc  on  pose 
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«t  qu'on  bote 
on  aura 

Or  c'est  précisément  de  la  considération  des  sommes  «}«(;x,  v),  défiuîc» 
comme  il  vient  d'être  dit,  que  M.  Fi<;piistein  tire  sa  démonstration. 
Pour  X  =  I ,  Ç  =  o,  il  en  résultera  donc 

+      o)  +  4>  (fi,  i)  +  41  (f*,  a)  +...-»-  i|»(fi,  f  —  0=  o. 

Soient  d'ailleurs  les  congruenoes 

^i, -t- rt, rt„  =  K,  (^,  =  KA,,  at^%.h2^..,t  n^^Kbi*  (flAA.p), 

tl  eu  résultera  »  K.  n'étant  pas  divisible  par 

b,       +...+  frf>5  I    (mod.  p) i 

et  comme 

on  en  conclura  l'équation 

*(fi.K)=.{^)''+(#i,  1). 
I".  Soit    =  aX  -h  i  ou  impair,  alors 

delà 

+  (iX-l-  ijt)  -I-  <j<(aX+  I,  a) 4» (aX i,/»  —  i)  =  o, 

et,  par  cunséquent, 

<|i(aX4-  1,0)330. 

a".  Soit  fA  =  aX  ou  pair,  alors 

t(aX,K)=,KaX.  i)î 
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donc 

(2  X ,  o)  "t-  (  />  ~  I  )  (j<  :  a  X ,  K)  =  o, 
<\>'Xi,  o)  —  «1  (2  X,  K)  =  —      ;  a  X ,  Rj , 
4»(2X,o)-  4»{aX,  i)=  "p^i-iX,  I). 

Par  ce  qui  {précède,  on  ramène  tjfifitv)  à  dépendre  de  ^(1^7  i);  on 
peat  aussi  fiiire  dépendre  <|i  (fi,  v)  de  <|»  (ft  —  i  »  1). 
On  posera 

a,  +  a,      4-  flj»_i  s  w  —  (mod. 
et  il  en  résattera 

où  il  &ttt  donner  successivement  à     les  valeurs  1,  a,...,  />  —  i. 
Pour  V  =::  o,  on  a 

or  pour  fi.  s  aXt  on  a 

de  là 
ou  bien 

maïs,  dans  ce  cas. 

On  a  donc,  pour  (t  =  aX, 

«|*[(x,  i)  =  ^  (y-)      -  i>  1}  =  v). 
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Mai8  si  /A  ^     H-  I }  on  aura 

=  -(l);rt(aX,iX 
Voici  donc  le  rc&uiné  des  formules  obtenues  : 

^(aX,  o)=  (:~)(/>~i)4.(aX-i,i),    +(aX,  v)  =  - 

On  aura  donc,  pour  v  =  i , 

^{^X-h  I,  i)  s=  -  p^i-iX,  \), 

+  (aX,i)  =  -(^j,i,(aX-i.i), 
(|»(aX—  i,i)=  —  f»^»(aX>-a»  0» 

4,(3,1)=  -y»^, (a,  I), 

-  r  ^ 

fl  comme  41(1,  i)  =  i  et  =(— i)  ^  ,  la  multiplication  donnera 

4,(aX-4-  I,  I  1  =  .- i)  '-'  ^(aX-t-i,v)=(^)(-~ 

(|*(2X-f-  1,0)  =0, 

on  aura,  par  exemple, 

+(a,  1)  =  ,|,(a,  v)  =  -  (- 1) V         ^(a,    =  (-  i)V     _ ,) , 

Ton»  Xn.  —  NoTmikB  1849. 


11?)-'/:) 
-  (-^) 
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d'où  i'ou  tirera 

3.  Pour  tliduire  ilus  formules  précédentes  la  loi  de  réciprociJé,  on 
prendra  un  nombre  premier  impair  q,  et  l'on  aura 

♦  •)  =  (-  -P  ■'■^/''•^=2("^)  (^)  (i). 

SOUS  la  condition 

a, -h  a, 1  (wod.^). 
Or  il  y  a  un  terme  qui  donne 

et ,  par  suite , 

fiSi  5 1    {rood.  p)  i 
de  iâ  une  seule  valeur  de  a^ ,  teile  que       =     j  •  La  somme  ^{q*  i) 

contient  donc  un  terme  (^'j^  =  (  ^  )  • 

D'aill«irs  des  nombres  a,,  fis,.  .,  a^,  qui  ne  sont  pas  tous  égaux, 
donnent,  dans  le  cas  de  q  premier,  un  nombre  d*arrangemenrs  mul- 
tiple de  7;  on  aura  donc 

!:(?)(?)■■  (?)=il)-«*-   .  . 

le  nombre  M  étant  étant  entier.  U  suit  de  là  que 

P-'        9—'     ,  . 
(-.)  ^  ^  -ij) 

est  divisible  par  (f,  et  que  Ton  a,  par  suite , 
ce  qui  est  la  loi  de  réciprocité. 
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111. 

6.  Tai  montré  dans  mes  Recberch«ti  «itr  nombres  qii«,  étant 
donnée  une  formule  pour  le  nombre  des  solution»  de  la  congroenci» 

jr? -(- jr^ ...-«- jr*i=rt  (mod. 

on  en  tirait  tirs-fncileinpnt  la  (IcnioDsIralioii  de  la  loi  df  réciprocité. 
Vuict  une  rédaction  simple  et  nouvelle  de  cette  démouiilratiun. 

Représentons  par  le  nombre  deasoliitîoiut  de  la  oongruence  précé- 
dente,  ce  nombre  étant  déterminé  ainsi  qu'il  suit.  On  fera  le«  (  />—  1)^ 
arrangement  des  nombres  1 ,  a,  3,...,  p  —  t  pris  47  à  le  m^me 
nombre  pouvant  être  répété.  Soit 

un  de  ces  arrangements;  ce  sera  unesolnlion  si  l'on  a 

a j -+- -1- rt^  ^ léuoU. />.. 

Le  nombre  de  solutions  ainsi  obtenues  est  celui  «|ue  l'an  repféaentc 

par  n" 

Il  laul  distinguer  trois  cas  : 

j".  rt  =  o,  le,  nonibn'  (1rs  snhifions  est  n^. 

2"  Soit  a  un  résidu  (  [u  uii  1  !  m|up  .  on  reconnaît  dr  siiitt-  (jnesi  l'on 
prend  pour  rt  un  qiielconqiu-  lie.s'  -'-  résuius  quadratiques  ïe 

nombre  de  solutions  t<  stt>rn  1*^  nf  tue,  ce  qui  résulte  de  re  que  tous 
les  résidus  sont  contenus  dans  la  ionnuié  où  a  est  résidu.  On 

remplaœra  donc  n'^  par  n*  ou 

y*.  Si  a  est  un  non-résidu  quadratique,  comme  ay"*  ^eca  la  formule 
des  noQ-rcsîdus,  n'  conservera  une  même  valeur,  qitel  que  mût  le  non* 
résidu  «.  Cette  val«  ur  sera  rcpréMîntée  par  n  . 

De  14  et  de  la  manière  d'obtenir  les  .«lohitiotis ,  on  tire  l'équation 

n?  +  ^(«f  +  «V' ^ P  -  ')'• 

Si  l'on  voidait  admettre  o  au  nombre  des  valeur»  données  aua 
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iiicuiiniies ,  on  remplacerait  nj!,  n^,  par  N^,  »  N',,  et  la  relation 
analogue  à  la  précédente  serait 

les  nombres  pris  f  à  y  étant  ici  o,  » ,  —  i ,  et  ^  par  conséquent , 
en  nombre  p, 

7.  Cela  posé,  à 
ajoutons 

»  +  ,r  +  x'  =  o, 

ii  viendra 

dans  celte  équation  on  a  remplat  »'  1**  exposants  par  les  carrés  qui 
leur  sont  congrus  ou  équivalenti».  Quant  au  signe  du  radical,  il  reste 
indéterminé;  le  radical  sera  représenté  par  |  et  disparaîtra  du  résidtal 
final. 
L'équation 

«*  +  A*  =  1  —  1 

donne,  par  l'élévation  à  la  puissance  q  et  en  vertu  des  remarques  laite> 
plus  haut, 

ttl  +  »,2jr*  -H «;       =  (I  -  i)», 
eu  représentant  par  £jc*  la  somme  des        termes  af\  jr**,  x^^... , 
ayant  pour  exposants  les^^  résidus  quadratiques,  et,  de  même,  par 

2xMa  somme  des termes  x*,  x^  ,.-m  ayant  pour  exposante  les 
— non-résidus  quadratiques. 

Comme  on  a 

*l3t*  —  la*  s:.  §   et    I  -h  la."  +  2.i^  —  o. 
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ii  «n  résultera 

i+aia^  =  Ç,    I aij:*  =  -  I; 

on  aura  donc 

[\\  a»?  -  n,  -  !<,  +  (B,  -  «;)  I  =  «(€  - 

En  iJArtant  de  l'équation 

on  trouverait  tout  à  l'ait  de  la  même  manière 

(B)  aN«  ^     -  N;  +  (N^  -K)^=  ^V- 

Cnleul  des  ttùmiret  NJ,  N,,  >',, 
i».  Soit  y  =  ar,  l'équation  (B)  devra  se  jiartager  ainsi  : 

joignant  à  ces  deux  équations  celle-ci  * 

il  viendra 
Or 


donne 
on  a  donc 

a".  Soit  (/  im|)air,  IVquation  (B)  «e  partagera  ainsi  : 
D'ailleurs  on  a 


Digitized  by  Google 


47»  JOURNAL  D£  MATHÉMATIQUES 

(tonc 

el  contniP 
on  aura 

f—'  1—'  f—i  p—i  f-_i  f— < 

Gt/eit/  diîf  mmènu  «i^,  «f , 
Si  9  e»t  pair  =  «r,  en  posant 

1h  (lt  \*  lopjH*meiit     —  •  )'  «levieudra  (4  —  i)*  =  P  —  Q4;  en  posant' 

Q = +  ^^3—  ip')'-* 

on  aura  les  équations 
qui  donneront 

";=■/.-.)  +  ,Bj.    =  ^^^.=1  -  ,R  -  Q, 

«;  =  L''--'"r^_,Ti  +  Q. 

Si  tj  est  impair  =  ar  -i-  i,  on  aura  (|  —  i j*  —  Pç  —  Q , 
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On  aura,  de  plus,  les  équatioiu 

«"v* aQ»  «ï-^saP,  a i)(«,+n;)=a(/»-i)*, 
d*où  Ton  Hre 

8.  Pour  tirer  des  formiileB  préoidenteft  la  loi  de  réciprocité,  il  faut 
d'abord  remarquer  que  la  congruence 

JT*  s  m  (mod.  p) 

A  toujours  deux  solutions,  quand  elle  est  possible  :  l'une  de  ces  ^olll- 
tions  étant  ATS  s,  Vautre  sera  x^p  —  z.l\  suit  de  la  que  les  nombres 
n%  n^t  n\  sont  de  la  forme 

a*  S?»  av. s;, 

c*est<à*dire  multiples  de  a*. 
Quand  la  congruence 

+  x\  x^^a    (mod.  p. 

est  satisfaite  par 

*î  =  ar|  =...= 

on  a 
Ainsi 

rtç  doit  être  résidu  quadratique  de/?.  Réciproquement,  si  ar/esl  résulu 
quadratique,  on  pourra  résoudre 

qx^  —a  (mod. 
et  la  congruence  sera  sati!,faile  par 

=  x|  =...=  x,. 

Il  suit  de  1&  que  l'on  a 

S,/  =  yQ  +  I  si  7  est  n-sidu  quadratique  de  ^,  et 
S,  =  ^        suj  eàl  non -résidu  ; 
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car  dea «ombres  .r;,  a-'i,^.,  a:«  inégaux  donnent  un  nombre  desoliH 

fions  multiple  de  y.  si  y  est  premier. 

De  même  S.)  =  yQ  +  i  si  f  est  non-résidu  quadratique  de  />  »  et 
S'f  s  f/Q       si  9  est  résidu  quadratique.  ■ 

D'ailleurs  on  a 

//,  ^  a  S, ,     fi\      -i  s;    (mod.  <f)  ; 

donc 

Pour  le  cas  dt^  y  pretnier  iiiipiur,  1  équation 
donn4> 

/ly  =  j)  '     *  /»  »     (oiod.  <^;f; 

<i'ailleuis 

n^=i  +  ^^j  (mod.  y), 

delà 

N  ''j::!  îzi  înî. 

1  i)     '  '  />        (mod.  î), 

ce  qui  revient  à  la  loi  de  réciprocité 

(^)=(-.)--(^,)- 

Si  i  on  voulait  enijjioYer  les  valeurs  de  ,  il  suffirait  d'établir  la 
formule 

=     H-  W«  — i-.T" 

d'où 
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Pour  le  cas  de  f  premier,  il  en  résalle 
N,  =      (mod.  q)  ; 


Mais 

N,  =      H-  (— 0    ^  /»  ; 

l:i  cuiiiparaison  des  deux  valeurs  de     doime,  comme  plus  haut»  la 

loi  de  Legendre. 

Dans  mes  Recherches  sur  les  nombres,  je  n'ai  donné  que  les  va^ 

ieui-s  de 

celles  de 

nf»    «t»  «fi 
pouvant  s'en  déduire  au  moyen  de  Téquation 

Le  calcul  donné  plus  haut  est  plus  simple. 


T«iii«  XII.  —  Noniinc  it^j. 


6o 
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SUR  LA  STABlLilÊ  DE  LEQUILLBKE; 
Pak  h.  LEJBIJNE-DIKIC0LET[*J. 

Cn^iluto  éa  riHeioind  pv  H.  Kap»,  ProfiMeiir  «ii  tMégs  de  Gberbourg. } 


Si  un  syatéme  de  points  matériids  est  sollicité  par  des  forces  attrac- 
tives on  répulsives,  qui  oe  dépendent  que  de  la  distance,  et  qui  sont 

(lirin;t'<  s  vers  des  centres  fixes  on  qui  proviennent  des  actions  miiturlles 
entre  deux  masses,  Taction  cl  ia  réaction  étant  égales;  si,  en  outre,  les 
équations  Je  condition  qui  Uent  les  coordonnées  des  diilérents  points 
ne  contiennent  pas  te  temps,  l'équation  des  forces  vives  (établie  dans 
toute  sa  généralité  par  D.  Bemoiilli)  aura  lieu.  Cette  équation  est 

Le  signe  ^  sVtend  k  tontes  les  masses  du  système,  chaque  masse  étant 

représentée  par  m,  et  sa  vitesse  par  v;  C  est  une  constante  arbitraire. 
La  fonction  des  coordonnées  ne  dépend  que  de  la  nature  des  forces, 
et  peut  s'exprimer  par  un  nombre  déterminé  de  variables  indépen- 
dantes  X,  fi,  v,...,  de  sorte  que  Téquation  des  forces  vives  s'écrira 

La  fonction  f  est  liée  d'une  manière  intime  aux  positions  d'équilibre 
du  système;  car  la  condition  qui  exprime  que,  pour  certaines  valeurs 


[*]  JonnMl  <I«M.  Gralk,  tame XXXII,  1846. 
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déterminées  de  X,  fi,  v*...,  le  système  est  dans  une  position  d*équt* 

libre,  coïncifle  avec  ceWe  qui  exprime  que,  pour  ces  mêmes  valeurs, 
la  diiierentielle  totale  cic  9  est  mille.  De  sorte  qu'en  jj^n/ral,  pour 
cliaque  pahitiou  (i  équiliiire,  la  luuctiuu  sera  un  utaxmium  ou  un 
minimum.  Si  le  maximum  a  lien  réellement,  Téquilibre  est  stable, 
c'est-à-dire  que,  si  Ton  déplace  infiniment  peu  les  points  du  système 
de  leurs  positioim  d'équilibre,  et  qu'on  donne  k  chacun  une  petite 
vitesse  initiale,  clans  tout  le  cours  du  irioinemenl  les  déplacements 
<les  tlilN'ri  iils  |)oints  du  système,  pnr  rapport  à  la  position  d'équilibre, 
reslt;ront  toujours  compris  entre  certaines  limites  déterminées  et  très- 
petites. 

Ce  théorème  est  un  des  plus  importants  de  la  Mécanique.  Il  est  la 

base  de  la  théorie  des  petites  oscillations,  qui  coiulnil  à  tant  d'appli- 
cations intén  ssnntos  relatives  à  la  Pliysique.  On  doit  donc  s'i'tonner 
qu'on  n'en  ait  donné  jusqu'ici  qu'une  démonstration  peu  rigoureuse 
et  msuflisante. 

Supposons,  comme  il  est  permis  de  le  faire  sans  nuire  à  la  généralité , 
que  la  position  d'équilibre  du  système,  ou  le  maximum  de  la  fonction  9, 
corresponde  aux  valeurs  X  =  o,  ;jt.  =     etc.  La  démonstration  donnée 

par  Lagrange  [Mécani(jiie  annijtiijiip ,  première  partie,  section  III  se 
ramem'  à  ceci  :  le  développeiiieut  de  la  fonction  suivant  les  puissances 
deX ,  juL,  V,...,  qui  commence  par  les  termes  du  second  ordre,  est  réduit 
A  ces  termes;  puis,  d'après  la  condition  connue  du  maximum,  que  les 
termes  du  second  ordre  peu-rent  être  considérés  comme  une  somme 
de  carrés  négatifs,  on  déduit  pour  X,  fi,  v,...,  des  limites  que  ce» 
quantités  ne  peuvent  pas  franchir.  Ce  genre  de  démonstration,  em- 
ployé encore  dans  d'autres  questions  de  stabilité,  et  surtout  dnTis 
l'Astrononue  physique,  manque  de  rigueur.  En  effet,  on  peut  douter 
avec  raison  que  des  grandeurs  pour  lesquelles  on  trouve,  avec  l'hypo- 
thèse  qu'elles  seront  toujours  petites  (car  ce  n'est  que  dans  ce  cas  que 
Ton  peut  négliger  les  termes  d'un  ordre  supérieur)  de  petites  limites, 
resteront  toujours  renfermées  réellement,  au  bout  d'im  temps  quel- 
conque, dans  ces  limites,  et  même,  en  général,  dans  des  limites 
petites. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  citer  a  été  reproduite,  san.s 
modification  importante  que  je  sache,  par  tons  les  auteurs  qui  se 
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sont  «ccup«»  de  vcttv  nnfirrc:  rf  tout  rr  qtir  Poisson  [Traiu'  'if 
Mérnn'Kjue,  tonit-  II,  i)agt-  '^fyA  v  a  njouti-  pour  faire  entrer  en  cmisi- 
dératioii  les  termes  d'un  ordre  siij>éneur,  repose  sur  cette  hypothèse 
intdmiaatble,  que  chaque  tnrme  do  second  ordre  «irpAne  la  «omoie 
de  tous  les  termes  d*ordre  supérieur. 

Même  en  complétant  les  considératioiu  de  Lagrange,  pour  le  cas 
auquel  elles  s'appliquent  et  où  le  maximum  se  reconnaît  par  les  termes 
dti  second  ordre,  le  théorème  en  question  ne  serait  point  prorivc  fl.uis 
toute  son  étendue.  On  sait  que  l'exislence  d'un  maximum  est  cuiiipa- 
tîble  avec  l'cvanouissement  des  termes  du  second  ordre;  il  suflSt, 
en  général,  que  les  premiers  termes  difV^rents  de  zéro  soient  d'ordre 
pair,  et  que  la  somme  de  ces  termes  soit  toujours  négative.  Les  for- 
mules relatives  à  cette  dernière  condition  n'ont  pas  encore  été  don- 
nées ,  même  dans  ie  cas  où  il  s'agit  des  termes  dti  quatrième  ordre. 
Il  faudrait  donc  les  rechercher  d'abord.  Cela  introduirait  -nécessaire- 
ment dans  la  démonstration  du  théorème  de  Mécanique  dont  nous 
parlons  une  grande  complication.  Heureusement  on  peut  démontrer 
le  principe  de  la  stabilité  de  l'équilibre  indépendamment  de  ces  for^ 
mutes ,  par  ime  considération  très^imple  qui  se  rattache  d'une  manière 
immédinte  l\  l'idée  d\i  maximiun. 

Outre  la  siippusitiou  d<»ja  laite,  que  la  position  d'equiiibre  re- 
ponde aux  valeurs  X  =  o,  |jl  =  o,...,  nous  supposerons  eucoi'e  que 
9  (o,  o,  o,...)  ss  o;  ce  qui  est  permis,  à  cause  de  la  constante  arbi- 
traire. Déterminons  la  constante  en  ayant  égard  à  l'état  înltûd  donné, 
ponr  lequel  nous  désignerons  par  i»^,  X,,  fio,  Vg,...  les  valeuis  de  t», 
A,  fi,  V,....  On  a  ainsi 

2  mc'ss  f  (X,  fi.t  V,...)  —  y  (>o,  fia ,  Vo,...)  +  2 "'"'l- 

Puisque  par  hv[.oilit  se  ç-  (X,  ju,,  Vv}»  pour  =  o,  =  o,...,  est  nul  et 
maximum,  on  pourra  déterminei-  des  grandeurs  positives  /,  »i ,  n.  ... 
assez  petites  pour  que  ^(X,ft,,  v,...j  soit  toujours  négatif  |>our  tout 
système  X ,  |x ,  v , . ..  où  les  valeurs  absolues  des  variables  sont  respec- 
tivement assujetties  à  ne  pas  dépasser  les  limites  /,  m,  n,...,  excepté, 
toutefois ,  le  seul  cas  où  X,  fi,  v sont  nuls  à  la  fois.  Ce  cas  est  exclu 
si  nous  ne  considérons  que  des  systèmes  tels,  qu*au  moins  une  des 
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variables  X«  fi,  v,...  soit  égale  en  valeur  absolue  à  sa  limite  /,  m,  n,.... 
Supposons  que  de  toutes  les  \aleurs  négatives  de  la  fonction  poui' 
de  teb  systèmes,  —  p,  abstraction  faite  du  signe,  soit  la  plus  petite  ; 
alors  on  peut  facilement  montrer  que,  si  l'on  prend  Xo»  f^o» 
numériquement  plus  petits  que  /,  m,  n,...,  et  que  Ton  satisGisse  en 
même  temps  k  rinégalité 

—  Vu,...)  -^'^mvl  <  j», 

(haciine  des  variables  X,  fx,  v,...  rt^stora  |)f*nd;int  toute  la  iliin  c  c)u 
mouvement  an -dessous  des  limites  /.  tu  elJet,  si  ie  coiitrauv 

avait  lieu,  comme  les  valeurs  initiales  X^,  jx^,  Vg»*"  remplissent  la 
condition  que  nous  venons  d'énoncer,  et  à  cause  de  la  continuité  des 
variables  X,  fi,  v«...,  il  Êiiidrait  d*abord  qu'à  un  certain  instant,  il  y  eût 
égalité  entre  une  ou  plusieurs  valeurs  numériques  de  X,  ft,  v,...  et 
leurs  limites  respectives  /,  m,  n,...,  sans  qu'aucune  des  autres  valeurs 
eût  dépassé  sa  limite.  A  cet  instant,  la  valeur  absolue  de  ç  (/.,  v.,  v  ... 
serait  sujîérieure  ou  au  moins  égale  à  p.  Par  coiisiquent ,  le  second 
membre  de  Téquation  des  forces  vives  serait  négatif  ,  à  cause  de  l'iné* 
galité  écrite  plus  haut,  et  qui  se  rapporte  à  Tétat  initial;  ce  qui  n*est 
)>ns  possible,  ^ftw^  étant  toujours  positif. 

il  suit  encore  de  là,  évidemment,  que  les  vitesses  v  seront  toujouis 
comprises  entre  des  limites  déterminées,  puisque  l'on  a. toujours 

i'"^'  Wt^*  -  f  ().^,  Va,...). 

Il  est  évident  aussi  que  les  limites  pour  chaque  vitesse,  ainsi  que 
celles  de  chaque  variable  X,  ft,  v,...,  peuvent  être  aussi  petites  que  Ton 
voudra .  puisque  les  quantités  /,  m,  n,...  peuvent  devenir  aussi  petites 

que  l'on  voudra. 

Je  vais  encore  appeler  Tattention  sur  nue  ern^ur  que  l  un  tiuuvt 
dans  divers  auteurs,  et  qui  ae  rapporte  au  sujet  que  je  viens  de  traiter. 
On  dit  (  T^mté  de  Mécaâiquej  pue  Poisson,  tome  II ,  page  491)  qti«  si 
un  système  paase  dans  le  cours  du  mouvement  par  plusieurs  positions 

d'équilibre,  ces  positions  surrrssivcs  sont  alternativement  des  posi- 
tions li'éqinlibre  stable  et  instable,  c'est-'i-Hire  telles,  que  des  maxima 
et  des  minima  de  la  fonction  f  (X,  fi,        teur  correspondent. 
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On  fonde  cette  Msertion  sur  les  théorèmes  suivants  : 

I.  Uu  maximum  on  minimum  ne  cesse  pas  d'i^rr  nnximum  ou  mi- 
nimum si  les  variables  À.  ix,  v,...,  considérées  d'abord  cotnine  variables 
indépendantes,  deviennent,  pour  les  valeurs  particulières  pour  les- 
quelles le  maximum  oa  le  minimum  a  lieu ,  fenctions  d'une  nouvelle 
variable  t, 

II.  Dans  une  fonction  d'une  seule  variable  tf  les  maxima  et  les  mt^ 
nima  se  succèdent  alternativement 

'  Ces  deux  théorèmes  sont  vrais,  mais  ne  justifient  pas  la  consé> 
quence  qu'on  ni  tire;  ii  faudrait  que  la  réciproque  du  premier  théo- 
rème eût  heu,  c'est-ii-dire  que  si  la  fonction  ç;  (  ) .  a.  v,...),  fonction 
d'une  seule  variable  indépendante  t,  présente  pour  une  certaine 
valeur  de  t  un  maximum  ou  minimum,  la  fonction  conservât  cette 
propriété,  si  l'on  regarde  les  valeurs  correspondantes  de  X,  ft,  v,... 
comme  des  valeurs  particulières  de  X»  /x,  v,.--?  considérées  comme 
variables  arbitraires.  Ce  qui  n'arrive  pas  nécessairement,  même  dan?, 
le  cas  où  ii  n'v  a  qu'une  seule  variable,  par  exemple  >  Ainsi,  la 
fonction  a  un  minimum  et  pas  de  luaxuuum,  tandis  que  la  fonc- 
tion sin'  dans  laquelle  la  première  se  transforme  en  posant  X  ss  sin 
a  une  infinité  de  minima»  tous  ^ux  entre  eux  et  au  minimum  de  X', 
et,  de  plus,  a  une  infinité  de  maxima.  L'erreur  dans  laquelle  on  e.st 
tombé  à  cet  égard  doit  étonner  d'autruit  pl  ts,  que  la  fausseté  du 
théorème  énoncé  se  manifeste  déjà  dans  le  mouvement  du  pendule 
ordinaire. 
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EXTRAIT  D'UNE  I JTTRE  ABBESSÉE  A  M.  ALFRED  SERRKT 
Pae  Al.  WiuiAii  ROBERT». 


•  ...  Je  viens  ùe  trouver  quelques  courbes  sphériques  tinalogues 
à  vos  courbes  elliptiqin^s  tic  première  classe.  En  prenant  pour  mon 
point  de  départ  la  proj)ri('ié  que  vous  avez  constatée  pour  ces  der- 
nières, savoir,  que  l'arc  est  une  fonctioD  elliptique  du  rayon  vecteur, 
je  cherche  à  déteminer  les  courbes  sphériques  dont  Tare  peat  s'»- 
priniOT  par  une  fonction  elliptique  de  la  tangente  trigonométnque  du 
demi-arc,  rayon  vecteur  sjihérique.  En  désignant  par  p  le  rayon  vec- 
teur sphériquc,  et  par  9  Tangle  polaire ^  on  a,  pour  la  di£férentieUe 
d'un  arc  s  de  courbe, 

et  si  Ton  lait  2  =  tang  | 

~(i -*.»•)»  (iH-»')' 
Maintenant  poaons,  conformément  à  ce  que  nous  avons  supposé, 


ce  qui  nous  donnera 


4   /  1  H  £'  4-:*  , 


OU  bien,  en  faisant  G'  =  *  1  *t 


Cette  équation  diflérentielle  est  tout  «1  fait  semblable  à  celle  des  courbes 
elliptiques  de  première  daase,  et  peut  s'int^rer  de  la  tnéme  manière. 
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Les  courbes  qu*elle  représente  seront  algébriques ,  si  2  -h  a  =  n*, 

»  étant  une  quantité  commensurable. 

■  Voici  le  ç,vsténie  des  équations  appartenant  à  nos  courbes  ellip* 
tiques  sur  la  sphère,  u  étant  une  cor»staute  arbitraire: 

a»  . 


atang*^/3        —  a  -i-nVn^  —  4cosaX, 
a  <»tang*  |(»=sii*  —  a-t-i»  VW'  —  4  «o»  a  |*- 

L'arc  de  la  courbe  rcpri-sentéc  par  ces  l'quations  a  j>our  valeur 

r-s  T  r 

^n*-li\  

OU  bien  encore,  si  Ton  pose  2  —  j  =  ^n*  —  4  cos  9, 


iVb<e  <ie  M.  J.-A.  Snaer. 

La  Lettre  que  M.  William  Roberis  m'a  fait  Tbonneur  de  m*écfire , 
et  dont  je  publie  ici  un  extrait ,  m*a  suggéré  Tidée  de  rechercher  si  les 
^urbes  sphériques  qu'il  a  trouvées  étaient  susceptibles  d'un  mode  de 

générniion  analogue  à  crlui  que  j'ai  fait  connaître  pmir  les  courbes 
elliptuims  de  la  preraierc  classe  (tome  XI  «ie  ce  Recueil  ,  page  H9). 
J'ai  reconnu  aisément  que  les  courbes  de  M.  Robei  ts  ue  constituent 
qu'un  cas  très-particulier  des  courbes  elliptiques  que  l'on  obtient  en 
exécutant  sur  la  sphéra  des  constructions  analogues  à  celles  qui  four- 
nissent sur  le  plan  les  courbes  elliptiques  de  première  classe.  Cest  ce 
que  je  vais  faire  voir  en  peu  de  mots. 

Considérons  une  spln'i  e  dont  nous  prendrons  le  rayon  pour  uuité» 
et  traçons  sur  sa  surface  un  triangle  sphérique  quelconque  OMP. 

Soit  posé 

0M  =  /5,    MP=^a,    0P  =  ^,    MOP=a,  OMP=^; 
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désignons  aussi  par  ô  l'angle  que  le  côté  p  fait  avec  un  grand  cercle 

(ixp  mené  par  !<•  poinl  O,  et  par  />  et  y  ileux  nonibrt'S  quelconques 
donnés.  Cela  [)<)st'*,  imaginons  que  le  triangle  OMP  varie  tt  llr  ma- 
nière que  le  sommet  O  reste  fixe  ,  que  les  cou*  a  el  b  restent  constants, 
et  que  Tangle  polaire  $  du  sommet  variable  M  satisfasse  constamment 
k  la  condition 


(0 


la  courbe  que  décrira  le  poinl  M  sera  algébrique  si  p  et  </  sont  eom- 
uiensurables,  et  Ton  pourrn  toujours  faire  en  sorte  que  son  arc  soit 
exprimé  par  une  loue  tion  elliptique  tle  première  espèce.  11  sufUra  pour 
cela  que  deux  conditions  soient  remplies  entra  le»  deux  arcs  a  et  6  et 
les  deux  nombres  /»  et  9  :  par  où  Ton  voit  que  les  résultiits  seront 
beaucoup  plus  étendus  sur  la  sphère  que  sur  le  plan. 

L  équation  de  la  rotirhe  que  nous  considérons  résultera  de  rélimî> 
nation  des  angles  a  et    entre  réquatioit  (1)  et  les  deux  suivantes  : 

OOS  a  —  (  OS  b  cas  « 

co«  a  —  —    ,  ^» 

&in  o  MOf 
=  —  -.  ;  S" 

Posons 

tang      =  a, 

A"  =s  —  (cosfl  —  cos*)»  -»-  a  (sin* a -+- «in» 6) a'  —  (cosa  -f-  cosA)»**; 
on  aura 


ces  a  =   * — î— T  «in  «  =  rriî- i' 

a  s  sin  p  9  s  un  o 


*      —  (cota  — CM*) -i-(co»«-»- cosé)»*     .-^  a  * 
COS  D  —     '  ,  '  t    sin  p  ss  — ^- — . 

Maintenant  on  tronve,  par  la  difii&rentiation  des  équations  (1)  et  (a), 

da=''  '—^  

.g.        —  (cosa  —  COS  ^)  —  {cm a-i-coib)  i"  dz 

r  A  T.' 
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ce  qui  donnera ,  pour  Téquation  di£R6raitielle  de  la  courbe  enrre  les 
coordonnées  «  et  9 , 

—  (/>  +  —  CM  ft)  —  (/>  —  y)  (cWfl  -»-«>»  *) 

Enfin,  &i  ds  désigne  la  ditïéreiitielle  de  Tare  de  la  courbe,  on  a 
et,  dam  le  cas  actuel , 

(3)  ds  —  a(cosrz  +  cosb)  \(p  —      —  i 

fA  l'on  établit  entre  la  quatre  quantités  a,  5,  ^,  f ,  les  deux  relations 
suirautes  : 

[{p  H-  9)'  —  i] (cosa  —  cos 5)'  =  [{p  —  q)*  —  i]  (cosa  +  cos b)* 
=  siD*a  -H  sin*  b     {p* — ç")  (sin»  a  —  sin*  b). 

Voilà  donc  Textensioit  la  plus  complète  qu'on  puisse  désirer  du 
théorème  qui  nous  a  fourni  la  géoératioB  des  courbes  elliptiques  sur 
le  plan.  Pour  obtenir  les  courbes  de  M.  Roberts,  il  suffît  de  supposer 

Li>s  équations (4)  deviennent I  dans  ce  cas, 

0  =  o,    p  =  ±  — ï — 

On  a  alors 

A  =  J  V- I -map»  -  i)  z*  -  s», 

et 

ce  qui  est  bien ,  à  un  changement  insignifiant  près*  la  formule  de 
rectification  de  laquelle  est  parti  M.  Roberts.  La  courbe  dont  il  s*agit 
ici  a  l'équation  très-simple 

sin  0  cos  -  =  — 
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Shv  les  trojectoù  es  orUiogonaUs  des  sections  circuUùres  d un 

eWpsoide; 

Pau  h.  B.  CATALAN. 


Ltîs  rrajfctoireh  ot-thcjgouiâieh  des  ceixles  sitiiéh  s>ur  un  elli|>buicle  t^l 
parallèles ratre  eux,  ii*ont  probahlenient  «jiie  très^peu  de  pru^riétés 
remarquables,  mit  géométrique»,  soit  inécanîqiies;  ma»  leur  équation 
(UflerentieUe f  ti-ès-<lifTîciloinent  inh'grable  lorsqu'elle  est  mise  sous  la 
ffirme  qui  se  présente  le  plus  iiatin  (r  llcinf  nt ,  s'intrgrf  ,  au  contraire, 
;tv<'c  la  plus  gtaiido  facilité .  Ioimju'.iu  moyen  <l'inie  translormaiiuii  de 
coordonnées,  on  Ta  mise  sous  une  aulre  forme.  Les  equaiiuns  diiie- 
rentiellea  qne  l'on  sait  intégrer  étant  en  aase»  petit  nombre ,  il  n'est 
peut-être  pas  tout  à  £iit  inutile  d'en  indiquer  une  de  plus,  qui  conduit 
d*aiUeurs  à  des  développements  analytiques  assez  remarquables^ 

1.  Soit  un  ellipsoïde  OABC[*J  ,  ayant  pour  centre  ii;  ^umt  (),  el 
dans  lequel  les  demi-axes,  rangés  par  ordre  de  grandeurs  décroissantes, 

sitnt  OA  =  a,  OB  —  A,  OC=.C.  Si,  dan>  le  plan  de  la  section  princi- 
pale ("A  .  nous  mi  rions  un  ravon  vcciciir  Oi^  Oli  —  />,  le  plan  BOK 
coupera  i  cllip.suidi  suàvant  lui  cercle,  et  il  en  sera  de  même  pour  tous 
les  plans  parallèles  à  celui-là.  I^s  limites  de  ces  cercles,  c'est-à-dire 
les  points  I  et  T  où  relHpsoîde  est  touché  par  dei»  plans  parallèles 
M  BOE,  sont  deux  des  ombilics  de  la  sur&ce.  Enfin,  les  angles  6  et  6', 
i\iu'  forment  avec  OA  les  directions  OE  et  OI,  sont  donnés  par  les 
formules 


[  *1  L«'  lecteur  est  ph«-  de  taire  la  figure. 

6l.. 
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2.  Si  nous  rapportons  l'ellipsoïde  aux  <lroites  OE,  OB  et  à  iin« 
perpendiculaire  Os  au  plan  de  cea  deux  droites,  son  équation  sera, 
en  prenant  0£  pour  axe  des  x , 

 -      *5  ^  «î 

OU ,  en  réduisant,  et  posant 

=  ^  ^  V        -       )lp  -"c'  )  ,  =  ^,        ^'  -  I  , 

S.  Dans  cette  équation,  regardons  z  comme  un  paramètre  variable  : 
elle  représentera  une  infinité  de  cercles  situés  dans  le  plan  des  xj. 
Et  comme  les  projections  orthogonales  de  deux  droites  perpendî> 

culaires,  faites  sur  un  plan  parallèle  à  l'une  d'elles,  sont  perpendicu- 
laires, les  projections  sur  te  pian  (1rs  ,rr,  des  trajectoires  cherchées, 
couperont  a  angle  droit  tous  les  cercles  représentés  par  i'équati'jn  (ly  : 
elles  seront  donc  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  cercles. 
Or  l'équation  (i)  donne 

donc,  pour  les  trajectoires  cherchées. 

Éliminant  z  entre  cette  dernière  équation  et  l'équation  (i),  on 
obtient 

Telle  est  Téquation  qui  représente  les  trajectoireB  ortfiogonales  des 
sections  circulaires  de  l'ellipsoïde ,  on»  ce  qui  est  la  même  chose,  les 
lignes  de  plus  gratuies  pentes  de  cette  surface,  relativement  à  un  plan 
parallèle  aux  sections  circulaires. 

4.  11  est  facile  de  voir  que  les  projections  des  ombilics  ont  pour 
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c<M>r(lunnées 

/  =  o,   x  = 


Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  S),  f)n  rpconiiriit  rjne 
cette  éqtiation  est  vérifiée,  indépendamment  de  toute  valeur  pariicu- 

itère  attribuée  à      Il  résulte  évidetnment  de  là,  qiie  les  trajectoires 

d'une  même  série  de  sections  eiraiiaires  passent  toutes  par  les  oni- 
hilics  correspondants.  C'est  une  propriété  que  l'on  peat  vérifier  par 
i\vs  (•f)nsi(lér.itions  gt'oinétrifjucs. 

On  peut  veritier  aussi  que  la  projectiou  du  contour  apparent  d»- 
i'ellipsoide,  ou  Tenveloppe  des  cercles  représentés  par  Téquation  (t) , 
est  une  ellipse  dont  les  foyers  sont  précisément  les  projections  des  om- 
bilics. Cette  ellipse  a  pour  équation 

m' 

5.  Avant  d^aller  plus  loin  *  il  est  bon  d'observer  que  l'équation  (-j) 
lient  lieu  de  deux  équations  du  premier  ordre  et  du  premier  de|;ré  : 
ou  aurait  obtenu  ces  deux  équations,  si  Ton  avait  substitué,  dans  fa 
iormule 

dx       x-j-  mz 

sticcessivenif ut  les  deux  valeui-s  de  z-  tirées  de  Téquation  (i).  Considé- 
rons ,  pour  fixer  les  idées ,  l'une  quelconque  des  courbes  représentées 
par  la  première  de  cea  équations  du  premier  ordre  et  du  premier 
degré.  Si  nous  prenons  sur  cette  courbe  un  point  quelconque; 
que  nous  portions  dans  l'équation  (i)  les  coordonnées  de  ce  point , 
nous  obtiendrons  deux  valeurs  numériques  de  ]esqlK'llf^ .  t'tanf  re- 
portées successivement  dans  cette  inénif  équation  Y  ,  nous  toiirnu'unl 
deux  cercles  différents.  L'un  de  ces  cercles  coupera  ortbogonalement 
la  courbe  que  nous  considérons,  et  l'antre  cerde  coupera  à  angle 
droit  une  des  courbes  représentées  par  la  seconde  équation  différen- 
tielle. Il  n'y  aura  d'exception  que  pour  les  points  situés  sur  l'ellipse  (3). 
En  eftet,  ponr  chacun  de  ces  points,  les  deux  valeurs  correspondantes 
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«le  1  soDt  <  i^alcs  eiUip  elles,  les  deux  cercles  se  confondent,  et,  par 
suitr,  les  «Icux  trajectoiros  sont  tmi^rtites  l'une  ;i  l'uutn". 

Il  n-siiiic  (le  cfs  (ihsei'N atioiis  que  si  I  on  co'isidcre  snf  hi  surface 
de.  relli[Jsoule  une  trajectoire  (jueiconqiie  allant  du  point  I  an  point  l', 
la  projectiim  de  c«tte  courbe  est  une  ligne  qui  va  du  premier  foyer 
de  l^ellipse  au  second  foyer,  et  qui  présente  un  point  de  rebroiisse- 
ment  ntué  sur  la  circonférence  de  cette  ellipse,  l^a  première  partie  de 
cette  ligne  coupe  à  angle  droit  une  pretnière  série  de  cercles,  et  la 
seconde  partie  rf)niie  de  même  à  angle  droit  la  seconde  série  de» 
cercles  représente?,  p;ii  1  eipiation  (i  „ 

(ï.  I/intégration  de  l'équation  i  a)  parait  présenter  d'assez  graïules 
difficultés  :  nous  allons  le»  éluder  au  moyen  d'une  transformation  de 

coordonnées. 

Rapportons  la  siuiace  aux  droites  OE,  OB  et  au  demi-diamètre  OI 
|iassant  par  Tombilic.  Ce  demi-diamètre,  qui  est  conjugué  de  0£, 
étant  représenté  par  «i ,  nous  aurons 

3»  =  «*  H- 

et  l'équaliou  de  I  ellipsonle  sera 

(4)  — î^  +  ^T-ï- 
Soient  M  un  point  qnclconqu.-  fie  la  surface,  MG  la  section  circu- 
laire passant  en  ce  ponit ,  MT  i;*  tangente  à  cette  courbe  au  point  M. 
I^a  tangente  à  la  trajectoire,  pour  ce  meuie  point  M,  est  une  perpen- 
diculaire à  MX,  située  dans  le  plan  tangent  en  iM.  Elle  est  donc  con- 
tenue dans  un  plan  P  perpendiculaire  à  MT.  D'ailleurs,  le  plan  MG, 
parallèle  à  BE,  est  perpendiculaii«  au  plan  lOË:  donc  la  trace  du 
plan  P,  sur  le  plan  lOË  des  f  sera  perpendiculaire  à  Taxe  des  |;  et, 
d*un  antre  côté,  cetie  même  trace  passe  par  le  centre  de  la  section 
circulaire  MG. 

En  exprimant  ces  deux  comtitions,  et  en  représentant  par  |5  I  angle 
lOE  =  5'  —  5,  on  irouTe.  pour  équation  du  plan  P, 

(X  -  i)  -  -  (  Y  -  ïj)  -H  (2  -  C)  co»  jS  =  o. 
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Le  plan  tangent  i  reUipaoide,  pour  le  point  Mt  a  pour  équatioo 

La  tangente  à  la  trajectoire  est  donc  représentée  par  l'ensemble  de 
ces  deux  équations  Éliminant  Z,  on  obtient,  pour  la  projection  de 
cette  droite  sur  le  plan  fiO£, 

Égalons  le  second  membre  à  ^i  puis  éliminons  Ç  entre  Téquation  ainsi 

formée  er  Téquatioii  (4],  et  nous  obtieiidrcMis,  pour  équatiou  dilie- 
rentielle  des  trajectoires  t  ou  pour  transformée  de  l'équation  (a)  : 

7.  L'équation  (5)  s'intégre  bien  aisément.  En  effet ,  posous 
et  nous  aurons 

ou ,  en  prenant  encore  u  ~  b  siii  ^ , 


Cette  double  équation  donne 

>.  étant  une  constante  arbitraire. 
Nos  trajectoires  sont  donc  définitivement  représentées  par 

^6}  «=  izAsin[j^l.tangi(«  +  X)J. 

8.  Nous  ne  nous  arréteroiw  pas  à  discuti»'  cette  formule  :  nous 
aimons  mieux  indiquer  les  transformations  analytiques  qu'il  faut 
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employer  pour  identifier  les  éqitarions  (a)  et  (5),  et,  par  suite,  pour 

intégrer  la  première  de  ces  driix  équations. 

Ainsi  que  nous  l'avons»  cieja  dit,  réquation  '■>)  fient  \u  u  de  diHix 

équations  du  premier  degré  en       qui  répondent  aux  deux  valeurs 

de  z  tirées  de  réquation  (i).  Atin  de  procéder  avec  plus  d'ordre,  consi- 
dérons seulement  une  de  ces  équations. 

On  tire  de  l'équatiou  ^i) ,  en  prenant  seuleoient  le  signe  -t-  du 
radical , 


Z  =  — ■  H —  — 


Celle  valeur,  substituée  dans  la  formule 


donne 


ttx  "  («»  —  m> j  X  -i-  m  V»'  (*'  —y*)  —  (»•  —  JM»)  «»  * 


on 

r?) 


1^   — atM  r  —  »>  y/?  :<>  —  r"  '  —  : ff-^jw');^  j 

/fr  ~  !«'  —  ///')  j'  -H  //»'  ,  .)'•  —  <»'j 

Telle  est  l'une  tles  racines  de  1  équation  (a). 

I^s  considérations  géométriques  cmplo)  ées  plus  haut  donnent  ais^ 
ment 

x—€,-.  Çcos/î,  x  —  n,  sssÇsiiijS, 

ou,  d'.'ijirés  l'équation  (4),  et  en  prenant  seulement  la  valeur  positive 
de  ^,  puisque  nous  avons  considéré  la  valeur  positive  de  s, 

X = €  H-  j  cos  ^  V*'  -  r  r— 

D'après  les  valeurs  de  tang     tang  6',  m  et  /t,  on  trouve 

cos/5  =  cos(ô'  -  5)  =  -  ^  v  (a'  -  6»)(*»-.c*) 


Digitized  by  Google 


PUBES  ET  APPLIQUÉES.  489 

Donc 


(8)  a:  =  I  -  Jl=.  sb^  -V-  n\    J  = 

Avant  de  substituer  ces  valeurs  dans  réquation  (7),  calculons  à  part  les 
fonctions 

et  («■-m»)«'+m»(^-*«). 

T,a  premieni  devient 


'/  A»  _  „»)  _  («a  -  m»)$>  +  an»  >/n»  -  |  sh'  -  I*  -  -  »*'  (A'  -  4' 
(«'  -  m»)  (*»  - 1»  -  lî")  +  aM  ^n*-n^  |  V^^^^^^l^     H-  m»|» 

I>a  secoiule  fonction  se  transforme  en 

Ç  l(n"  -  m»)  §  -  am  v«'  -  «•  V^* ^^1^"»"  | ■ 
Par  suite,  le  second  membre  de  T^uaiion  (7)  devient 

n\'n'  —        j  i  —       y^a'  —  m»  V  6'  —  g'  —     |    » 

sXl"'  —  2/n*)  Ç  —  a«  Vit» 1»»»^ l' J  ~~  ^ 

D'ailleurs, 


donc  l'éfjuation  (7)  transformée  est 


(9> 

JE  J  ^ 

—  —  — 

et  il  esl  facile  de  vérifier  qu'elle  est  identique  avec  Tune  des  deux  dans 
lesquelles  se  décompose  Téquation  (5). 

Un  calcul  tout  à  bit  semblable  au  précédent  prouverait  que  les 
form,ules 


*    '  y»»— M* 

TMMXU.-lMciiiBKt8|T.  ^> 
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ramènei'aient  Téquatioii 

,  rf/         ^'l  "  ^  "'  ;  V"'  i^'  —      ~  ^' 

à  la  jtuivante , 

,   ^»   •» 

«4  7,1    ■-  ■  -===- 

/n»—  w'  v'i*  —  Ç'  — 

laquelle  rentre  aussi  dans  Téquatton  (5). 

9.  ATaide  des  formules  (8)  ou  (10),  nous  avons  ramené  les  équa» 

lions  (7)  ou  (i  i)  aux  équations  (9)  ou  (la),  lesquelles  sont  colllprise^ 
l'une  et  r,T!!tr*<  dans  réquation  {'i).  Gouséqueuiment ,  nous  pouvons 
regarder  coninie  eiïectuée  la  transformation  de  l'équation  (a)  dans 
J'équation  (5).  Cette  marche  indirecte  était  la  seule  praticable  :  si  l'un 
suLatitue  directement  les  formules  (8)  ou  (10)  dans  Téquation  (a) ,  et 
qu'on  essaye  de  parvenir  à  Téquation  (S),  on  arrive  à  des  calculs  qui 
paraissent  véritablement  inextricables.  Du  reste,  ces  calculs  ne  pré- 
!îentent  aucun  intérêt  ;  car  \e  problème  que  nous  nous  (^tioii'i  proix.sr . 
c'e»t-H-dire  l'intégration  de  l'équation  (a) ,  nous  parait  couipléteuieui 
résolu. 
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EXTRAITS  DE  DEUX  LETTRES  ADRESSÉES  A  M.  LIOUVILLE» 
Par  m.  Michar.  ROBËRTS. 

»  l,es  théor  t'ities  snivants,  qui  concernent  les  ligues  gtotlé- 

siqiie»  sur  l'ellipsoïde;  quoiqu  ils  soient  bien  simple  et  n'exigent 
aucun  calcul ,  seroni,  je  l'espère,  digne»  de  votre  attention. 

»  J'ai  déjà  fiiit  remarquer^  dan»  un  Mémoire  dont  von»  lu'aTeK  fiiit 
rhoimeur  de  communiquer  les  réfliiltat»  à  l'Académie  <les  Sciences, 
qiif  les  lignes  géodésiques  qui  passent  par  un  ombilic  passent  aussi 
par  l'ombilic  opposé.  On  voit  dt-  plu?»,  en  ayant  égard  à  la  symétrie 
de  la  surlace,  que,  si  deux  de  ces  lignes  fortuenl  eutre  elles  au  pre- 
mier ombilic  un  certain  angle ,  elle»  ae  rencontreront  encore  aous  le 
même  angle  k  l'autre  ombilic. 

»  Par  une  conséquence  facile  : 

1»  1".  triangle  géodésique  ,  dont  les  poiiils  angulaiitfS  sont  les  oui- 
bilics  rontigus  situés  aux  côtés  opposés  de  Taxt'  minimum,  et  un  point 
quelconque  de  la  section  contenant  Taxe  mojren  et  l'axe  maximum  de 
la  surface,  aura  deux  angle»  droits  pour  la  somme  de  ae»  angle»  a  la 
base. 

»  La  somme  de  ses  côtés  sera  la  demi-drooniérenoe  de  la  section 

principale  perpendiculaire  à  Taxe  moyen. 

»  Il  est  évident  que  cette  propriété  a  son  analogue  dans  la  géométrie 

spbérique. 

»  a**.  Si  d'un oaubilie nous  tiron»  nne  ligne  géodésiqiie  qui  forme  un 
Hngle  droit  avec  la  section  de  la  surlace  qui  passe  par  les  ombilics, 
cette  ligne  passera  par  Testrémitéde  l'axe  moyen  de  la  surface. 

»  Il  suit  de  là  qu'on  peut  passer  sur  la  surface  d'une  des  extrémités 
de  l'axe  moyen  à  l'autre  par  trois  chemins  géodésiqtips  distincts,  dont 
les  longueurs  sont  les  deuu-ciicontérences  des  sections  principales  ele 
la  surface.  » 
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»  ...  J'ai  rhoniuMir  île  vous  envoyer  (juelqui  s  tlu Dieines  nouveaijx 
sur  les  lignes  géodésiques  de  rellipsuide,  qui,  je  i  espère,  ménlerouC 
votre  attention  [*].  Lm  résultats  principaux  auxqiids  je  siiis  arrivé 
consistent  dans  la  forme  sous  laquelle  j'ai  mis  Tîntégrale  seconde  de 
l'équation  de  la  ligne  géodésiqne,  qui  passe  par  un  ombilic,  en  exprî* 
inant  la  constante  arbitraire  en  fonction  de  i'.Tngle  que  cette  ligne 
forme  avec  la  section  priiici|)ale  de  la  surlace  contenant  les  ombilics; 
et  aussi  dans  la  découverte  d'une  fonction  d^me  ligne  géodésique 
issue  d*un  ombilic,  et  terminée  par  un  point  (/x,  v),  qui  parait  être 
analogue  au  sinus  d*un  arc  circulaire.  La  simplicité  des  résultats  que 
je  viens  de  trouver  et  lenr  analogie  avec  les  propriétés  des  sections 
coniques  donnent  lien  d'espérer  qu'une  discussion  approfondie  des 
arcs  des  lignes  de  couHjure  iettcrn  quelque  jour  s\)r  les  intégrales 
abéliennes,  qui  se  rencontrent  ilaus  cette  partie  des  mathématiques, 
li  est  bien  probable  que  les  fonctions  algébriques  par  lesquelles  la 
comparaison  des  arcs  des  lignes  de  courbure  s^efieetue,  comme  cda 
a  été  démontré  théoriquement  par  Ahtàf  s'expriment  avec  simplicité 
en  fonction  de  quelques  lignes  remarquables,  liées  avec  la  géométrie» 
de  la  surface*  » 


[*]  Le  Mémoire  dont  M.  Michaél  Robvrts  parie  ici,  mais  auquel  il  a  fait  depuis 
quelques  chan^menls  qui  en  ont  prolongé  l'impresuon,  piraiin  dan»  le  produin 
cahier.  '  (J.  L.) 
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NOTE 


Sur  une  équation  aux  différences  jtartieUes  qui  se  présenlte 
dans  plusieurs  questions  de  Physique  mathématique; 

Par  ai.  William  TH0MS0]\. 


Tréorkmë  L  «  11  est  |K>ssibIe  de  trouver  une  fonction  V  de  jr, 
»  j,  £  J  qui  s'évanonnee  quand  ^  ou  x  devieat  infinie,  et  qui 
»  salîsfasie  à  Téquatton 

»  pour  toutes  les  valeur»  réelles  des  variables;  «  étant  inie  fonction 
»  des  variables  continue  ou  discontinue,  mais  ajrant  toujours  une 

.)  vfîletir  rtVlIe.  et  Ç  une  fonction  réelle  qui  s'évanouit  (jn;?n(]  los  va- 
»  It  iirs  d«>  r .  r,  ?  nf  sont  pas  comprises  dans  les  limite»  données  par 

»  I  t'quatiou  d'um"  î>urf:ice  fermé»'.  » 

THKonmF  11.  «  Il  n'y  a  qu'une  solution  de  l'équation  \a]  qui  ait 
u  lieu  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  variables  x ,  z,  avec  la 
*  condition  de  s'évanouir  lorsqu'une  de  ces  variables  devient  in- 
»  finie.  » 

1.  Pour  démontrer  le  théorème  I ,  soit  U  la  valeur  de  l'uitégraie 


m. 


[*]  Je  ne  m'on  iipi-  ici  que  «lu  c»^  de  trois  variaMos  ,  pour  éviter  4»  COI 
inutiles ,  le»  application»  pbjiique*  étant  oomproes  dan»  ce  m. 
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éteiKliie  à  tout  l'espace  où  Ç'  n  valeur  finie.  Désignons  mainte- 
liant  par  Y  nne  fonction  quelconque  de  x,  s,  qui  s'èvatioaîsae 
lorsqu'une  de  ceiî  variables  <levient  infinie  ;  et  soit 

L'intégrale  Q  dépend  de  la  fonction  V,  et  en  disposant  de  V  on 
pourra  <'vi(]pmin«'nt  Tnire  prendre  à  O  (îes  valetit  s  pn'-iiiivcs  plus  grandes 
qu'une  quantité  donuée  quelconque.  11  uS  a  donc  pour  la  valeur  de  Q 
aucune  limite  supérieure,  niais  il  y  a  une  limite  inférieure  puisque  Q 
est  toujours  >  o;  il  doit  donc  exister  une  fonction  V  dex,  ^,  z  qui 
rend  Q  un  mlnimuin.  Or,  en  appliquant  le  calcul  des  Tarialîonsy  on 
trouve,  après  une  intégration  par  parties  (suivant  le  procédé  ordinaire) 
dans  laquelle  il  faut  remarquer  que  les  parties  intégrées  s'évanoaisacnt 
aux  liantes, 

Mais  on  a ,  d'après  la  valeur  de  U , 

rf»U  d*V      ,  ^ 

réquation  précédente  devient  donc 

On  conclut  de  là  que  la  fonction  V  qni  répond  au  minimum  Q  de 
l'intégrale  [h)y  uiiuuniim  dont  Texistenoea  été  dénonirée  plus  baiit, 
satis£iiit  k  réquation 

(-)  ^f^'S)-T.("-^")-st«-S)=4* 

2.  Pour  dcmonlrer  le  théorème  II  énoncé  ci-dessus,  couitide- 
rons,  d'une  part  une  fonction  Y  satisfaisant  à  Féquation  (a)  et  la  valeur 
correspondante  Q  de  Tintégrale  {b) ,  puis  d'autre  part  la  valeur  Q,  de 

cette  même  intégrale  (A  ,  qui  correspond  à  une  fonction  V,  différente 
de  V,  c'est-à-dire  à  fonclion  V,  tellp  que  la  différence  V,  —  V, 
que  nous  dé^if^nerons  par  ç-,  n'est  i)as  é>;ale  à  zéro  j>our  toutes  les 
valeurs  des  variables.  tk)mme  V  ,,  aussi  bien  que  V,  doit  s'évanouir 
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lorsqu'une  des  vambl«B  Jt,/,  z  devîeDt  infinie  ^  ii  «tu  sera  de  rnéiue 
de  f.  En  remarquant  que 

on  trouve 

Le  deuxième  terme  dn  iecond  memlire  de  cette  tquatton  a*évaiio«it 
parce  que  Y  setisfiiit  à  l'équatioii  (a);  on  le  verra  sans  peine  en  effec- 
tuant une  intégration  par  parties,  il  reste  donc  simplement 

,c)  Q.=QH-j7y«-|(^)V^)V(*)'j-^.,/r,4, 

fl  comme  la  quantité  placée  sons  les  signes  d'intégration  ne  peut 
pas  être  constamment  mille,  sans  quoi  <p  se  réduirait  à  une  simple 
constante  et  par  suite  à  zéro  puisque  Ton  a  f  =  o  lorsqu'une  des  va- 
riables X,  jr,  z  est  infinie  »  ce  résultat  montre  que  Qi  est  >  Q.  Mais 
si  V|  était  aussi  une  solution  de  (a),  on  aurait  de  même  Q  >  Qi ,  ce 
qui  n*est  pas  possible.  J*en  condus  que  Y|  n'est  pas  une  solution  de  (a); 
c'est-à-dire  qu'il  ne  peut  pas  y  av<ràr  deux  solutions  différenles  de  cette 

équation. 

Ce  théorème  est  utile  dans  les  théories  de  la  clialeur ,  lie  l'élec- 
tnûÈkf  du  magnétisme  et  de  rbydrodynamique;  j' espère  donner  plus 
tard  quelques  développements  à  oe  sujet. 

Dans  les  applications  qui  |nrésentent  le  plus  d'intérêt^  il  but  consi- 
dérer des  transitions  subites  dans  la  \aleur  de  a.  Par  exemple*  si  a 
a  une  valeur  constante  dans  tout  l'espace  extérieur  à  une  surface 
fermée  S,  dans  i  uit<  rieur  de  laquelle  a  est  infinie,  notre  analyse 
convient  au  cas  d'un  corps  conducteur  S  soumis  à  l'influence  d'une 
masse  électrique  donnée  {JJJi^dxdjdz)^  et  cette  application  nepré^ 
$ente  aucune  difficulté.  On  en  tire,  en  etfet,  les  démonstrations  données 
par  Green,  que  la  solution  analytique  du  problème  de  la  distribution 
d'électricité  dans  ces  circonstances  est  possible  et  qu  elle  est  unique. 
Dans  uue  application  k  l'iiydrodyuauiique  *  ou  à  un  certam  problème 
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de  magnétisme,  il  faut  considérer  un  espace  dans  lequel  la  valeur  de  « 
soil  zéro.  L'interprétation  du  rrstdtat  n*'  prést  ftte  lucune  difliculté  , 
niais  il  est  plus  diltic  ilc  rie  bien  couijiieiulre  cunimeut  la  démonstra- 
tion telle  que  je  I  ai  donme  plus  haut  se  prête  à  ce  cas.  En  essayant 
de  l'expliquer  nettement,  j*ai  tfoové  une  démonstration  directe  du 
théorème  suivant,  qui  renferme  le  résultat  dont  il  s'agit: 

«  Il  est  possible  de  trouver  une  fonction  V  qui  s'évanouisse  pour 
»  les  valeurs  infiniment  grandes  de»  variables  ar,  «,  et  satis&Bse  à 
»  l'équation 

d'\      d'Y  . 

»  pour  loue  les  points  extérieurs  à  une  suriiM»  fermée  $,  avec  cette 
»  condition 


I.  dans  laqiK  llr  F  est  une  fonction  arbitraire  des  coordonnées  d'un 
>»  point  sur  la  surlace  S,  et  dn  est  l'élément  d'une  normale  extérieure 
)>  à  la  surface  en  ce  point.  » 
Pour  le  démontrer,  considérons  l'intégrale 

relative  à  l'espace  extérieur  à  S.  Parmi  toutes  les  fonctions  V  qui  vé- 
rifient la  condition 

j  f  Vlv/S  =  A  , 

ou  A  est  une  quantité  quelconque,  il  y  en  a  une  potir  laquelle  l'inlé- 
arale  Q  est  un  minimum.  Uue  fonction  V,  ainsi  déterminée,  satisfait 
aux  équations 

rf»V  ,     V  rf'V 
^-^  ^-^  dr= 

dn 

•  ou  t  est  une  constante),  connne  on  s'en  assure  par  le  calcul  des  va- 
riations. Suivant  les  valeurs  de  A ,  c  aura  des  valeurs  proportionnelles; 
on  peut  prendre  A  telle  que  c=  i.  De  là  on  conclut  le  théorème 
énoncé.  Il  serait  facile  d'ajouter  une  démonstration,  que  la  solution 
du  problème  de  la  détermination  de  V  sons  ces  conditions  est  uniqii«. 
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Sur  le  symbole         et  quelques-unes  de  ses  applicdUions; 


Par  h.  V.-A.  L£B£StiL£, 


1. 

DéfimtioH  du  sjrmhote  ^     >  d'après  Legendn  et  M.  Jatoki. 

Soient h  deiix  nombre»  entierii pfemiers  entre  eux,  qui  ne  Ronr 
pas  tous  deux  nc'-gatifs  et  Hont  le  second  est  impair;  sera  -f-  i  ou 
—  I  ,  selon  les  cas  dont  voici  l'éiuuiiération  : 

i".  Si  6  est  un  nombre  premier  positif,       sera  +  t  on  —  i,  selon 

que  b  sera  résidu  ou  non-résidu  quadratique  de  p\  autrement,  ( 

sera  )e  reste  ri:  i  de  a  *  ctivisé  par  b  (Léger dbs). 

Si  b  est  un  nombre  romposi''  positif,  h  =  pxfr...,  les  facteurs 
Pf      r,...  étant  des  nombres  premiers  égaux  ou  non,  on  aura 

3".  Si  b  est  un  nombre  négatif .  on  tera 

(-.)=(j). 

ou  bien  encore,  en  posant 
on  fera 

{é;)  =  »  (Jacoii). 
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Voici  des  conséquences  immédiates  de  ces  définition»  : 

«l'on  a  *s/  (mod^p). 

=(-.)'-?. 

A  ce»  propositions  on  joindra  les  suivantes,  dont  la  démonstration 
exige  quelques  développements: 

(|)-(-.r'''-^(f). 

ou 

Dan»  cette  dernière  équation,  p     q  sont  deux  noutbres  impairs. 

IL 

.V«r  ta  aAuiMStnUiOit  des  équationa  fniidamfHtates. 

Si  l'on  voiilail  caoïicer  les  proposifion«î  exprimées  pni  les  équations 
précédentes,  il  suffirait  de  dire  que  les  nombres  preimei  s  a  un  nombre 
impair  p  se  partagent  en  deux  classes  :  la  première  renfermant  les 
nombres     qui  donnent 

(?)  =  ■• 

la  seconde  renfermant  les  nombres  k,  qui  donnent 
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Pour  p  premier,  la  première  cl«aM  «tt  celle  des  résidus  qiiadra- 
(iqties,  et  la  «econde,  celle  des  non-résidus. 

Pour  p  composa',  p  —  tjrs...  {</ ,  r,  s....  ('Janf  premiers),  la  pre» 
niiere  classe  est  celle  des  noinljrcs  qui  sont  noii-iési(l'!<;  quadratiques 
d'un  nombre  pair  (o,  a,  4)  ••}  des  facteurs  q,  r.  la  seconde 

daMeest  celle  des  nombres  qai  sonl  non-résidus  d'un  nombre  impair 
des  mêmes  bcleurs  9,  r,  s^,,.. 

Voici  maintenant  les  principana  énoncés  : 

«  Des  nombres  congi'us  suivant  le  module  p  sont  de  même  classe. 
*  Un  produit  ahc...  sera  de  première  ou  de  seconde  classe  relati- 
I»  voment  h       s^lon  «pic  les  facteurs  de  seconde  classe 

u  seront  en  n«»nil>r«'  pair  ou  impair. 

»  la*  nombre  —  1  est  de  première  classe  relativement  aux  nombres 
»  de  forme  4v  ~^  1 ,  et  de  seconde  classe  relativement  aux  nombres  de 
»  forme  4?     >  • 

»  I«  nombre  a  «st  de  première  classe  relativement  anx  nombres  di> 
»  forme  8  A  ±  1 ,  et  de  seconde  classe  relativement  aux  nombres  de 
m  forme  SA  ±:  3. 

»  1^  nombre  —  u  est  de  première  clasMi  r<'lativement  aux  nombres 
<)  de  forme  HA  -t-  1,  8  A  -I-  'i,  et  de  seconde  classe  relativement  aux 
j>  nombres  8A  -f-  5,  8A  -  7. 

»  Les  nombres  premiers  positifs  p  et  <^  sont  de  même  classe,  l'un 
<  p  u  rapport  à  l'antre  quand  p  et  q  ne  sont  pas  tous  deux  de  fonne 
>*  4?  ■  ■  C^est  le  contraire  si  p  et  ç  sont  tous  deux  de  forme  4^  —  1  • 
^  Cette  dernière  proposition  est  la  loi  de  réciprocité  de  Legendnv  ) 

»  I.a  loi  de  Legendre  s'étend  à  deux  nombre»  quelconque»  positifs» 
N  impairs.  » 

l«a  démonstration  de  l'équation 


—  I 


pour  p  composé,  revient  à  montrer  qu'en  posant  p  =  qnt.,>t  f:e  qui 
donne 


y— I     »— I     j— r 


3        3  , 


<j3. 
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on  peut  reinplin  er  l'exposant  -+-  i—-  h-  ••  par  l'expo- 

sant =        Il  sufBt  donc  de  démontrer  que  les  deux  noni' 

bres        -h  Î-II-^  -t-  ••■  et  diffèrent  d'un  multiple  de  a,  puis- 

que dans  (—  i*^"^^  -  —  —  0'(— '  peut  supprimer  le  facteur 
( — i)''*  —  I,  quel  que  soil  le  signe  de  ^.  Or 

—   ï  » 

donc 

y—  _  /£— I  _|_  r-^N  _  y-y  — r-n  _  fa  — 
3         \  2  a  /  s  a 

nombre  pair.  Ainsi  Texpossint         peut  remplacer       4-  La 

démonstration  est  la  même  pour  tant  de  fadeurs  qu'on  voudra. 
Qiumd  Téquation 

a  été  démontrée  pour   premier,  on  passe,  comme  pour         *n  cas 

de  p  composé;  cela  fait,  et  donnent  (—^  D  suffit  doue 
de  démontrer  l'équation 

pour  p  premier.  Cest  ce  que  M.  Gaiias  fait  ainsi  : 
Divisea  les  produits 

par  p,  de  manière  à  obtenir  des  restes  positifs  et  < 

•j  ' 

si  les  reste»  >  ^  sont  en  nombre  v,  vous  aurez. 
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PowE,  en  efiet, 

a  étant  sueceMivement  i,  a,  3,...»  »  équations 
qui,  par  la  multiplication,  donneront 

i.a.3...  r-^)  A      =1^— i)'  i.».3...^-^  (mod./?), 

(1)  =  ,-.)•. 

Pour  A  :r=  a ,  ou  A-  r-  —  j ,  on  Irouve  de  suite  le»  valeurs  de  v ,  et  l'on 
en  conclut  cel'es  df  ^^j  et  ^"~")' 
Quant  à  la  démonstration  de  TéquatioD 


pour  le  cas  de  y  nombres  premiers ,  ponti&  et  impairs,  voici  com- 
ment M.  Gatias  Ta  trouvée.  Puisque  l'on  a 

(?)=<-''• 

il  suiUt  de  savoir  si  v  est  pair  ou  iuipair;  or  par  l'addition  de*  ^-p 
équations 


on  trouve  sans  peine 


Al  étant  impair;  ou  bien  encore,  en  posant 

f  (*.  P)  -  (^)    * (7) 

V  =^  f  I  A- ,  /)     (mod,  « ). 
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Puisque  l'on  a 

(î) =(-,)"••" 


0 

t 


ftt  de  même 
il  en  résultera 


» 


(?)(?)=<-"'■""""'•' 


Or  M.  (Sauss  a  montré,  par  une  trandbrmation  Irès-siinple,  que  Ton 
a  toujours 

ri»-  là  la  loi  (If  rrciprocité. 

An  reste,  comme  Ta  remarqué  M.  Eùensteiu  (Journal  de  M.  Crdle^ 
tome  XXVili),  réquation 

résulte  presque  immédiatement  d'une  oonstniction  géométrique  fort 
tiimple. 

Prenez  deux  aies  de  coordonné  rectilignes  Ojc-,  Ojr,  divisez-les ,  à 
partir  (fe  l'origine  O,  en  parties  égales  à  Tunité;  par  les  |>oinls  de  divî- 
sioti  lie  chaque  axe  menez  des  paralWe»  à  l'autre:  ces  deux  systèmes 
i\r  droites  paralIcU  s  (létt'i  nuiifnml  par  leur  intersection  tous  les  points 
•l«»nt  les  coordoiuit  t's  sont  (les  nombres  entiers.  Menez  par  l'origine  la 
droite  ayant  pour  équation 

puift  fonneat  le  parallélogramme  ayant  pour  côtés 

II  renfermera  ~  '  points  d'intersection.  \a  droite    —  'f>^  P^''* 

fagera  le  parallélogramme  en  deux  parties,  dont  l  une  contiendra 
?{Pt9)  iwint*  d'interwtion,  et  l'autre  o  (</, /i);  on  aura  donc 
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réquation 

9  (/»»     +  f  (y»  P)  -  ^ 

I/assertioii  précédente  résulte  de  ce  que  pour  loule  courbe_^-  —  j  (a-  , 
si  l'on  fait  x  —  m,  m  étant  un  entier,  Tcxpression  eo(m)  indiquera 
combien ,  sur  l'ordonnée  répondant  à  i'abscÎMe  entière  m,  it  y  a  enti« 
Taxe  des  X  et  la  courbe,  de  points  ayant  une  ordonnée  aussi  entière. 
Dans  certains  cas»  mais  non  dans  celui  de  la  ligne  ~^  '  poinr 
pourrait  se  trouver  sur  la  courbe. 

Quand  l'équation 

l^)  (?)  = 

a  été  prouvée  pour  des  nombres  |)ositits  premieni,  on  passe  sans  dtfH- 
culté  au  cas  do  p  premier  ot  fj  cotnpnsé,  puis  de  ce  cas  à  rrlui  de  p 
et  </  cotnpost'.s;  eiitin,  de  ce  cas,  on  pas^e  k  celm  ou  l'un  des  nombres 
p,  (f  est  négatif.  Pour  la  (léinonstration  de  ce  dernier  cas,  il  suffit  de 

remarquer  que  l'on  a  toujours  (  -  1)'=  (—  i  ,  c'est-à-dire  que 
Ton  peut  changer  le  signe  de  l'exposant  de  —  1 . 

m. 

CSsIe»/  tlm  symbole  f  ^  )  • 

C'e^^t  une  coust'tpit'iiL'e  (iiieotr  des  r<ii  iuult  s  (pu  précèdent. 

Soii.  pour  exeiiipje ,  proposé  d*-  calculer  >  coiniue  011  a 

—  3778  —  —  I .  a .  1 8H() ,  il  en  résultera 

\  773  I     y  ni)        \  773  • 

et  comme  77^  =  4>  '9^  ~t~  '  =  5,  «>n  aurn 

(^)=''  = 

D'ailleurs  la  division  donne         =  a . 77^  +  343;  de  ia 

1  7737"™  V77"3/* 
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Par  la  loi  de  réciprocité,  ou  a 

(,73)    i.  iii)  ' 

or  773  =  343 .  A  -I-  87 ,  donc 
Mais,  par  la  loi  île  réciprociiét  on  a 


et  comme  343  =  87.3  +  8a,  il  en  résulte 
De  plus,  87  ss  a. 41  4-  5  donne 

(!î)=(^)=Ct)- 

et  4>  ^  5.8  -h  1  donne  en6n 
On  aura  donc 

Ainsi  tout  dépend  de  la  rechprrlin  du  plus  £;ranH  commun  diviseur  de 
deux  nombres.  Or  cette  recherche  peut  être  effectuée  de  pliisieor» 

manières. 

On  peut  prendre  tous  les  quotients  par  défaut,  ou  de  manière  à 
avoir  des  restes  positiis  plus  petits  que  les  diviseurs;  c'est  la  méthode 
ordinaire.  On  peut  prendre  les  quotients  de  manière  à  obtenir  des 

if'stps  impairs;  on  obtient  ainsi  l'algorithme  de  M.  Eisenstein  (Journal 
de  M.  Crcllo,  tonu'  XXVII),  dont  renoncé  est  très-simple.  On  peut 
prendre  les  quoliciils  de  manière  à  obtenir  ck-s  restes  pairs  ±  a"/',  en 
supposant  /  uupau  ;  daiKs  ce  cas,  r  sert  de  nouveau  diviseur.  Le 
nombre  des  divisions  devient  d'autant  moindre  que  les  facteurs  a*  sont 
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plus  grands,  f/algorithmf  est  d'nn  énoncé  moins  simple;  mais,  en 
général,  il  est  préférable  pour  la  brièveté  du  calcul. 

jtlfgoritiam  de  M.  Eisenttmn.  —  Soit  à  calculer  {^-^ ,  où  Ton  siip* 

pose  p ,  p,  potitife  impairs  premiers  entre  eux  et  tels  que  p  >  ptt  tous 
les  cas  pouvant  se  ramener  à  celui-là.  On  divisera  p  par  p,,  on 
prendra  le  quotient  pair  afin  d'avoir  un  reste  impair,  et  comme  il 
pourra  être  positif  ou  négatif,  on  Ip  repré^spntera  par  i,p.,,  f,  étant 
li;  t ,  et  ^,  un  entier  positif  <  /),.  Ou  opérera  sur  y?,  et  comme  sur 
p  et  p,,  et  comme  ces  deux  nombres  sont  premiers  entre  eiix,  on 
finira  par  tomber  sur  un  reste       s=  dzi.  Soient  donc  les  équations 

=  f«Qi  -t-  h  ptt  p*  —  P»Q»  ■+-  hPti  -  f  Pi  ,  =  PiQ,  -+■  «,/'<  .  

Si  l'on  représente  par  v  le  nombre  des  équations 

où  pi  et  uput  s<Nit  tous  deux  de  ferme  ^k  —  i^<m  aura 

(?;)=<-')•• 

Cela  se  prouve  sans  difficulté  comme  plus  haut. 

J litre  algorithme.  —  Si  l'on  prend,  au  contraire,  les  quotient^ 
impairs  afin  d*avoîr  des  restes  pairs,  on  aura  la  suite  d*éqnaHons 

Pm  =  f*n  Q*+i  -1-  a""*'  6«*|. 

Si  l'on  représente  par  v  le  nombre  des  équations 

où  Pi  et  iipi+,  sont  tous  deux  de  forme  4^'  >«  par  u  le  nombre 
des  équations,  oû  à  un  diviseur  pt  de  forme  ±  3  réponde  un 
facteur  2"'  à  exposant  impair,  on  aura 

T«iBc  Xll.  -  OituMi  1949.  ^4 
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Autre  atg^tkttte.  ~  Si  l'en»  tait  te  WSSborâie  du  plus  grand  com- 
muD  diviseur  à  la  manière  ordinaire,  et  que  l'on  repréaente  les  inestes 
siiccessi&  par  ^'"•p,,  a"*>/>^,...,  i }  et  f{tte  Ton  désigne  par 

X   le  nombre  des  Exposants  impairs     répondant  kpt  =  %k±.^% 
fi  le  nombre  des  exposants  impairs  mt  répondant  k.      ^  8  A  ±  3  ; 

V    le  nombre  des  diviseurs  />,  de  forme      —  \  répondant  k  des 
restes  où  p^^  a  la  même  fonne  ; 

on  aura 

En  appliquant  ces  trois  règles  &  (^^)  '      trouve  î 

3^85  =  ag33 . s  —  ao8i «  agSS  =  ao8i  .a  —  ias9,  ao8i  =  laag. a  —  877 ; 

issgs  ii77.4—  «791  ^77=  a79*a—  «8i,  «79=  181. a—  85; 

i8i  s    85. a+    11,  85=    11. 8  — 3,  11=      3.4—  1. 

3185^ 


1*.  La  deuxième  règle  donne 

3785  =  2933.  t  -f- 4.j»i3,  ^93"^  =  2i3.i3 -H  4.41 ,     ai3  =    4» -S-»- 


Ici,*-o,  v  =  oet(g|)  =  i. 


troisième  règle  donne 

378S  =  0933. 1  -H  8Ss,     9933  =  85a »3  -t-  377,     85a  =  377. a  +  98; 

377=    98.3+  83,       98=  83.1  H-    i5,      83=    i5.5 -1-  8} 
i5  =     8.1-K    7,        8=    7.1  I. 

Id,  Il  cause  de  85»  =  a*.ai3,  98  =  a.49«  B  =  a*»  on  trouve 
X  =  o,  ;x  =  i,w=i  et  =  i. 

Il  est  bon  de  faire  remarquer  que,  «laus  tous  les  cas,  si  l'on  est 
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conduit  k  um  divisHm  donnant  le  rwte  A  s"*r*,  tontes  les  divisions 
suivantes  sont  inutiles  pour  le  calcul  du  symbole       •  (Troisième 

f>xemple  :  98  =3  a •  49  =  ai  •  7**  ) 

JUgic  tfrée  du  eeleui  de 

M.  Gaiiss  a  prouvé  que  Ton  a,  pour  k  impair» 

(J=(-')  ■ 

etf  pour  k  pair, 

(^^)  =(-,)"'•"- '-ï'. 

11  a  d'ailleurs  donné  un  algorithme  qui  fournit  la  valeur  exacte  de 
0  [k,  />).  d'où  l'on  déduit  une  règle  fort  simple  pour  déterminer  si 
9  [k,  p  I  est  pair  ou  impair.  Cette  même  rèfjlc  donnera  donc  la  valeur 

1^"'"^  P  »o'n'"'<^  premier.  Nous  verrons  plus  loin 

qu'elle  s'éten«l  au  cas  de />  nomhrr-  rmpir  quelconque,  r/aigoritlinie 
lie  M.  (iauss  résout  donc  complètement  la  (|iiesfi(tn;  il  e.st  é^'alenient 
Ibndé  sur  la  recherche  d'un  plus  grand  counuun  diviseur.  Mais, 
comme  il  emploie  |ion-«eiilement  tes  restes,  mais  encore  les  qubtients, 
les  algorithmes  précédenH  seront  prélérabies  pour  la  brièveté  du 
calcul.  Pour  cet  algorithme,  vojrez  le  Mémoire  intitulé  :  Dr'monsfrn- 
tin/t  rinruHle  et  développements  rwm-emtx  lUi  fhêorème Jondamental  de 
la  théorie  des  résidiis  (juadnilKiucs ,  i)r  .;s(  r»tés  à  la  Société  royale  des 
Sciences  de  Gœttiiigue,  le  11  février  1817.  par  M.  C.-l-.  Gauss.  — 
Vfijrtz  aussi  le  tome  ill  de  ce  Journal ,  page  1 4^1. 
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IV. 

Première  uppiuation.  —  Détermination  du  sif;ne  det  sommet 

S  =  V«B/'  1    C  =  Vc«/*  » 

^         P  ^  P 

fuites  de  i  ss  o  àissp— i.  Aat^iemler  àp, 

Daits&uu  Mémoire  sur  la  itoniniatiun  de  certaines  séries  singulières, 
M.  tiaiMs  a  donné  une  règle  pour  la  détermination  du  signe  des 
«ommes  S,  C,  dont  la  valeur  absolue  est  \//),  quand  elles  ne  sont  pas 
nulles. 

Cette  irè|;le  peut  être  réduite  il  uiit  expression  plus  simple ,  et  si 
Ton  pose  p  =  p'  étant  impair,  le  symbole  fera  oonnaitre 
les  somme*  S  et  C  au  moyen  des  règles  suivantes.  Soient 

s  -"^  =  A  ( i)  ,-p.  c  =2«».-^  =  B  (i.)  v^. 

les  nombres  A  et  h  auront  les  valeurs  suivantes  : 


m  ss  o, 

A»  o, 

B=r  t; 

m  =  o. 

/»'=49  — '» 

A=i, 

B=:o; 

m  =  1 , 

y»'  =  4ç  ±:  1, 

AbO, 

B  =  o; 

m  =  2n, 

/)'  =  4^  4-1, 

A=(- 

h  —  , 

B=  i; 

A  — t 

m  = 

F'  ^  4v  -  «. 

A=i, 

Bî=:f- 

0  '  ; 

in  =  an  -1-  I» 

f»'  =  4?  +  i» 

A  =  (- 

1)        •  . 

B  =  (- 

«•-1 

k~t)  3} 

A  =  (- 

0 

B  =  (- 

Ce  tableau  montre  que  le  changement  de/»''=:49+  ■  ea  p'  =  i 

uc  fait  qtu'  changer  \  en  B,  «  t  réciproquement.  Je  vais  présenter 
bru'vement  la  démoui^tration ,  renvoyant  pour  plus  de  détails  au 
Mémoire  de  M.  (lauss. 
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Si  i'oD  pose 

ouus  la  condition  de  h  premier  a  /»  et  de  a:^  —  i ,  qui  donue 

_  an       .   ait  — 

P  P 

on  aura ,  pour  celte  valeur  de  jc , 

P(A,  f»)  =  2  (coaf*  ^  H-  siti  /•  ^  V~)  -  C  -»-  S 

C  (  st  donc-  dti  calcul  de  F  (A,  p)  que  dépend  celui  des  aouinies  dési- 

^iiH      par  .S  <»l  C. 

Soit  ^  =  a.h.c...t  les  iiuuil>res  rt,      <",.■•  t^Unl  |Hi  uju'f.s  eiiliv 
ou  «ail  ({II*  .  {)oar  trouver  un  nombre  k  tel  «pie  Ton  ait 

k^oL  (mod.  a),  (niod.  /;),  (mod.  c),  etc., 

il  »uflit  de  poser 

A  ^  =  I  (iiiod.  a),    H  ^  ==  1  (tnod.  6),   C^s  i  (mod.  c)»  ^t^-» 

et  de  prendre 

A=r  A  ^  a  4-  B  ^  ^  ♦  (".^  7  •+-...    (niod.p  =  a^...]. 

Or,  H  Ton  prend  successivement  : 

Four  «1  les  nombres  ■»  4»  9r*«i  ~  0'* 
Pour  ]Sy  tes  nombreK  i>  4>  9r"t  —  if\ 
Pour  7,  les  nombres         N  4»         ('^^^  ')*« 

et  ainsi  d(>  suite,  on  trouvera, 

Puui  k  an  /*.  les  nombre:»   i,  4»  9»—>  (/^  ~  •)*• 
11  suit  de  là  que  l'équation 


=î  ^jr^j/     .  \x''j      .  [x") 
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donnera,  en  supposant 


P  /■  r_ 

.i  


A^  =  a:,,   jc*  =  x,,    jf«'  =  x,,  etc., 
pt ,  par  suite, 

—  >  »         =  I ,     -rj  =  I,  etc., 
J'équatioii  fondamentale 

FCA.f)  =  F(A,oAc...)  =  F(AA,a).F(BA,  A).F(C*,4.., 
CM  supposant 

F(AA,  rt)  =  I  +       +  ;c<;^»''**  =2««'t'**î 

rtinsi  des  autres 

Il  suffît  donc  de  calniU-r  F  (AA,  a)  dans  l'hypothèse  de  a  pramier 

ou  puissance  d'un  nomiiif  premier. 

Soit  donc  a  =  <i'"  \  comme  dans  la  somme ^  o:,'"'^*  on  peut  négliger, 

lonune  étant  égalf  à  xéro  la  somme  des  termes  où  a  n'est  pas  divi- 
sible par  q ,  on  trouvera  sans  di(6cnité,  pour  le  cas  de  ^  =  », 

\\  F{AA,a)«oî 

r(AA,4)-(i+ainMl,-r7,,4^ 

=  ['  +  (-')~v~]v4- 

et  généralement  t 

F  (A*,  a»")  =  [1+  {-1)^*  v~]  v'^; 
i».        Fi-A*,»)»  (cos^-^-  sin^v^T)  4, 

(AA^-i  t  AA-i    I 

=  (-l)     *      L»  -*-(-!)         V^  |v8, 

et  généralement, 

Pour  le  cas  de  9  premier  impair,  les  formules  de  M.  Gauss 
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■lontierout 

D'après  ces  formuler  particulières,  si  l  oti  pos<'  ps=<f'*r^s^ 
/•,  s  étant  des  nombre^)  premiers  impairs,  ou  aura 

F{h,p)  =  F(AA,  9*).F(BA,  r-»). F (CA, *>)..., 

ou,  ce  qui  revient  au  même  par  la  substitution. 

Or,  d'après  les  règles  pour  le  gUcnl  des  symboles  **c^ 
trouve 

lyailleurala  congruenee 

A  ~  =  I  (niod. 

ou,  oe  qui  revient  au  mène,  la  coi^ruaice 

Ar'*»...  -E  I  (mod. 

donne 

De  niénie, 

(^)=(7:)(p)-. 

et  ainsi  de  suite. 
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Du  aura  donc 

=  (-1)"»  T"-*-—  —^  >  » 

d'où  it'«ulte 


mi  bien 


(A)       F(A,f»)  =  (J)iV-i)^  '  '  VT». 

comme  |>our  le  cas  de  p  nombre  premier. 
Soit  maintenant  p^^'^.p'Ap^  impair,  on  fera 

e •  =  A/ï  a»  -I-  a*.  B^*   (mod.      p') , 

et  il  viendra 

F(A.p)  =  F(AA.a").F(BA,p')- 
Pour  m  =  I ,  le  facteur 

F(A*,  a)  =  o; 

donc 

F(*,/»)=o. 

Pour  m  =  an,  la  congruence 

kp'^i    (mod.  a"*) 

donne 

^Bp'  (mod.  4);    d'où    kh^hp'   (mod.  4). 
De  même ,  la  congruence 

a^'Bsi  (mod.pO 

donne 
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<i'où  la  ibrinulo 

Pour  m  —  -in  -h  i ,  la  coiigruence 

Ap'=  I    (mod.  a»"*'), 

ou  N  >  I ,  donne 

A~p'    ^mod.  8],     d*oii     kh^hp'    (inoti.  K). 
De  même,  la  oongruenoe 

««•♦•Bsi  (mod.f»') 

donne 

on  aura  donc 

F(*»  a-*V)  =  (-0^  {p)  [•     (-0*"^  V~t']  (V~)('"^^  V 

IjCS  trois  formules  (A),  (B),  (C)  donnent  iniinédiatemeut  tous  les  c.».s 
particuliers  énoncés  au  commencement  de  ce  paragraphe. 

Coaum'  le  calcul  des  ssinboles  i^j^''  {^^')      ln*s-court,  ou  a,  pour 

déterminer  le  signe  de.*!  bDimm-s  S  et  C,  un  moyen  plus  court  encoif 
que  celui  qui  se  tire  de  l'algorithme  de  M.  Ctiiiss  [Sur  la  sommation 
de  ({uclques  séiieg,  tome  V  de  ce  loiimal).  Je  vais  rappeler  ici  cette 
rè^e  et  la  comparer  à  la  précédente.  Cette  comparaison ,  qui  con- 
duit à  une  démonsMtttion  «le  la  loi  de  réciprocité  (  la  quatrième  dit 
M.  Gauss),  £iit  voir  encore  comment,  connaissant  f  (A,  p)^  on  peut 

trouver  (^~^' 

^tairf  nêglepoÊtrlg  fipie  éet  tomma  8  «r  C. 

Soient  h  et  p  deux  nombres  prraaiers  entre  eux  ;  représentons  par 
•f?        l'entier  imnédîatement  aa<d«flsous  de  la  fraction  y-,  posons 

^i'  =  e       >  savoir,  /»'  =  ^       pour  p  impair,  el  ^'  =  ^  pour  p  pair. 

1  orne  XII.  -  Dkimmi  t»^.  65 
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Faisons,  de  plus, 

H 

{h,  p)  —  (  —  I 

Le  signe  de  {h ,  p)  donnera  celui  des  sommes  S  et  C  au  moyeD  de» 
formules  suivantes  : 
1^  p  impair, 

(A  )       F ih^p)  =  ( -  (A,  p)  v^; 

p  double  d'un  impair, 
F(A,p)  =  Oî 

3".  p  divisible  par  4  >    =  4f  '  ^  P'  impair, 

4«  p  divisible  par  4*  P  =  4  P'  et  P»r, 

(C)        F(A,/»)  =  (*.  ap') [  n-  (- 1) V-"ï]  Vp. 
La  comparaison  des  formules  (A)  ei  (A')  donne 

Pour  A  impair» 

(^j  =  ('<- 

c*est  la  r^le  donnée  plus  haut. 

T^a  comparaison  des  formules  (B)  et  (B')  donne,  à  cause  A%p— 
et  p'  =  4'/  ^  •» 

{A,  a/i')  =  pour  /»'  =  4f  i. 
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df^s  formules  (C)  et  {C),  pour    =  a*"/»,»  Ou  bien 

(A,  a—' /».)  =     0  '  (^)'    pour      =  4?  -  t. 
Enfin,  la  comparaison  des  formules  (C)  et  [C),  pour  le  cas  de 

>  =  i'"  *  Pi,  doane 

(/i,  =  (-1)  8    (-),  pour    p,  =  ^q-hii 


^i/*,  u»"/;,)  =  (-1)       ■       (^j,    pour    />,  =  4y-i 


On  voit  donc  que  »  l'on  suppose  p  =  a"/),  et  /),  impair,  les  forronles 
(ci),  (^),  (c),  {d)  feront,  dans  tons  les  cas,  connaître  (A,     an  moyen 


An- Irx  «Mimer  X«m— —  '  ,    Vcb»         .  • 

^  9         p    '     ^  2  ^ 

Ce»  sommes  se  déduisent  trèa-fediement  des  sommes  S  et  C.  Voici 
les  résultats  pour  p  impair,  car  elles  sont  nulles  pour  p  pair.  T^e 
nombre  h  est  premier  à  p  : 


2«n 

A  t  1 

0 

« 

{?} 

Air 

sm  fl  — 
'  P 

il±j. 

9 

_ 

p'-> 

8 

(>) 

Ait 

COS  tf  

^  /» 

Vfi 

aAir 

» 

(;) 

Air 

COS  fl  — . 

^  /» 

2<»s 

a 

aAw 
P 

Air 
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Pour  Uémoiilrer  ces  formules,  il  suffit  de  calculer 

Soient  d'abord  p  pair  et  h  impair,  on  reconnaît  de  suite  que  la  partie 
fie  S,,  où  I  =  aAr.  ;i  la  même  valeur  que  la  sotnnip  «»ntière  S:  et 
rommc  l'autre  partie,  où  i     a4r+  i  et  e*  =  4  i  »  re- 

vient a 

,  /       itiTz        .    *kv   .  \  fi'-i-*  ■x/iit    .    .    M-t-à  a  Air  ,  \ 

4  (       87  ^  y-  •  )  2  ^  -  .       -f.  sin  _._  V-  I  ) , 

les  sommes  en  question  seront  nulles 

Pour  p  impair  et  A  impairi  la  partie  de  la  somme  S,,  où  i  =  a  A  , 
&e  réduisant  à 

«fia  nulle,  l'autre  |i.v.-tie  devra  donc  èire  égalée  à  5,.  Mais  la  décom- 
position en  tacteuri»  donne 

S,  ^  4  ^cos  ^  -H  $m-^g~  s  -  1  j  (^--j     -  I  )^  ^  sp. 

d'où,  par  la  division, 

=  (^)  (eos^^  ^  sin ^il^  ^  V—)  (V^)^'^')'  : 

s»avoir,  pour  ^  =  4y      •  » 

et,  pour p=^  l^tf  —  if 

(—)  (sin  î  7  +       î  J  V  -"«)  \P' 
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Mais  comme  h  est  impair, 

le  facteur  (—  i)**        se  réduira  à  ^^j- 

Pour  h  pair,  on  posera  h  =  p  —  k^  d*où  A'  impair;  alors 

ai»      ^        7.  Il  T. 

Il  faudra  donc  changer,  dan»  le  résultat,  A  en  —  A';  mais 
on  aura  donc 

MI»  q  -y  =  {—  i)*  sin  9  y ,   cas  9  — =  (—  i)»  co»  9 
comme  h  est  pair, 

d'où  la  formule  donnée  plus  iiaut.  • 

Si  l'on  remplace  (—  1)  ^'    ^  par  (h,  pi ,  on  aura  Jes  valeurs 

<lorinécs  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut  (tome  V  de  ce  Journal , 

page  5u). 
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Sur  le  développement  en  fnu-tion  continue  de  la  racine  carrée 

d  un  nombre  entier; 

Pae  m.  J..A.  SERRET. 


Si  l'on  drvclopp»^  pm  fraction  continue  la  r;n  iîtp  carrée  d'un  nombre 
entrer  non  carré,  «  t  ([Uf  l'on  lonne  la  suite  îles  liiations  convergentes, 
il  y  aura  toujours  une  reliilion  simple  et  unifurme  entre  les  deux  frac* 
tion»  qui  répondent  au  dernier  cjuoiient ,  dans  les  périodes  de  rangs  a 
et  9n.  Je  ne  sache  pas  que  celte  relation  soit  connue;  aussi  aî-je  cru 
utile  de  l'indiquer  eu  quelques  mots. 

Soient  A  un  nombre  entier  non  carré,  a  la  racine  du  plus  grand 

carré  qui  y  est  contenu ,  ^  ou  x.  la  fraction  convergente  qui  répond 

au  dernier  quotient  dans  la  période  de  rang  n ,  lequel  est,  comme  on 

p'  p 
sait,  égal  à  a  a  ,  ei  enliis  ^4  la  IVactiou  convergente  qui  précède  on 

aura  évidemment 

l^a  +  VAjg.-t-Q,'/ 

d'où  l'on  déduit  les  valeurs  connues  de  PI  et  de  Qi, ,  savoir  : 

P;  =  AQ,-aP„ 

p 

Cela  posé,  la  fraction  convergente  qui  suit  ^  a  ponr  valeur 

aaP,-f-P« 

et  Tofi  en  déduira  la  valeur  de  ^  ou      ,  en  remplaçani  le  quotient 
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2(2  par  a  +      on  aura  donc 


OU,  en  mettant  au  lieu  de  K  el  Q(,  leurs  valeurs, 

A 


On  arrive  ainsi  à  ce  résultat  très-simple»  que  la  fraction  jr,„  est  la 

moyenne  arithmétique  des  valeurs  .r„  et      11  est  assez  remarquable 

que  cette  quantité  soU  précisément  celle  cpic  donne  la  iiiétluule 
d'approximation  de  Newton,  lorsqu'on  prend  (wur  première  va- 
leur approchée.  Cette  méthode  donne,  en  effet»  pour  seconde  approxi« 
mation , 

A 

A  —  "  ar, 

«•„   OU  

«*»  » 

I>t*s  iractions  convergentes       qui  répondent  au  dernier  quotitnt 

dans  les  périodes  suocesnves  ne  sont  pas  toujours  les  seules  jouissant 

de  cette  propriété;  il  peut  arriver,  en  effet,  qu*ai  partant  d'une  fraction 

p 

convergente  quelconque  ^«  la  méthode  de  Newton  en  fournisse  une 

seconde.  Soient,  en  efïet,  P,  et  les  quotients  des  nombres  F*  -f  AQ' 
et  a  PQ  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  D,  le  résultat  fourni  par 
la  méthode  de  Newton  sera 

p.  _  P'4-  A<y 

Q.~     aPQ  * 

et  l'on  a 

 5 — »   5"» 

d'où 
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Or  on  sait  que  ^  sera  tonjonrx  t'ime  des  fractions  convergentes  vers 
V'At  si  l'on  a 

P»  -  AQÎ  <  VÂ. 

ce  qui  exi^  que 

*(P»-AQ>)<d(/Â. 

p 

Cette  condition  sera  toujours  remplie ,  si  ^  est  l'une  des  fractions  x„ 

car,  dans  <  >•  (  ;i>,  P*  ~^  AQ*  =  ±:  j  ;  mais  il  est  évident  qu'elle  petit 

l'être  aussi  dans  beaucoup  d'autres  cas. 

In  jiarf iciilier,  si  Ton  applique  la  méthode  de  Newlou  l'une 

quelconque  des  fractions  convei^cntes  vers  v^9>  obtiendra  une  se- 
coiulc  fraction  convergente. 


nu  r>i'  nouziRMF.  volcmb. 
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